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t  ^  Yor^wort. 

(     I 

^  Den  Hauptinhalt  des  vorliegenden  Buches  bildet  die  Theorie  der 

\  ^  Fläche  zweiter  Ordnung,  Jedoch  ist  einleitungs weise  die  Theorie  des 
Punktqpiwres  {Strahlenpaares)  und  des  Kegelschnittes  beigefügt,  um  ebenso 
^0  wie  in  dem  vorausgegangenen  Werke:  ,, Analytische  Geometrie  des 
Punktes,  der  geraden  Linie  und  der  Ebene''  eine  einheitliche  und  ver- 
gleichende Darstellung  der  entsprechenden  Gebilde  in  einer,  in  zwei 
und  in  drei  Dimensionen  zu  erreichen. 

Verschiedene  Gründe  machten  diese  Ergänzung  der  Theorie  der 
Fläche  zweiter  Ordnung  unabweisbar.  Einmal  hat  historisch  die 
Theorie  der  Fläche  zweiter  Ordnung  ihre  Fragestellungen  aus  der 
Theorie  der  Kegelschnitte  geschöpft,  wie  beispielsweise  die  bekannte 
Brennpunktseigenschaft  der  Ellipse  und  Hyperbel  fast  durch  das  ganze 
neunzehnte  Jahrhundert  immer  wieder  zu  neaen  Versuchen  Anstoß 
gegeben  hat,  entsprechende  Eigenschaften  d^r  Ellipsoide  und  Hyper- 
boloide zu  entdecken.  Sodann  aber  bildet  die  Theorie  des  Kegel- 
schnittes, wie  schon  dieser  sein  Name  besagt,  einen  so  unerläßlichen 
Bestandteil  der  Theorie  der  Flächen  zweiter  Ordnung,  daß  sie  in  dem 
Abschnitt  über  die  ebenen  Schnitte  der  Flächen  zweiter  Ordnung  doch 
eingeschaltet  werden  müßte.  Weiter  aber  bietet  es  für  die  syste- 
matische Darstellung  und  das  tiefere  Verständnis  der  dreidimensionalen 
Gebilde  einen  ganz  wesentlichen  Vorteil,  wenn  die  gleichen  Frage- 
stellungen und  Methoden  für  ein-  und  zweidimensionale  Gebilde  un- 
mittelbar daneben  gestellt  werden.  Endlich  ist  auch  in  den  Rezen- 
sionen des  oben  genannten  früheren  Buches  (vgl.  H.  Wideitner,  ün- 
terricht^blätter  für  Math.  u.  Naturw.,  Jahrg.  XII,  Heft  4.  G.  Holz- 
müUerf  Zeitschr.  für  lateinlose  höh.  Schulen,  Jahrg.  XVIII,  Heft  3/4) 
der  Wunsch  nach  einer  solchen  vergleichenden  Darstellung  laut 
geworden. 

So  schließt  sich  denn  das  vorliegende  Buch  auch  in  dem  äußeren 
Aufbau  vollkommen  an  das  vorangegangene  an.  Es  setzt,  syste- 
matisch und  pädagogisch  betrachtet,  die  dort  entwickelte  Theorie  der 
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rV  Vorwort. 

linearen  Gebilde  und  der  Koordinatenmethoden  in  eine,  zwei  und  drei 
Dimensionen  voraus,  kann  aber  für  jeden  Leser,  dem  diese  Gebiete 
bereits  geläufig  sind,  als  selbständige  Monographie  der  Fläche  zweiter 
Ordnung  einschließlich  des  Kegelschnittes  und  Punktepaares  dienen. 

Dem  Charakter  der  Monographie  entsprechend  ist  die  Fläche 
zweiter  Ordnung  zunächst  nur  als  Einzelgebilde  nach  ihren  eigenen 
gestaltlichen  Verhältnissen  und  ihrer  Beziehung  zu  Punkt,  gerader 
Linie  und  Ebene  behandelt,  während  die  Theorie  der  Systeme  von 
Flächen  zweiter  Ordnung  und  der  Durchdringungskur  Yen  zweier  Flächen 
zweiter  Ordnung  einer  weitereu  in  sich  abgerundeten  Monographie 
vorbehalten  bleibt. 

Wenn  innerhalb  dieser  Begrenzung  möglichste  Vollständigkeit 
angestrebt  ist,  so  war  doch  anderseits  eine  gewisse  Beschränkung  auf 
die  hauptsächlichen  Eigenschaften  der  Flächen  zweiter  Ordnung  ge- 
boten. Konnten  dabei  manche  interessante  Einzelheiten  nicht  Er- 
wähnung finden,  so  sind  dafür  die  leitenden  Untersuchungen  tunlichst 
lückenlos  durchgeführt.  So  wird  beispielsweise  die  Klassifikation  der 
Flächen  zweiter  Ordnung  und  ihrer  ebenen  Schnitte  nicht  nur  in 
elementarer  Behandlung  mit  Cartesischen  Koordinaten  bis  zur  voll- 
ständigen Herstellung  aller  kanonischen  Gleichungen  (s.  §  26,  (2);  §  99, 
(2);  §  114,(3)),  sondern  auch  mit  Dreiecks-  und  Tetraederkoordinaten 
in  ihren  verschiedenen  Erscheinungsformen  entwickelt  (s.  §§  49;  50; 
51;  152;  153;  155;  156).  Das  Buch  will  in  diesem  Sinne  gegenüber 
der  sich  freier  bewegenden  akademischen  Vorlesung  als  Handbuch 
gelten,  welches  für  grundlegende  Entwicklungen  gerade  da  eintritt,  wo 
die  Vorlesung  aus  Mangel  an  Zeit  und  Raum  Verzicht  leisten  muß. 
Es  lag  daher  auch  nicht  in  dem  Plan  des  Buches,  bloße  Beispiele 
und  Übungsaufgaben  aufzunehmen,  sondern  vielmehr  für  akademische 
Übungen  das  wesentliche  Material  an  Lehrsätzen,  Formeln  und  Ta- 
bellen zu  liefern. 

Um  den  Gebrauch  des  Handbuches  nicht  nur  zum  vergleichenden 
systematischen  Studium,  sondern  auch  zum  Xachschlagen  einzelner 
Gegenstände  zu  erleichtem,  ist  eine  aus  dem  Inhaltsverzeichnis  er- 
sichtliche Einteilung  des  Stoffes  in  einzelne  Paragraphen  getroffen 
und  innerhalb  jedes  Paragraphen  wieder  der  Inhalt  jedes  einzelnen 
Artikels  in  einer  besonderen  Überschrift  nach  Stich  Worten  bezeichnet. 
Ferner  sind  zahlreiche  Figuren  zur  schnellen  Orientierung  über  die 
angewandten  Bezeichnungen  und  die  abgeleiteten  Sätze  beigegeben. 
Endlich  ist  am  Schluß  ein  nach  Haupt-  und  Nebenstich  werten  ge- 
gliedertes Sachverzeichnis  angefügt,  das  zugleich  die  Hinweise  auf  die 


Vorwort.  V 

Vergleichspunkte  der  drei  Mannigfaltigkeiten  Punktreihe,  Ebene  und 
Kaum  enthält. 

Wie  die  Gestalt  der  Kegelschnitte  (I.  Teil,  I.  Abschnitt)  dem 
Studierenden  in  der  Regel  längst  bekannt  ist,  bevor  er  an  die  Be- 
handlung der  allgemeinen  Gleichung  der  Kurve  zweiter  Ordnung 
mittels  der  Determinanten  herantritt,  so  ist  auch  die  Theorie  der 
Flächen  zweiter  Ordnung  (II.  Teil,  L  Abschnitt)  induktiv  mit  der  Be- 
Bchreibung  der  Gestalt  und  Bestandteile  der  Flächen  selbst  sowie 
ihrer  Draht-,  Karton-  Hnd  Fadenmodelle  begonnen  und  hiermit  geradezu 
eine  elementare  Theorie  dieser  Flächen  ausgebildet,  unter  alleiniger 
Benutzung  der  gemeinen  rechtwinkligen,  und  gelegentlich  der  homo- 
genen gemeinen  Koordinaten.  In  gleichem  Sinne  ist  eine  elementare 
Beschreibung  des  linearen  Komplexes  angefügt.  Derjenige  Leser,  der 
etwa  für  technische  oder  physikalische  Anwendungen  nur  die  gestalt- 
liehen  Verhältnisse  und  Eigenschaften  dieser  Gebilde  kennen  lernen 
will,  kann  diese  ohne  besondere  Vorkenntnisse  aus  den  bezeichneten 
Abschnitten  entnehmen. 

Erst  für  die  II.  Abschnitte  des  I.  und  11.  Teils  liegt  die  all- 
gemeine Gleichung  der  Kurven  und  Flächen  zweiter  Ordnung  sowie 
in  dualer  Darstellung  der  Kurven  und  Flächen  zweiter  Belasse  zu- 
grunde. Im  Mittelpunkt  dieser  Abschnitte  steht  die  Polarentheorie 
und  die  für  sie  maßgebende  Unterscheidung  der  Kurven  und  Flächen 
nach  dem  Rang.  Den  Schluß  bildet  die  Polarentheorie  des  linearen 
Komplexes. 

Die  nächsten  Abschnitte  beider  Teile  enthalten  die  Klassifikation 
der  Kurven  und  Flächen  zweiter  Ordnung  und  Klasse,  sowie  der 
ebenen  Schnitte  der  Flächen. 

Daran  schließt  sich  die  Theorie  der  konfokalen  Systeme  und  der 
verschiedenen  Fokaleigenschaften.  Die  ersteren  haben  insofern  ihre 
Stelle  schon  bei  dem  Kegelschnitt  und  der  Fläche  zweiter  Ordnung 
als  Einzelgebilde  gefunden,  weil  sie  einerseits  zugleich  die  Lösung 
des  Hauptachsenproblems  der  Berührungskegel  vermitteln  und  anderer- 
seits für  die  Entwicklung  der  Fokaleigenschaften  unerläßlich  sind. 

Die  Schlußabschnitte  behandeln  die  Kegelschnitte  und  Flächen 
zweiter  Ordnung  in  Dreiecks-  und  Tetraederkoordinaten.  Die  Theorie 
der  Quadratdarstellung  der  quadratischen  Formen  von  zwei,  drei  imd 
vier  Veränderlichen  und  der  orthogonalen  Transformation  ist  hier 
unter  tunlichster  Verknüpfung  der  algebraischen  Operationen  mit  den 
parallel  laufenden  geometrischen  Vorstellungen  dargesteUt  Die  ortho- 
gonale Transformation  greift  bereits  in  die  Theorie  der  Büschel  von 
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Kurven   oder  Flächen   zweiter  Ordnung   über,   hat  aber  wegen  ihrer 
Wichtigkeit  für  das  einzebie  Grebilde  bereits  hier  ihre  Stelle  gefunden. 

Die  Anmerkungen  enthalten  neben  Hinweisen  auf  zusammenge- 
hörige Stellen  des  Buches  eine  Reihe  literarischer  Angaben.  Diese 
sollen  dazu  dienen,  dem  Studierenden,  der  sich  mit  dem  sachlichen 
Inhalt  des  Buches  bekannt  macht,  gleichzeitig  auf  die  Errungenschaften 
der  historischen  Forschung  auf  dem  Gebiete  der  Mathematik  aufmerk- 
sam zu  machen.  Deshalb  ist  überall  auf  die  vorliegenden  geschicht- 
lichen Werke  Bezug  genommen.  Daneben  sind  aber  auch  weitere 
Quellen  angegeben,  um  dem  Leser  die  Entstehung  der  hauptsäch- 
lichsten Lehrsätze  nachzuweisen. 

Für  die  literarischen  Angaben  bin  ich  Herrn  Professor  Dr.  Fdix 
Müller  in  Loschwitz  und  Herrn  Geheimrat  Professor  Dr.  Stäckd  in 
Karlsruhe  zu  ganz  besonderem  Danke  verpflichtet,  die  mich  dabei  in 
bereitwilligster  Weise  unterstützt  haben. 

Ich  habe  femer  den  Herren  Dr.  W.  Bafh  in  Stettin,  Dr.  JB.  Budeier 
in  Doberan  und  W.  Düker  in  Rostock  für  ihre  Beihilfe  bei  den 
Korrekturen  zu  danken. 

Zuletzt  spreche  ich  auch  der  Verlagsbuchhandlung  von  B.G.Teübner 
meinen  besten  Dank  aus  für  ihr  stets  freundliches  Entgegenkommen 
beim  Druck  und  der  Ausstattung  des  Buches. 

Rostock,  den  26.  November  1909. 

Otto  Staude. 
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I.  Teil. 


Die  Gebilde  zweiter  Ordnung  in  der  Ebene. 

L  Abschnitt. 

Besondere  Gleichungen  der  Kegelschnitte  nnd  ihre  Bedeutung. 

§  1.  Hauptacliseiigleicliang  und  Gestalt  der  Ellipse  und  Hyperbel. 

1.  Definition  der  Ellipse  nnd  Hyperbel.  Der  Ort  eines  laufenden 
Punktes  P,  dessen  Abstände  von  zwei  festen  Furzten  F  und  F'  eine 
unveränderliche  Summe  oder  Differenz  2a  haben,  ist  bezüglich  eine 
EUipse  oder  Hyperbel^) 

Die  beiden  festen  Punkte  F  und  F'  heißen  die  Brennpunkte^;  ihr 
gegenseitiger  Abstand  2c  die  Brennweite;  der  Wert  2a  der  unver- 
änderlichen Summe  oder  Differenz 
die  Hauptachsenlänge. 

2.  Analytiflolie  Form  der  Defi- 
nition. Wir  nehmen  die  Verbindungs- 
linie der  beiden  Brennpunkte  F  und 
F'  als  a: -Achse  und  ihren  Mittel- 
punkt 0  als  Anfangspunkt  eines 
rechtwinkligen  Achsensystems   Oxy 

(Fig.  1). 

Die  Koordinaten  der  beiden  Brennpunkte  F  und  F'  sind  dann: 

(1)  Ä?  =  e,  y  =  0;     a;  =  —  e,  y  =  0  (e  >  0). 

Sind  nun  r  und  /  die  absoluten  Entfernungen  eines  laufenden  Punktes 
P^x,yYonF  und  F',  also  (I  §  12,  (8)*)): 

(2)  r  «  FF  =  |/(a;  -  eY  +"y» ,    /  =  F'F  -  Vlx+~ef+  y* , 

so  ist  die  Bedingung  der  Ellipse  und  Hyperbel  bezüglich'): 

(3)  r  +  /  =»  2a     und     r  —  /  =  2a     oder    r  —  r  ^  2a 


^x 


Fig.  1. 


*)  Die  Verweise  I  §  .  .  .  beziehen  sich  auf  des  Verfassers  Buch:  Analytische 
Geometrie  des  Punktes,  der  geraden  Linie  und  der  Ebene,  Leipzig,  Teubner,  1905. 
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oder  zusammengefaßt  und  mit  Hinzofagong  des  nicht  Terschwindenden 
und  daher  belanglosen  Faktors  r  +  r  ■{-  2a: 

(4)  1?  -  (r  +  »•'  +  2a)(r  +  r-  2a){r  -r+  2a)(r -Y -  2a)  =  0. 

3.  Glelohung  der  Ellipse  oder  E^rperbeL     Nach  (2)  ist: 

(5)  r»  +  r'*  =  2{x*  +  f  +  c»),    r»  -  r'» iex , 

so  daß: 

R==[{r  +  ry- 4a>}  { (r - rj- 4a» }  =  (r»- r'»)» - 8a»(r«+ /*)  +  16a*, 

iJR  =  eV  -  o»(a;*  +  y»  +  «»)  +  «* (o*  -  e*)a:* -  a*y»  +  a»(a» -  c*). 

Daher  besteht  für  jeden  Punkt  x,  y  der  Ebene  identisch  die  Gleichung*'): 

(6)  -».(„'-«•)ii:+..::;,.-ii 

-(«+'-t-)(-'t0(«+-7--)(-'-^-'')- 

Die  Gleichung  der  Ellipse  oder  Hyperbel  ist  damit  nach  (4): 
(7)  S  +  „A-.-l=0. 


4.  Untersoheidung  der  Ellipse  und  Hyperbel.  Da  in  dem  Drei- 
eck FF'P  (Fig.  1)  die  Summe  zweier  Seiten  größer  als  die  dritte 
und  der  absolute  Wert  der  DiflEerenz  zweier  Seiten  kleiner  als  die 
dritte  ist,  so  folgt: 

(8)  r  +  r>2e>   r-r\, 

Ist  daher  die  Hauptachsenlänge  2  a  größer  als  die  Brennweite  2e^  so 
kann  nur  r  -{-  r  ^2a  sein;  ist  aber  jene  kleiner  als  diese,  so  kann 
nur    r  —  /  '  =  2a  sein. 

Die  Gleichung  (7)  ist  mit  Rücksidit  auf  (6): 

(9)  für  a>  e    mit    r  +  /  =  2a , 

(10)  für  e  >  a    mit    r  —  r'  =  ±  2a 

gleichbedeutend,  Sie  stellt  im  ersten  Falle  eine  Ellipse,  im  ziveiten  FdUe 
eine  Hyperbel  dar. 

.5»  Mittelpunkt,  Hauptachsen  und  Scheitelpunkte.  Da  die 
Gleichung  (7)  nur  die  Quadrate  von  x  und  y  enthält,  ist  die  Ellipse 
oder  Hyperbel  gegen  jede  der  beiden  Koordinatenachsen  symmetrisch 
(geht  durch  Spiegelung  an  jeder  in  sich  über).  Diese  heißen  daher 
die  Symmetrie-  oder  Hauptachsen^)  der  Kurve,  die  Gleichung  (7)  die 
Hauptachsengleichung. 

Der  Koordinatenanfangspunkt  ist  der  Mittelpunkt^  der  Kurve. 
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Die  Schnittpunkte  -4,  Ä  der  Kurve  mit  der  o; -Achse  (der  ersten 
Hauptachse): 
(11)  x^±a,    y  =  0 

sind  die  (ersten)  Scheitdpiihkte'^  der  EUipse  oder  Hyperhd, 

Sie  liegen  nach  (9)  und 
(10)  hei  der  Ellipse  außerhaiby 
bei  der  Hyperbel  innerhalb  der 
beiden  Brennpunkte  (Fig.  2;  3). 

6.  DieHalbaohflenquadrate. 

Die  Koeffizienten  a^  und  a^  —  e* 
in  (7)  heißen  die  beiden  Hcdb- 
achsenquadrate.  Bei  der  Ellipse 
sind  sie   beide   positiv^   bei  der 


>x 


Fig.  2.  Fig.  3. 

Hyperbel  ist  das  zweite  negativ.     Man  setzt  daher  bezüglich: 

(12)  a«  -  e»  -  6« ;  (12')         a«  ^  e' 6«, 

so  daß  die  Hauptachsengleichungen^)  der  Ellipse  uml  Hyperbel  werden: 

(13)  S  +  S-1;  (13')     S-S-i- 

Die  Schnittpunkte  B^  B'  der  Kurve  mit  der  zweiten  Hauptachse 
sind  bei  der  Ellipse  reell,  bei  der  Hyperbel  imaginär: 

(14)  x^O,  y--±b;     x=^0,  y^±bi. 

Die  Größen  2  a  und  26  heißen  bei  der  EUipse  auch  die  große 
und  Meine  Achse  (Achsenlänge);  die  Größen  2a  und  2b i  bei  der 
Hyperbel  die  reelle  und  imaginäre  Achse, 

Bei  der  Ellipse  sind  nach  (12): 

(15)  a=  FB,    b  =  OB,    e  ^  OF    (Fig.  2) 

die  Seiten  eines  rechtwinkligen  Dreiecks  OFB  mit  dem  rechten  Winkel 
in  0,  bei  der  Hyperbel  nach  (12'): 
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(15')  a^OÄ,    h^AC,    e^OC    (Fig.  3) 

die  Seiten  eines  rechtwinkligen  Dreiecke  OAC  mit  dem  rechten  Winkel 
in  A.  Danach  kann  jedesmal  b  bei  gegebenen  a,  e  oder  e  bei  gegebenen 
a,  b  konstruiert  werden. 

7.  Unendlich  ferne  Fnnkte  und  Assrmptoten.  In  homogenen 
Koordinaten  (I  §  22,  1)  werden  die  Gleichungen  (13)  und  (13'): 

(16)    S+i^-'^        w   f; -!;==<>. 

Die  Ellipse  schneidet  daher  die  unendlich  ferne  Gerade  in  dem  imagi- 
nären, die  Hyperbel  in  dem  reellen  Punktepaar  ^): 

(17)  S+|^=o,  *-o;      (17')  5;-|;=o,  <=0. 

Das  imaginäre  oder  reelle  Strahlenpaar: 

(18)  f^  +  S^O;  (18')       fl-l^-O, 

welches  den  Mittelpunkt  mit  den  unendlich  fernen  Punkten  der  Kurve 
verbindet,  nennt  man  die  Asymptoten.^^) 

Die  redien  Asymptoten  |  und  r^  der  Hyperbd  haben  die  Gleichungen: 

(19)  f  +  T  =  0;      f-|=0 
und  daher  (I  §  17,(5))  die  Richtungskosinus: 

(20)  «i==7-^    ßi 7;      ^«'^T^    ß^^T' 

wenn  wir  sie  so  richten  (Fig.  3),  daß  sie  mit  der  o; -Achse  spitze 
Winkel  bilden. 

Die  Asymptote  rj  geht  durch  den  in  (15')  eingefühi*ten  Punkt 
C :  X  ^  a,  y  ^by  wonach  sie  bei  gegebenen  a,  e  oder  a,  b  kon- 
struiert wird. 

8»  Gestalt  der  Ellipse  und  Hyperbel.  Bei  der  Ellipse  ist  nach 
(13)  der  absolute  Wert  von  x  stets  ^  a,  der  von  y  stets  ^b. 

Die  Ellipse  ist  eine  geschlossene,  in  das  Rechteck  der  vier  Geraden 
X  ^  +  a  und  y  =  ±-b  eingeschlossene  Kurve.  Alle  Punkte  entsprechen 
der  Bedingung  r-|-/  =  2a  in  (9);  für  die  Punkte  B,B'  ist  r  =  r=^a 
(vgl.  (15)). 

Bei  der  Hyperbel  ist  nach  (13')  der  absolute  Wert  von  x  stets 
^  a.  Der  zwischen  den  Geraden  a;  =»  —  a  und  a:  =  +  a  liegende 
Streifen  der  Ebene  trennt  daher  die  Hyperbd  in  zwei  Zweige,  einen 
rechten  und  einen  linken.  Alle  Punkte  P  des  rechten  entsprechen  der 
Bedingung  /~r==2a  in  (10),  alle  Punkte  P'  des  linken  r  — r'  =  2a 
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(Fig.  3).     Die  Kurve  nähert  sich,  je  weiter  yon  0  entfernt,  um  so 
mehr  den  Asymptoten. 

9«  Fadenkonstraktion.  Befestigt  man  (Fig.  2)  einen  Faden  FFF' 
Ton  der  Länge  2  a  mit  seinen  Endpunkten  in  den  Brennpunkten  F 
und  F\  so  beschreibt  ein  den  Faden  beständig  spannender  Stift  P  die 
Füipse  (den  oberen  oder  unteren  Bogen  ABA'  oder  AB'A'), 

Ein  Lineal  von  der  Länge  l  sei  mit  dem  einen  Ende  in  F'  dreh- 
bar befestigt  (Fig.  4);  im  andern  Ende  G  sei  ein  Faden  von  der  Länge 


l  '—2  a  befestigt.  Das  andere  Ende  des  Fadens  sei  in  F  befestigt, 
während  ein  Stift  P  den  Faden  spannt  und  an  das  um  F'  sich  drehende 
Lineal  andrückt.     Da  beständig: 

F'P--FP^(F'G-PG)-FP^rG-{FP+PG)^l-(l-2a)^2a, 

so  beschreibt   der  Stift  P  ein  Stück  des  rechten  Hyperbelzweiges.") 

10,  Besondere  EUipBen  und  Hyperbeln.    Die  Ellipse  (13)  geht 
mit  a  =  &  in  den  Kreis: 

(21)  ir«  4-  y^  =  a« 

über.  Mit  a*  =  26*  (e^  =  fe*)  wird  das  rechtwinklige  Dreieck  OFB 
(Fig.  2)  gleichschenklig. 

Die  Hyperbel  (13')  erhält  mit  a  =  6  die  Gleichung: 

(22)  x^-y^^  a* 

und  hat  dann  rechtwinklige  Asymptoten,  indem  das  rechtwinklige 
Dreieck  OAC  (Fig.  3)  gleichschenklig  wird.  Sie  heißt  gleichseitige 
HyperheV^), 

11.  Konjugierte  Hyperbeln.     Die  beiden  Hyperbeln  (Fig.  5): 

(23)  S-S  =  l'    -S  +  |^  =  l 

heißen  zwei  konjurgierte  Hyperbdn^^).  Sie  haben  dieselben  Asymptoten. 
Die  erste  hat  die  reelle  und  imaginäre  Achse  2a  {AA')  und  2bi  in 
der  Richtung  der  x-  und  y-Achse,  die  zweite  die  reelle  und  imaginäre 


§  1,  11.     §  2,  1—2. 


Achse  26  (BB')  und  2a/  in  der  Richtung  der  y-  und  a;- Achse.   Beide 

haben  dieselbe  Brennweite  FF'---  6rG'==26. 

Die  senkrechten  Ab- 
stände S^  und  8^  eines 
Punktes  P^x,y  (Fig.  5) 
von  den  beiden  Asymptoten 
(19)  sind  (I  §  17,  (7)): 


*i  =  ± 


i4+F 


cc 


*,  =  ± 


X 

a 


5 


Fig.  5. 


r  a«  ^  ft» 
und  daher  ihr  Produkt: 

Die  beiden  konjugierten  Hyper- 
hdn  bilden  den  Ort  der  Funkte,  für 
die  das  Produkt  der  Abstände  von 
den  beiden  Asymptoten  konstant  ist 


§  2.  Hauptachsengleichung  und  Gestalt  der  Parabel. 

1.  Begriff  der  Parabel.  Der  Ort  eines  laufenden  Punktes  P,  der 
von  einem  festen  Punkte  F  und  von  einer  festen  Geraden  d  gleichweit 
entfernt  ist,  heißt  eine  Parabel^). 

Der  feste  Punkt  F  heißt  der  Brennpunkt^),  die  feste  Oerade  d  die 
Direktrix^*^)  der  Parabel. 

2.  Analytische  Form  der  Definition.  Wir  nehmen  den  Brenn- 
punkt F  als  Koordinaienanfangspunkt  0  eines  rechtwinkligen  Systems 
Oxy  und  nehmen  die  y-Adise  der  Direktrix  d  parallel,  Ihre  Gleichung 
ist  dann: 

(1)  x-^p, 
wo 

(2)  i)  =  OD 

die  relative  Entfernung  des  Fußpunktes  D  der  Direktrix  auf  der 
rc- Achse  vom  Anfangspunkt  0  bedeutet  und  der  (relative)  Parameter^^) 
der  Parabel  heißt. 


§  2,  2—3. 


Je  nachdem  p  positiv  oder  negativ  ist,  liegt  die  Direktrix  rechts 
(Fig.  6)  oder  linlcs  (Fig.  7)  von  der  y-Achse. 


fy 


gj   ^yI 


p>o    j 


I 


Flg.  6. 


Fig   7. 


Unter  dem  (relativen)  Abstand  eines  Punktes  P  ==  x,  y  von  der 
Direktrix  verstehen  wir  die  im  Sinne  der  o;- Achse  relative  Länge: 

(3)  d  -  QP, 

WO  Q  den  Fußpunkt  des  von  P  auf  die  Direktrix  gefällten  Perpen- 
dikels bezeichnet.  Ist  P^  der  Fußpunkt  desselben  Perpendikels  auf 
der  y-Achse,  so  ist  (I  §  1,  (3)): 

QP^QP^  +  P^P^P^P-^OD, 
also  (I  §  10,  (2)): 

(4)  d^x-p. 

Dieser  Abstand  ist  negativ  oder  positiv,  je  nadidem  P  links  oder  rechts 
von  der  Direktrix  liegt. 

Die  absolute  Entfernung  des  Punktes  P  von  0  =  F  ist: 

(5)  r^ÖP^  FP  =  Vx^+y' . 

Die  Jßigensdiaft  der  Parabel  wird  daher ^^),  je  nachdem  d  negativ  oder 
positiv  ist: 

(6)  r  +  d  =  0     oder    r  — d  =  0 

oder,  beides  zusammengefaßt: 

(7)  (r  +  rf)(r-d)=»r»-(P=0. 

3.  Die  Brennpunktsgleiohung  der  Parabel.     Nach  (4)  und  (5 ) 
ist  identisch  für  alle  Punkte  der  Ebene*): 

(8)  {r  +  d){r-^d)^{r  +  x--p){r-x+p)^x^  +  y^-^{x^py 

=  y^+  2px  —  p^- 
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§  2,  3-6. 


Die  Gleichung  dei'  Pardbd,  deren  Brennpunkt  der  Anfangspunkt 
0  ist  und  deren  Direktrix  dia  Gleichung  (1)  hat,  lautet  demnach: 

(9)  y^+2px-p^^0. 

4.  Linke  und  rechte  Parabel.     In  der  Form: 

y^  +  p^+2p{x-p)=^0 
geschrieben^  zeigt  die  Gleichung  (9),  daß  für  alle  Pankte  der  Parabel: 

p{X'-p)=:=pd<0, 

also  d  negativ  oder  positiv  sein  muB^  je  nachdem  p  positiv  oder 
negativ  gegeben  ist. 

Die  Parabd  (9)  liegt  ganz  links  oder  ganz  rechts  von  der  Direk- 
trix, je  nachdem  der  relative  Farameter  p  positiv  oder  negativ  ist,  und 
ha/t  bezüglich  die  erste  oder  zweite  Eigenschaft  (6). 

Wir  nennen  sie  entsprechend  eine  linke  (Fig.  8)  oder  rechte  (Fig.  9) 
Parabel. 

Beide  sind  nicht  ihrer  Gestalt,  sondern  nur  ihrer  Lage  nach  ver- 
schieden.   Sie  gehen,  da  in  (9)  eine  Änderung  des  Vorzeichens  von  p 


D  oc 


Fig.  8. 


Fig.  9. 


einer  solchen  von  x  gleichkommt,  durch  Spiegelung  an  der  y-Achse 
ineinander  über. 

In  jedem  Falle  liegt  die  Parabd  in  ihrer  ganzen  Ausdehnung  auf 
dcrsdben  Seite  der  Direktrix  wie  der  Brennpunkt. 


5.  Hauptachse  und  Scheitel«  Nach  (9)  ist  die  Parabel  sym- 
metrisch gegen  die  a?- Achse,  die  daher  .ihre  Symmetrie-  oder  Haupt- 
achse^) heißt. 


§  2,  5-7. 


Der  Schuittpunkt  A  der  Parabel  mit  der  Hauptachse: 


P 


0 


(10)  ^  =  t,  y 

heißt  der  Scheitelpunkt  der  ParabeV).    Er  liegt  nach  (1)  und  (10)  in 
der  Mitte  zwischen  Brennpunkt  0  und  FuBpunkt  D  der  Direktrix. 

6»  Soheitelgleiohang  der  Parabel.  Nimmt  man  den  Scheitel- 
punkt Ä  in  (10)  als  Anfangspunkt  0'  eines  parallelen  Koordinaten- 
systems O'x'y'y  so  daß  (I  §  14,  (1)): 

so  nimmt  die  Gleichung  (9)  die  Form: 

(12)  y'^+2px^0 

der  Scheitelgleichung^'^)  der  Parabd  an.    Für  Brennpunkt  und  Direktrix 
wird  nach  (11)  mit  x  ==  0  und  x  ^p: 


X  ^  ^ 


2 


(13)  ^'«-f,  (14) 

Die  Parabel  bleibt  eine  linke  oder  rechte,  je  nachdem  p  >  0  oder 


fy; 


I  ly 


0' 


£C 


»a? 


I 

■ 

I 

Fig.  10.  Fig.  11. 

p  <0  (Fig.  10;  11).     Nach  (4)  und  (6)  ist  dann  beziehungsweise: 


X  — 


2 


(15)  r--rf=~a;'+f,     r^rf. 

wo  nach  (5)  und  (3)  r  =  FP  und  d  =  QP, 

7.  Allgemeine  Hauptaohsengleiohiing.  Führen  wir  einen  be- 
liebigen Punkt  0"  der  Hauptachse  als  Anfangspunkt  eines  parallelen 
Systems  0''x"y"  ein,  indem  wir  setzen: 

(Ib)  x^g  +  rr-,    y  ^y  , 


10 


§  2,  8—9.     §  8,  1. 


SO  nimmt  die  Gleichung  (12)  die  Form^)  an: 


(17) 


0t 


+  2x"  +  2j  =  0. 


Für  Scheitelpunkt^  Brennpunkt  und  Direktrix  ist  dann: 

(18)    »"=-«,        (19)    x"~-i-\,        (20)    a;"=-j+f, 

und  die  Parabel  ist  eine  linke  oder  rechte,  je  nachdem  i?  >  0  oder 
D  1><0. 

8.  Meohanisoho  Elonstruktion. 
Um  die  Parabel  nach  (6)  zu  kon- 
struieren, befestigt  man  in  dem  einen 
Endpunkt  G  eines  Winkellineals  G  QH 
einen  Faden  von  der  Länge  l  =  GQ 
und  befestigt  das  andere  Ende  des 
^^  Fadens  in  F  (Fig.  12).    Jetzt  schiebt 


Q 


ja 

12> 


man  den  Schenkel  HQ  längs  der 
Direktrix  DD  und  drückt  einen  den 
Faden  spannenden  Stift  in  P  an  den 
andern  Schenkel  an.     Da  hierbei: 

FP+PG^QP  +  PG^l, 

also: 

Pig.  12.  Fp  =  Qp^ 

80  beschreibt  der  Stift  P  einen  Parabelbogen"). 

9.  Unendlich  ferne  Funkte  der  Parabel.   Die  Scheitelgleichung 
(12)  der  Parabel  lautet  in  homogenen  Koordinaten: 

(21)  y^+2pxt  =  0. 

Die  Kurve  schneidet  also  die  unendlich  ferne  Gerade  ^  =  0  zweifach 
im  Punkte  rr  =  1,  j/  =  0,  ^  =  0,  dem  unendlich  fernen  Punkte  der 
Hauptachse  (I  §  22,  (18))  oder: 

Die  Parabel  berührt  die  unendlich  ferne  Gerade  in  diesem  PtmlUe^). 


§  3.  Scheitel-  und  Asymptotengleichung. 

1.    Der  Parameter  der  Kegelschnitte.     Aus  der  Gleichung  der 
Ellipse  und  Hyperbel  §  1,  (7): 

(1)  *'  •    '' 


^+  -»-  =  1 

a*       a* —  c' 


ergibt  sich  mit  x^^e^  für  die  Ordinaten  y  der  Brennpunkte: 


2       (a*-ey 


a 


t  ; 


§  3,  1-3.  11 

WO,  nach  §  1,  (12),  6*  ==  d(a»-  c*)  und  für  die  EUipse  *  =  +  1,  für 
die  Hyperbel  d  =  ~  1  ist. 

Der  aisohUe  Wert  der  Brennpunktsordinate  für  die  Ellipse  und 
Hyperbel: 

(2)  ;,  =  ^  =  r'-'-, 

aoll  der  (absolute)  Parameter^^)  der  Kurve  genannt  werden. 
Aus  der  Gleichung  der  Parabel  §  2,  (12): 

(3)  y''+2px'=^0 
ergibt  sich  für  x'  =  —  ~: 

(4)  y'«-!)», 

SO  daB  der  absolute  Wert  der  Brennpunktsordinate  zugleich  der  absolute 
Parameter  der  Parabel  (§  2,  2)  ist,  den  wir  hier  ebenfalls,  wie  in  (2), 
mit  p  bezeichnen  woUen. 

2.  Die  Soheitelgleichung  der  Bllipse  und  Hyperbel.  Trans- 
formiert man  die  Gleichung  (1)  durch  die  Substitution: 

(5)  x  =  6a  +  l,  y^ri 

auf  ein  paralleles  System  i2§i7,  dessen  Anfangspunkt  der  rechte  (<;=1) 
oder  linke  ((?=«—  1)  Scheitelpunkt  ist,  so  ergibt  sich: 

f  =  ?!  4-  — y*      -«  1  -  ^* +_i^«ij+Ll'  A.      »?!___  1 
*       a*  "^  a*  —  e*       ^  a»  "^  a«  —  e* 

oder  endlich  mit  Rücksicht  auf  (2): 

Bezogen  auf  den  rechten  (tf  =«  1)  oder  linken  (<y  =  —  J)  Scheitel 
ist  daher  die  Gleichung  der  Ellipse  (d  =  1)  oder  Hyperbel  (d  =  —  1): 

(6)  ri^+2d6p^+d^i'^0, 

3.  Entstehung  der  Parabel  tkus  Ellipse  und  Hyperbel.  Statt 
der  Konstanten  a,  e  oder  a,  &  in  §  1,  (7),  (13)  kann  man  für  die 
EUipse  oder  Hyperbel  auch  a,  p  in  (6)  willkürlich  geben,  worauf 
nach  (2)  6*  =  ap  ist. 

Läßt  man  nun  bei  festem  p  die  Konstante  a  unbegrenzt  wachsen, 
so  geht  die  Gleichung  (6)  über  in: 

(7)  ri^+2Söp^^0: 

Dies  ist  aber  nach  §  2,  (12)  eine  linke  (da  =  1)  oder  rechte  (dö  =  —  1) 
Parabel. 
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§  3,  3— ö. 


Die  Parabd  entsteht  daher  aus  der  Ellipse  oder  Hyperbel,  indem 
a  hei  festem  p  unbegrenzt  wächst. 

4.  Gleichförmige  Soheitelgleiohung  der  drei  Kegelschnitte.  Die 
Gleichimg  (6)  umfaßt  daher  ElUpsey  Hyperbel  und  Parabel^  die  drei 
„Kegelschnitte^^  ^). 

Nimmt  man  der  Einfachheit  wegen  *<?  «  —  1,  so  folgt  aus  (6): 

Die  Ellipse  auf  den  linken,  die  Hyperbel  auf  den  rechten  Scheitel 
bezogen,  und  die  rechte  Parahel  sind  bezüglich  durch  die  Gleichungen^'^: 


(8) 
(9) 


I  (10) 


a 


r/»-2i)|  -0, 


Fig.  18. 


dargestellt,   wo  p   den  absoluten  Para- 
meter bedeutet  (Fig.  13 — 15). 

7 


Fig.  11. 


Fig.  15. 


^*  _  ?^  -  1 «  0 


5.  Die  Asymptotengleichung  der  Hyperbel.     Die  Hauptachsen- 
gleichung der  Hyperbel  §  1,  (13'): 

wird  auf  ein  konzentrisches  schiefwinkliges  System  O^tj,  dessen  Achsen 
die  Richtungskosinus  a^^ß^  und  a^ß^  haben,  bezogen  durch  die  Substi- 
tution (I§14,(2)): 
(12)  oc  =  a^^  +  a^7j,    y^ßi^  +  ß^V- 

Sind   insbesondere    |    und   rj    die    beiden   Asymptoten    mit    den 
Richtungskosinus  §  1,  (20),  so  werden  die  Formeln  (12): 


(13) 

^      1+^      y      —i+n 

a            e     '       b              e 

und  daher  identisch: 

(14) 

a;'       y*       1        4gr]       . 

8,  5—6.     §  4,  1. 
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Bezogen  auf  ihre  beiden  Asymptoten  ab  schiefwinkliges  Koordinaten- 
system Oiri  hai  die  Hyperbel  die   Gleichung ^^)  (Fig.  16): 

(15)  4.lri^e\ 

Danach  kann  die  Hyperbel  aus  den  bei- 
den Asymptoten  punktweise  konstruiert 
werden. 

6.  Das  AsymptotenparaUelogramm. 
Ist  2(D  der  Winkel  zwischen  den  Asym- 
ptoten I  und  ri  (Fig.  16),  so  ist  für  einen 
beliebigen  Punkt  P  =«  g,  iy  der  Hyperbel 
der  Inhalt  des  Parallelogi'amms  OP^PP 
mit  Rücksicht  auf  (15): 

(16)  OP^-  OP,^  sin  2(ö  =  ^^  sin2(o  =  ^  sin  2a) 

unabhängig  von  P. 

Das  durch  die  Asymptoten  und  den  laufenden  Punkt  der  Hyperbel 
besHmmte  Parallelogramm  ist  von  festem  Inhalte, 


Fig.  16. 


§  4.  Brennpunktsglelchung  und  Direktrixeigenschaft. 

1.  Parameter  und  niimeriBOhe  Exzentrizität.     Bei  der  Ellipse 
und  Hyperbel: 

(1)  ^=S  +  ä.--V.-i-o 

führen  wir  neben  dem  (absoluten)  Parameter  §  3,  (2): 


(2) 


1?-* 


a' 


d  =  1   für   die   EUipse^  d «  —  1    für   die   Hyperbel,   die  numerische 
Exzentrieität^^): 

(3)  a  =  {  (a  >  0,  c>  0) 

ein.    Für  diese  ist: 


(4) 


l-£*=» 


d 


P 
a 


Bei  der  EUipse  {a>  e)  ist  «  <  1,  bei  der  Hyperbel  £  >  1 . 

Bei  willkürlich  gegebenen  a,  e  sind  nach  (2)  und  (3)  p,  b  bestimmt. 
Umgekehrt  ist  bei  willkürlich  gegebenen  p,  b  nach  (4)  und  (3): 


(5) 


a  = 


dp 


(6) 


e  =  a£== 


$PB 


Dabei  hat  man  d  =  1  oder  ~  1  zu  nehmen,  je  nachdem  £  <  1  oder  £  >  1, 
worauf  bezüglich  a>  e  und  a  <  c  wird. 
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§  4,  2-3. 


2.  Transformation  der  EUipse  und  Hyperbel  auf  den  Brenn- 
punkt.   Transformiert  man  die  Gleichung  (1)  durch  die  Substitution: 

(7)  x^fse  +  l,    y^ri 

auf  ein  paralleles  System  Sl^ri^  dessen  Anfangspunkt  der  rechte  ((7»1) 
oder  linke  (tf  »  —  1)  Brennpunkt  ist,  so  ergibt  sich: 

'  "~  a»  "•"     a*    "*"a»— c»  a« 

oder  mit  Benutzung  von  CS)  und  (4): 

Vermöge  der  Substitution  (7)  ^^itt  afeo  rf/e  identische  Gleichung: 

(8)  (««-  e«)|*;  +  ^.^'^.  -  1 1  =  ,«+  (1  _  ,»)!»+  2Jff5j,|  -p» 
oder  auch: 

(»)  («*-«')(:!+"„.!'e.-ii=(i*+'?')-*'(i-<j*^y- 

3.  Brennpunktsgleioliiing  der  drei  Kegelsohnitte.  Die  Gleichung 
der  Ellipse  (ä  =  1)  oder  Hyperbel  (d  -=  —  1)  in  besiitg  auf  den  rechten 
(ff  =  1)  oder  Unken  (ff  =  —  1)  Brennpunkt'")  lautet  nach  (8): 

7 


(10) 
oder: 

(11) 


ivo  p   den  Parameter  und  €  die 
numerische  Exzentrizitäi  bedeutet 

(Fig.  17  mit  8^\,6^V, 

Fig.  18  mit  (J 1,  tf  =  -  1). 

Die  letztere  ist  <  1  für  die  Ellipse    ^^ 

y 

7 


>a:,| 


Fig.  17. 


Fig.  18. 


und  >  1  für  die  Hyperbel.   Mit  5  =  1  stellt  aber  die  Gleichung  (10)  nach 
§  2,  (9)  eine  linke  (d^  =  1 ;  Fig.  19)  oder  rechte  (öa  =  -  1)  Parabel  dar. 


§  4,  3—5. 
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J-^JC,4 


I 


Fig.  19. 


Die  Gleidiung  (10)  oder  (11)  stellt  daher  hei  bdiebig  gegebenen 
(absoluten)  Konstanten  p  und  e  einen  Kegelschnitt  dar,  und  zwar  eine 
Ellipse,  Parabel  oder  Hyperbel,  je  nachdem  ^^^^  ^k  kjf\ 
£  <  1,  =»1  oder  >  1  ist  Der  Eoordinaten- 
anfangspunkt  ist  ein  Brennpunkt. 

Das  Vorzeichen  dtf  =  ±  1  bedingt  nur 
die  Lage  gegen  das  Koordinatensystem. 

4*  Allgemeine  Form  der  Brennpunkta- 
gleichung.     Um  die  Gleichung: 

(12)  i2«+^|«+2-B|~(7«0 
auf  die  Form  (10)  zu  bringen,  setzt  man: 

A^l-s\    B^SfSap,     C 
Hieraus  folgt  umgekehrt: 

Die  Gleichung  (12)  ist  daher  die  Brennpunktsgleichung  eines  Kegd- 
schnittes,  wenn: 

(13)  B'+(Ä-1)G^^0, 

und  zwar  einer  Ellipse,  Parabel  oder  Hyperbel,  je  nachdem  A>0, 
Jl  -  0  oder  Ä<0. 

b.  Bestinmiang  eines  Ortes.  Wir  suchen  den  Ort  eines  Punktes^ 
für  den  das  Verhältnis  des  Abstandes  r  von  einem  festen  Punkte  und 
des  Abstandes  d  von  einer  festen  Geraden  den  konstanten  Wert  s  hat. 
Wir  wählen  den  festen  Punkt  als  Anfangspunkt  fl  eines  Systems  i2|i;i 
und  legen  die  rj- Achse  der  festen  Geraden,  der  Direktrix^*'),  parallel 
Die  Gleichung  dieser  ist  dann  von  der  Form: 

(14)  g-r-^-,  J^^ 


ä 


id 


I 


p 

-o 


^ 


>^ 


WO  p :  €  den  absoluten 
Wert  des  Abstandes 
der  Direktrix  von  Sl 
bedeutet  und  t  =  +  1 
oder  —  1  ist,  je  nach-  "~ 
dem  die  Direktrix 
rechts  (Fig.  20)  oder 
links  (Fig.  21)  von  Ä 
liegt. 

Die  im  Sinne   der   |  -  Achse    relative  Entfernung   des   laufenden 
Punktes  P  =  |,  i^  von  der  Direktrix  ist  dann: 


I 

Fig.  20. 


Fig.  Sl. 


1 


2 


16  §  4,  6-6. 

(15)  rf«»(?P«6-.r^, 
während  der  absolute  Abstand  des  Punktes  von  Sl: 

(16)  r  =  ÄP-'Kg^"+"^ 
Infolgedessen  gilt  die  identische  Gleichung: 

(17)  (r  -  ad)  (r  +  sd)  =  r«-  £«d^=  (g^  i?*)  -  a»(l  -  r  ^  )' 

Die  Eigenschaft  des  gesuchten  Ortes  besteht  aber  darin^  dafi, 
je  nachdem  rf>  0  oder  <  0,  r:d  ^  s  oder  =  —  £,  also  jedenfalls: 

(18)  (r'-€d)(r  +  sd)^0. 
Seine  Gleichung  ist  daher  nach  (17): 

(19)  (l»+i?*)-«*(|-tf)  =  0 

und  unterscheidet  sich  von  (11)  nur  in  der  Bezeichnung  des  Vorzeichens: 

(20)  t  =  S6. 

Der  Ort  eines  Punktes  P  =  5;  ^j  dessen  Abstand  r  von  einem  festen 
Punkte  £1  jsu  seinem  Abstand  d  von  einer  festen  Geraden  (Direktrix) 
das  feste  Verhältnis  s  liat,  ist  eine  Ellipse,  Parabel  oder  Hyperbel,  je 
nachdem  das  Verhältnis  £,  das  die  numerische  Exzentrizität  der  Kurve 
wird,  <  1,  =•  1  oder  >  1  ist.  Der  Punkt  Ä  uird  ein  Brennpunkt,  sein 
Abstand  von  der  Direktrix  (14)  gleich  dem  Verhältnis  des  Parameters  p 
der  Kurve  zu  e. 

6.  Erseugung   einer   gegebenen   Ellipse    oder   Hyperbel.     Die 

Gleichung  (1)  kann  nach  (9)  auf  zwei  Weisen  in  die  Form  (19)  ge- 
bracht werden^  indem  man  in  (7)  den  rechten  (ö  =  1)  oder  den  linken 
(cf  =  —  1)  Brennpunkt  benutzt.  Die  zu  dem  gewählten  Brennpunkt 
gehörige  Direktrix  ist  nach  (14)  und  (20)  völlig  bestimmt: 

(21)  I  =  ä6  P-, 

da  für  die  Ellipse  d  =*  1,  für  die  Hyperbel  d  =  —  1  ist.  Im  alten 
System  wird  ihre  Gleichung  nach  (7),  (3)  und  (2): 

(22)  a;  =  ff(e  +  d-f)=ff(e  +  <jf)  =  tf^'. 

Zu  dem  rechten  und  linken  Brennpunkt: 

(23)  F:x  =  e,  y  -  0;  F'ix e,  ?/  =  0 

gehört  also  bezüglich  die  rechte  und  linke  Direktrix: 

(24)  ^=e'      ^ ~7' 


§  4,  6-7. 
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Die  absoluten  Abstände  des  Punktes  P "  x,  y  Ton  den  beiden 
Brennpunkten  sind: 

(25)  r  -  Vix  -  ey  +  y» ,         r'  ^V(x  +  ef  +V* 

und  die  relativen  Abstände  von  den  beiden  Direktricen: 


(26) 


rf  =  rc  — 


a*  ^  .   a* 


{?=-  a:  + 


w  (.■-^i:-;+„.?:,-M-(r,:::j:^:. 


Die  Identität  (9)  wird^   wenn   man  mittels  (7)  wieder  x,  y  einführt 
und  wie  bei  (22)  verfährt: 

(27)  (a^-^[^^  +  -y^^^-l\-\(x-6e\*+y*]-a*[x-6"jy 

oder,  mit  Benutzung  von  (25)  und  (26),  für  tf  =  1  oder  —  1 : 

f^^B^cP^ir  +  ed)(r-€d) 

In  dieser  Doppelform  ist  sie  der  unmittelbare  analytische  Ausdruck 
der  JEraeugung  der  Ellipse  und  Hyperbel  aus  dem  einen  oder  andern 
Brennpunkt  und  der  zugehörigen  Direktrix^^), 

7.  Die  Lage  der  beiden  Direktricen.    Ist  D  der  Fußpunkt  der 
Direktrix  auf  der  a:- Achse,  so  erhält  man  die  Strecke:  /*—  a*:  e  =  OD 
aus  der  Proportion: 
(29)  f:a=^a:e. 

Errichtet  man  bei  der  Ellipse  (Fig.  22)  in  F  ein  Perpendikel  FG  =-b, 
so  daß  OG  =  a  wird  (§  1, (12)),  so  schneidet  die  in  G auf  OG  errichtete 


Senkrechte  die  o;- Achse  in  D. 


i^r  I 


>x 


>x 


Fig.  Sä. 


Fig.  29. 


Schneidet  man  bei  der  Hyperbel  (Fig.  23)  den  über  OF  errichteten 
Halbkreis  mit  dem  um  0  mit  dem  Radius  a  beschriebenen  Kreise  in 

Stande,  FUohen  rweiter  Ordaung.  2 
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§  4,  7^8. 


G  und  fällt  Yon  G  ein  Perpendikel  auf  die  rr-Achse,  so  ist  D  dessen 
Fußpunkt. 

8«  Verteilung  der  Direktrizeigensohaft  auf  die  beiden  Direk- 
tricen. Nach  (28)  hat  sowohl  die  Ellipse  als  die  Hyperbel  die  Eigen- 
schaften: 

(30)  (r  +  £d){r  -  «d)  «  0,        (/  +  £0(/~  Bd')  =  0. 

j  Aber  von  diesen  vier  Fak- 


d'\y 


>^ 


toren  verschwinden  für  die 
Ellipse  und  jeden  Zweig 
der  Hyperbel  nur  zwei. 

Bei    der    Ellipse    ist 
nämlich    (§  1,  8;  §  4,  1): 


a 


(31)  ;«!<«,  7-f>« 

und  daher  fOr  jeden  ihrer 
Punkte: 


a 


rf  =  x-^<0,         rf' =  a;  +  y  >  0  (Fig.  24). 

Für  die  Mlipse  ist  somit  stets^"): 

(32)  r  +  Bd  =  0,        r'-eci:=0. 

Bei  der  Hyperbel  ist: 


>«: 


(33)  |a;|  >  a, 

also   für    den    rechten   Zweig 
{x  >  a): 

d'^x  +  ^>0, 
für  den  linken  Zweig  (x  <Ca): 

rf-  =  a;  +  "'  <  0  (Fig.  25). 
Bei  der  Hyperbel   ist  für 


den  rechten  und  linken  Zweig  heeieJiungsweise^^): 

(34)     r-£rf-=0,    r'-£rr-0;         r  +  Bd^Q,    r'+aeT^O. 


§  4,  9.    §  6,  1-2. 
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9,  Besiehung  Bwisohen  r,  r  und  x.  Infolge  der  Bedeutung  (26) 
von  ä  und  dC  geben  die  Formeln  (32)  und  (34)  den  Satz: 

Sind  r  und  r  die  Brennpunktsdistanzen  eines  Punktes  P  ^  x,  y 
der  Kurve  (1),  so  ist^)  für 


die  Ellipse: 


(35) 


der  Hyperbel  rechten  Zweig: 


der  Hyperbel  linken  Zweig: 


r  >=^  a X 

a     \ 


a  +  -X 


r «—  a  +     X 
r  ^  a  H — X 

a 


r  ^  a—     X 
a 


r  ^  —  a X. 

a 


r 


r'=2a. 


Hieraus  folgt  bezüglich  wie  §1^8: 

(36)  r  +  r  =  2a,  r'~r-2a, 
Für  die  linke  Parabel  (Fig.  19): 

(37)  y'+2px^0,    p>0 

lautet  die  den  Beziehungen  (35)  entsprechende  Formel  nach  §  2,  (15): 


(38) 


r  =  ^-  -  X. 


§  5.  Gleichungen  -in  Polarkoordinaten. 

1.  Polargleichung  in  bezug  auf  den  Mittelpunkt.  Wir  ver- 
einigen die  Gleichungen  §  1,(13);  (13')  der  Ellipse  und  Hyperbel  in 
der  Form: 

(1)  "^  4-  ?T  «  1 


a*  ■*"  5« 


indem  wir  unter  b^  eine  positive  oder  negative  (unter  b  eine  reelle 
oder  imaginäre)  Größe  verstehen. 

Sind  nun  r,  a,  fi  die  Polarkoordinaten   eines   Punktes  x,  y  der 
Kurve,  so  ergibt  sich  aus  (1)  mit  x  ==  ra^  y  =^  rß  (I  §  12,  (10)): 


(2) 


Diese  Formel  bestimmt  die  Länge  r  des  in  die  Ricfitung  a,  ß  fallenden 
,yHdlbmessers'^  der  Ellipse  oder  Hyperbel, 

Bei  der  Ellipse  ist  r  immer  endlich  und  reell.  Bei  der  Hyperbel 
ist  r  reell  oder  imaginär  und  dazwischen  unendlich  für  die  Richtung 
§  1,  (20)  der  Asymptoten. 

2.  Senkreohte  Halbmesser.  Sind  r^;  r^  die  in  die  Richtungen 
^1}  ßx\  ^f  ßi  f&llenden  Halbmesser,  so  ist  nach  (2): 


1    _«i*  4_  ft* 


1 


b' 
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§  5,  2-4. 


Sind  nuD  die  Richtungen  a^y  ß^  und  a^,  ß^  senkrecht  zueinander 
(Fig.  26),  80  ist  (I  §  13,  (10)): 


(3) 


r,»"^  r,»""  a«"^  ft»' 


Die  Summe  der  reziproken  Quadrate  zweier  zueinander  senkrechter 
Halbmesser  ist  konstant^). 

Bei  der  Hyperbel  sind  hier  auch  imaginäre  Werte  Ton  r^  und  r, 
einbegriffen. 


h 


P'^fjf 


Fig.  86. 


PIg.  87. 


3,  Folargleiohung  der  Ellipse  »in  bezng  anf  den  Brennpunkt. 

Bezeichnen  r,  0-  die  Polarkoordinaten  eines  Punktes  P » o;,  y  der 
Ellipse  (1)  in  bezug  auf  rr-Achse  und  rechten  Brennpunkt  (Fig.  27), 
so  ist  einerseits  (I  §  14,  (1);  I  §  12,  (13)): 

(4)  X  ^  e  +  r  cos  d* 

und  andererseits  nach  §  4,  (35): 

(5) 


e 

r  =^  a X. 

a 


Durch  Elimination  yon  x  aus  (4)  und  (5)  folgt  mit  Rücksicht  auf 
§  1,  (12);  §  3,  (2);  §  4,  (3): 

r^a rcos-ö"«« rcos-ö"  —  »  —  rficoS'Ö'. 

a         a  a         a  ^ 

Die  Gleichung  der  Ellipse  in  Polarkoordinaten  in  bezug  auf  recfiten 
Brennpunkt  und  rechtslaufende  ScheiteUichse  lautet: 

^^  ^  ^  T+TcöTf ' 

4«  Folargleiohung  der  Hyperbel  in  besug  auf  den  Brennpunkt. 

Bezeichnen  r',  d  die  Polarkoordinaten  eines  Punktes  P  ^  x,y  der 
Hyperbel  (1)  in  bezug  auf  a;-Achse  und  linken  Brennpunkt  (Fig.  28), 
so  ist  einerseits: 

(7)  X  ^  —  e  +  r'  cos  -ö* 


§  6,  4—6. 
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und  andererseits  nach  §  4^  (35)  für  den  linken  und  rechten  Zweig  be- 
züglich: 

(8)  r'=  — a rc;  r'«=a-(-^a:. 


Durch  Elimination  von  x  folgt: 


r  = 


'  = r'coS'Ö'  ■=  ü  —  r'ficos-ö"; 

1-  -  r'cos'^  =  —  i?  +  r'fcoB^. 


a        a 


Die  Gleichung  der  Hyperbel  in  Polarkoardinaten  in  hezug  auf  Unken 
Brennpunkt  und  rechtslaufende  Scheitelachse  lautet  für  den  linken  und 
rechten  Zweig  bezüglich: 


(9-)     r' 


—  1  +  «  COS  &• 


>0C 


P''X,lf 


0      cc 


Fig.  29. 


Fig.  28. 


5.  Folargleiohiing  der  Parabel  in  bezng  auf  den  Brennpunkt. 
Bezeichnen  r,  d*  die  Polarkoordinaten  eines  Punktes  F  ^  x,  y  der 
linken  Parabel: 

(10)  tß+2px^0 

in    bezug   auf  a;-Aeh8e   und  Brennpunkt  (Fig.  29),   so   ist  einerseits 
(§  2,  (13)): 

(11)  a;  =  — ^+rcosd 

und  andererseits  (§2,  (15)): 

(12)  r  ^  ^ 

Durch  Elimination  von  x  folgt: 

r  =  p  —  r  cos  0" 


r  =  '   —  X . 
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§  6,  5—6.    §  6,  1—2. 


.*• 


Die  Gleichung  der  linken  Parabel  in  Polarkoordinaten   in  bezug 
auf  Brennpunkt  und  recktslaufende  Hauptachse  lautet: 


(13) 


r  = 


1  -|-  cos  -O" 

6«    Vereinigte    Polargleiohung    der    drei    Kegelschnitte.      Die 

Gleichung^): 

(14)  r  =  -3-^-  -- 

^      ^  1  -j- «  cos  <^ 

stellt  f  je  nachdem  «  <  1 ,  =1  oder  >  1  ist^  die  EUipse,  die  Parahd 
oder  einen  JBtfperbelzweig  in  Polarkoordinaten  dar,  die  sich  beziehen  auf 
einen  Brennpunkt  und  die  von  diesem  nach  dem  (nächsten)  Scheitel 
laufende  Achse. 

§  6.  Parameterdarstellimgen  der  Eegelsclinltte. 

1.  Farameterdarstellung  der  Ellipse  mittels  sweier  Kreise.    Um 

den  EoordinatenpuDkt  0  seien 
zwei  Kreise  von  den  Radien  a 
und  b  beschrieben  (a  >  6). 
Ein  unter  dem  Richtungswinkel 
Il^x,if  ^  gegen  die  j:- Achse  von  0  aus- 
oc,if     gehender    Halbstrahl    schneide 


die  beiden  Kreise  in  B  und  S 
(Fig.  30).  Eine  Parallele  zur 
y- Achse  durch  B  hat  die  Glei- 
chung: 

a?  «=  a  cos  (p 

und  eine  Parallele  zur  ^- Achse 
durch  S  hat  die  Gleichung: 

}(  —  b  sin  9 . 


-x. 


Flg.  30. 


Der   Schnittpunkt   P  der  beiden  Geraden*^): 
(1)  X  =  a  cos  q>y  y  =  &  sin  ^ 

genügt  unabhängig  von  (p  der  Gleichung: 


(2) 


_ 


+ 


1, 


ist  also  bei  jeder  Wahl  des  Winkels  g)  ein  Punkt  der  Ellipse  (2). 

Man  kann  aJso  auf  Grund  der  Parameterdarstellung  (1)  bdiebig 
viele  Punkte  der  Ellipse  konstruieren^). 

2.  Affine  Beziehung  zwischen  Kreis  und  Ellipse.  Die  Koordi- 
naten von  B  sind: 


§  6,  2—4. 
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(3)  rr' «  a  cos  9 ,  y' »  a  sin  9 . 

Zwischen   den  Koordinaten   der  Punkte  jR  und  P  bestehen  also  die 
Beziehungen: 


(4) 


X 


X 


y 


a 


y  ■ 


Man  kann  daher  die  Konstruktion  auch  so  aussprechen: 

TeiU  man  die  Ordinaten  QR  der  Punkte  eines  Kreises  vorn  Badius 

a  im  Verhältnis  QP :  QR  ^b  :a,  so  bilden  die  Teilpunkte  P  eine  EUipsc 

mit  den  Halbachsen  a  und  b^). 

Die  Gleichungen  (4)  stellen  eine  affine  Verwandtschaft  dar  (I  §  67, 

(14)),  vermöge  deren  jedem  Punkte  des  Kreises  ein  Punkt  der  Ellipse 

entspricht  und  umgekehrt. 

3.  Farameterdarstellung   der  Hyperbel   mittels   aweier  KreiBe. 

Wieder  seien  R  und  S  (Fig.  31)  die  Schnittpankte  des  laufenden 
Halbstrahles  9  mit  den  Kreisen  vom  Radius  a  und  b  (a'^b).  Die 
Tangenten  des  Kreises  in  R  und  S  mögen  die  ^- Achse  in  U 
und  V  schneiden.  Errichtet 
man  dann  in  ü  ein  Perpen- 
dikel Ton  der  Länge: 
UP^SV, 
80  hat  dessen  Endpunkt  P 
die  Koordinaten: 

x^OÜ,  y-  UP^SV 
oder"): 

(5)    a:  = ,      y  == ^• 

^  ^  cos  9  '       ^  cos  9? 

Er    genügt    also    unabhängig 
Ton  ff  der  Gleichung: 


(6) 


X 


y' 


^ ^      1 


Flg.  31. 


Man  kann  also  auf  Grund  der  Parameterdarstdhmg  (5)  die 
Hyperbel  (6)  punktweise  konstruieren^^). 

4.  KoUineare  Besiehung  swisohen  Kreis  und  Hyperbel.  Zwischen 
den  Koordinaten  der  Punkte  R  in  (3)  und  P  in  (5)  bestehen  die 
Gleichungen: 

0)  ^  =  ^,         y-'' 


X 


Diese  Gleichungen  stellen  eine  koüineare  Ve>*wandischaft  dar  (I 
§  67,  (3)),  vermöge  deren  jedem  Punkte  des  Kreises  ein  Punkt  der 
Hyperbel  entspricht*^). 
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6,  4—6. 


Den  Schnittpunkten  des  Kreises  mit  der  x-  Aclise  x'  ^  ±a,y'=»0 
entsprechen  dieselben  Punkte  als  Scheitelpunkte  der  Hyperbel.  Den 
Schnittpunkten  des  Kreises  mit  der  y- Achse  x'^0,  y'=±a  ent* 
sprechen  die  unendlich  fernen  Punkte  a: :  y  :  ^ «  a  :  +  6  :  0  (§  1,  (17')) 
der  Hyperbel. 

5.  Paxameterdarstellnng  der  Ellipse  mittels  eines  Strahl- 
büschels.     Ein  Strahl,  der  durch  den  linken  Scheitel  A'  der  Ellipse 

(2)  unter  beliebigem  Richtungs- 
winkel ^  hindurchgeht  (Fig.  32)^ 
hat,  wenn  zur  Abkürzung: 

(8)  tgd  -  -^  A 


Fig.  32. 


gesetzt  wird,  die  Gleichung: 


Um  seinen  zweiten  Schnittpunkt  P  mit  der  Ellipse  zu  erhalten, 
setzt  man  (9)  in  (2)  ein  und  findet: 

Die  Wurzel  x  =^  —  a  dieser  Gleichung  entspricht  dem  bekannten 
Schnittpunkt  Ä\  die  andere  ist: 


X  ^  a 


1  — XJ 

i  +  V 


Mit  Einsetzung  dieses  Wertes  in  (9)  ergibt  sich  der  Wert  von  y. 
Der  Schnütpunki  des  Strahles  (9)  mit  der  EUipse  (2)  ist  außer  A' : 


(10) 


a;  —  a 


y  «  6  Y 


2X 


Bei  veränderlichem  A,  bezüglich  ^y  enthalten  die  Gleichungen  (10) 
eine  Parameterdarstellung  der  EUipse^).  Jedem  Strahle  des  Strahl- 
büschels (9)  entspricht  nach  (10)  ein  Punkt  x,  y  der  Ellipse  und  jedem 
Punkt  X,  y  der  EUipse  ein  Strahl  des  Büschels,  dessen  Parameter  X 
sich  aus  (9)  bestimmt. 

Setzt  man: 

(11)  -i-tg-l, 

so  geht  die  Parameterdarstellung  (10)  wieder  in  (1)  über. 

6.  Parameterdarstellung  der  Hyperbel  mittels  eines  StraM- 
bÜBChels.  Verbindet  man  die  Gleichung  (9)  in  derselben  Weise  (Fig.  33) 
mit  der  Gleichung  der  Hyperbel  (6),  so  erhält  man: 


S  6,  6—8. 
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und  damit  die  Paratneterdarstdlung  der  Hyperbel: 


(12) 


X 


a 


i  +  x* 


y-&Y 


2X 


Sie   geht   mit  (11)   wieder   in  (5)   über.     Sie   geht  aus  (10)   hervor^ 
wenn  man  dort  für  k^  h  einsetzt:  —  kiy  bi. 


>a& 


Fig.  83.  Fig.  84. 

7.  Parameter darstellung  der  Parabel  mittels  eines  Strahl- 
büsohels.     Die  Gleichung: 

(13)  y»=-2i?a; 

einer  rechten  Parabel  gibt  in  der  Form: 

(14)  a;-il,  y-A 

schon  selbst  eine  Parameterdarstellung  durch  den  Parameter  X  des 
Büschels  Ton  Parallelstrahlen ^  die  durch  den  unendlich  fernen  Punkt 
or  =  1,  y  =  0,  ^  -  0  (§  2,  9)  der  Parabel  gehen  (Fig.  34). 

Jeder  horigontalen  Geraden  entpricht  ein  Punkt  der  Parabel  und 
jedem  Punkt  der  Parabel  eine  horizontale  Gerade. 

8.  Projektive  Sehnenbtisohel  bei  den  Kegelschnitten.  Die 
Gleichung  der  Verbindungslinie  zweier  Punkte  k^  und  X  der  Ellipse 
(10)  ist  in  laufenden  Koordinaten  x,  y  (I  §  16,  (5)): 

■^"^  Vi+x„«  i  +  x«  ■    i  +  x«  i+x, 

oder  mit  Weglassung  des  Faktors  2{kQ— k):  (1  +  ^^^(1  +  k^) 

(15)  (1  -  k,k)  f  +  (A,+  A)  J  -  (1  +  k,k)  ^  0. 


1— X 


0 


(16) 


Ist  daher  Aq  ein  fester  und  A  ein  laufender  Punkt,  so  ist: 
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§  6,  8—9. 


X.-0 


die  Gleichung  des  Strahl  büschels  (I  §  18  ^  (14))^  dessen  Strahlen  den 
festen  Punkt  A^  mit  allen  übrigen  Punkten  A  der  Ellipse  verbinden. 
Zu    einem    andern   festen  Punkt  X^   gehört  ebenso  das  Strahlbüschel: 

<i^)      (f+v?-i)-A(A,:-j+A,)=o. 

Da  die  beiden  Büschel  (16)  und  (17)  projektiv  sind  (I§66,  (10);(11)), 

so  folgt  «^)  (Fig.  35): 

Verbindet  man  zwei  feste  Punkte 
Xq  und  k^   der   Ellipse  mit    allen 
->a:  ^^^9^^  Punkten  k  dersäben^  so  er- 
halt  man    zwei  projektive   Strahl- 
büschel. 

Derselbe  Satz  gilt  für  die  Hy- 
perbely  für  die  in  (15) — (17)  nach 
6.  nur  —  k^iy  —  ki,  bi  für  Xq,  k,  b  zu  setzen  ist 

Derselbe  Satz  gilt  auch  für  die  Parabel,  wo  den  Gleichungen  (15) 
und  (16)  nach  (14)  die  Gleichungen  entsprechen: 

(150  2px-{k,+  k)y+k,k'^0 

(16')  {2px  -  koV)  -  A  (y  -  Ao)  «  0 . 

9.  Übergang  von  der  Ellipse  auf  den  Kreis.  Die  beiden  Grund- 
strahlen gi(k  =  0)  und  g^(k  =  oo)  des  Büschels  (16)  sind  nach  (16) 
diejenigen,  welche  das  Büschelzentrum  Aq  mit  den  beiden  Scheitel- 
punkten x^±ay  y  =  0  der  Ellipse  verbinden  (Fig.  35).  Für  den 
laufenden  Strahl  g  ist  dann  die  Bedeutung  von  k  in  (16)  (I  §  18,  (15)): 


(18) 


Vi 


■■V¥ 


l»oo 


Fig.  86. 


Bei   dem  Kreise  a*  =  6^   wird 
diese  daher: 

(19)        k^sing^g:  sing^g, 

während  die  Grundstrahlen  g^  und 
g^  als  Schenkel  eines  Peripherie- 
^"^  winkeis  über  dem  Halbkreis  zu- 
einander senkrecht  werden,  so  daß 
k  =«  tgg^  g.  Da  Gleiches  für  das 
Büschel  (17)  gilt,  so  werden  beim 
Kreise  die  beiden  Büschel  (16)  tmd 
(17)  kongruent^)  (Fig.  36). 


U.  Abschnitt. 

Beziehungen  Yon  Punkten  und  Geraden  znr  Kurve 

zweiter  Ordnung  oder  Klasse. 

I.  Kapitel. 

Punktepaare  und  Strahlenpaare. 
§  7.  Oleiohuiigen  und  Arten  der  Punkte-  nnd  Strablenpaare. 

1.  Gleiohnng    des    Punktepaares.      Die    allgemeine    Gleichung 
zweiten  Grades  in  der  Koordinate  x  des  Punktes  P  einer  geraden  Linie 

(I  §  h  (4)): 

(1)  g{x)  =  ai,  x^  +  2a^^x  +  o,,  =  0  (a^g «  a^,) 

steUt  ein  Punliepaar^^)  dar  (I  §  70,  (1)).  Die  beiden  Wurzeln  x^,  x, 
der  quadratischen  Gleichung  (1)  sind  die  Koordinaten  der  beiden 
Punkte  Sj  und  S^  des  Paares  q  S  ^oc  S  »sc 

(Fig.  37).  ö ^ '- ^ ^x 

In  homogenen  Koordinaten  ^' 

^I  §  7, 1)  nimmt  die  Gleichung  desselben  Punktepaares  die  Form  an: 

(2)  f{Xy  t)  =•  a^^x-  +  2a^^xt  +  a^t'^^  0. 

Wir  bezeichnen  zur  Abkürzung  die  halben  partiellen  Differential- 
quotienten von  f  nach  x  und  t  mit: 

\f%{Pft)='0^^x  +  a^J. 
Dann  ist  identisch  in  Xj  t: 

(4)  fA^,t)'X  +  f,{x,t)^t^f(x,t) 
und  identisch  in  x,  t  und  x\t': 

(5)  f, {x,  t)^x'  +  f,(x,  t)'t'^  f,{x\  t')^x  +  f,{x\  f) . L 

Die  mit  ^  ••  1  aus  (3)   entstehenden  Ausdrücke  bezeichnen  wir  mit: 

worauf  aus  (4)  mit  t  =•  l  folgt: 

(7)  9i(x)  ■  X  +  gt{x)  "  g(x) . 
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2.  Transformation  der  Qleiohung  des  Ponktepaares.     Um  die 
O         O'^x-o  ^  ^  Grleichung(l)  auf  ein  neues 

->  PC^^4^      gleichsinniges    Kowdi- 


^^*  **•  natensystem  mit  dem  An- 

fangspunkt 0'  ^x^  (Fig.  38)  zu  beziehen,  setzen  wir  (I  §  1,  (7)): 

(8)  x^x^+i 
und  erhalten: 

(9)  g{x)  ^  altV  +  2a{,i  +  ai  -  0, 
wo: 

(10)  an  =  a^i ,    a/j  =  g^^x^) ,    a4i  =»  gix^) . 

3.  Getrennte  und  gusammenf allende  Ponktepaare.  Bezeichnet 
man  die  Diskriminante  der  quadratischen  Gleichung  (1)  oder  (2),  die 
jyDeierminante  des  Punktepaares^^,  mit: 


1  a,i     «1, 


2 


i  ^1     ^M 
so  sind  die  Koordinaten  der  beiden  Punkte  S^  und  S^' 

(12)  x:t^-'a^^  +  €  Y—  Ä  :  «11  =  Ogj  :  —  «12  —  «  V—  ^, 
wo  für  den  einen  Punkt  £  =  +  1 »  für  den  andern  £  =  —  1  ist. 

Das  Punktepaar  ist  daher  ein  getrenntes  oder  eigentliches,   wenn: 

(13)  ^  +  0, 

dagegen  ein  zusammenfallendes  oder  uneigentliches  oder  ein  Doppd- 
punkt,  wenn: 

(14)  ^  =  0. 

Die  Koordinaten  des  Doppelpunktes  sind  alsdann: 

(15)  a; :  ^  =  —  ajj :  a,i  =  ttga :  —  a„ ; 
sie  genügen  nach  (3)  den  beiden  Gleichungen: 

(16)  /;-o,  A-o, 

die  im  Falle  (14)  miteinander  verträglich  sind. 

4,  Beeile  und  imaginäre  Punktepaare.     Je  nachdem: 

(17)  A>0     oder    ^<0 

ist  nach  (12)  das  Punktepaar  (2)  imaginär  oder  reeU.  Das  imaginäre 
Punktepaar  hat  vorerst  keine  geometrische  Bedeutung  (vgl.  jedoch 
§  8,  6). 

5.  Endliche   und   unendlioh   weite  Punkte   des  Paares.     FOr: 

(18)  «11  +  0 
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sind  nach  (12)  die  beiden  Punkte  des  Paares  (2)  endliche  Punkte.   Für: 

(19)  a,,  -  0 

werden  sie^  wie  ans  (12)  oder  unmittelbar  ans  (2)  hervorgeht: 

(20)  t^O        nnd         (21)     a; :  ^  =  a^  :  -  2aij . 

Ist  dann  Ä^  —  aii  +  O,  so  besteht  das  Paar  ans  einem  endlichen 
Funkt  (21)  und  dem  unendlich  fernen  (20);  ist  ^  =  —  aä  =  0,  aber 
Oj,  +  0,  wird  es  ein^  unendlich  femer  Doppelpunkt. 

6.  Punktepaare  mit  endlichem  Mittelpunkt.  Die  transformierte 
Gleichung  (9)  nimmt  unter  der  Bedingung ,  daß  der  neue  Anfangs- 
punkt 0'=^Xq  der  Gleichung: 

(22)  «12  «  9t  (xq)  «  a^i  Xq  +  ai,  —  0 
genügt^  die  Form: 

(23)  ^(:c)«a/i|»+ 022  =  0 

an^  welche  zeigt^  daß  0'  der  Mittelpunkt  (Fig.  39)  des  Pnnktepaares 

Wenn  die  Bedingung  (18)  — o— o o  o ^x.(^) 

erfüüt  ist,  hat  das  Punktepaar  *^^-  '^^• 

(1)  einen  bestimmten   endlichen  Mittelpunkt: 

(24)  X, 
Nach  (10),  (7)  und  (22)  wird  nun  der  Koeffizient  o,'»  in  (23): 

und  weiter  nach  (6),  (24)  und  (11): 

(25)  (h2---^J'-  +  a,,       ^ 


«11 


«II         *      «II 


Da  nach  (10)  auch  ali^a^^  ist,  wird  die  Gleichung  (23): 

(26)  K^)  =  a,.|»  +  ^-0. 

Führt  man  unter  der  Voraussetzung  (18)  den  Mittelpunkt  als 
Anfangspunkt  ein,  so  erhalt  die  Gleichung  des  Punktepaares  die  Form  (26). 

7.  Punktepaare  ohne  endlichen  Mittelpunkt.  Wenn  a^^ » 0^ 
^  ==  —  aÄ  +  0,  kann  der  Gleichung  (22)  durch  keinen  endlichen  Punkt 
Xq  entsprochen  werden.  Führt  man  aber  den  endlichen  Punkt  (21) 
als  Anfangspunkt  0'  ein^  so  wird  in  (10): 

all  =  0,     «12  =  a^j?     ^'a  ==  9{^q)  ==  "^(^it^^i  +  0^22=  0 . 
Die  Gleichung  (9)  nimmt  also  die  Form  an: 

(27)  5'(^)  *=■  2ai2l  ="  0,     homogen:  2ai2S^  =  0. 
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8.  Die  Arten  des  Pnnkt^paares  und  ihre  kanonischen  Glei- 
chungen. Setzt  man  in  (26),  je  nachdem  Ä  positiy  oder  negativ  ist^ 
Ä  :  afi  »  a^  oder  —  a\  so  erhält  man  schließlich  folgende  ffinf  Arten 
Yon  Punktepaaren  mit  ihren  kanonischen  Gleichungen: 

(28)  '^~ 


Eigentl.  Ponktepaare 


JL>0: 
Imag.  Panktp. 


Ä<0: 
Reell.  Panktp. 


Doppelpunkte 


{• 


.+  1-0 


V 


—  1 


0 


«11+0: 

beide  Punkte  endl. '        "     .     ^     ,        I        ^  „     , 

Imag.  eig.  Punktp.    Reell,  eig.  Punktp. 


tti,  =-0: 

nicht  beide  endl. 


endl.  u.  unendl.  f .Pkt. 


endl.  Doppelp. 
unendl.  f.  Doppelp. 


-o— 


Fig.  40. 


9.  Gleichung  des  Piinktepaares  in  Verhältniskoordinaten.    Be- 

I]  f  Sf         Ug^  Sz         deutet  (Fig.  40)  X  die  multipli- 

~  zierte  Verhältnis-  (oder  Doppel- 
yerhältnis-)  Koordinate  eines 
Punktes  P  der  Geraden  in  bezug  auf  zwei  Grundpunkte  E^  und  E^ 

(I  §  6,  (7);  (16)),  also: 

(29)  X^cll    (oder;i^|5J;|), 

wo  c  eine  Eonstante  (und  Eq  den  Einheitspunkt)  bezeichnet,  so  stellt 
auch  die  Gleichung: 

(30)  a^  }?+2a^^k  +  a„  =  0 

ein  Punktepaar  dar.  Die  beiden  Wurzeln  der  quadratischen  Glei- 
chung (30)  sind  die  Koordinaten  der  beiden  Punkte  S^  und  8^  des 
Paares. 

Bas  Paar  ist  getrennt  oder  fsusammenfallendy  je  nachdem  A^O 
oder  A^0\  das  getrennte  reell  für  A<CO,  imaginär  für  A>  0. 

10.  Strahlenpaare  im  Farallelstrahlbüschel.  Betrachtet  man  x 
nicht  als  Koordinate  des  Punktes  auf  der  ;r -Achse,  sondern  als  Ko- 
ordinate im  Büschel  der  zur  :r -Achse  senkrechten  Strahlen  (I  §  23,2), 
so  kann  man  die  vorstehenden  Sätze  auch  auf  die  Strahlenpaare  im 
Parallelstrahlbüschel  beziehen. 

IK  Gleichung  des  Strahlenpaares.  Die  allgemeine  Gleichung 
zweiten  Grades  in  der  gemeinen  Koordinate  tg  q)  des  Strahles  im  Strahl- 
hüschel  (I  §  2,  (13)): 
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äl 


(31)  0,2  tg»9  +  2aij  tg qp  +  a^  -  0 

stellt  ein  StraMenpaar  (Fig.  41)  dar.  Die  beiden  Wurzeln  tgg?i,tg9j 
der  quadratischen  Oleichung  sind  die  Koordinaten  der  beiden  Strahlen 
s^  und  s^  des  Paares. 

In  homogenen  Koordincaten: 

(32)  x^cosipy  y=^miq> 

des  Strdhles  im  Büschel  (I  §  7,  (2))  lautet  die  Gleichung  desselben 
Strahlenpaares '  *) : 

(33)  a^^z^  +  2a^^xy  +  a,,y* «  0 . 

Sie  stellt  das  Strahlenpaar  gleichzeitig  in  laufenden  Punktkoordinaten 
Xy  y  in  der  Ebene  in  bezug  auf  ein  rechtwinkliges  System  Oxy  (Fig.  41) 
(I  §  12^  (13))  dar^  kann  aber  auch  als  Oleichung  eines  Funktepaares 
auf  der  unendlich  fernen  Geraden  in  homogenen  gemeinen  Koordinaten 
auf  dieser  (I  §  23,  1)  gelten. 


^o(a^) 


>j^ 


Fig.  42. 


Fig.  4S. 


In  multiplizierter  Verhältniskoordinate  (I  §  6,  (7'))  in  bezug  auf 
zwei  Orundstrahlen  e^y  e^  (Fig.  42): 

(34)  k^c  '^-'-^^ 

wird  das  Strahlenpaar  durch  die  Gleichung  (30)  dargestellt. 

12.  Arten  und  kanonische  Gleichungen.  Wie  in  §  21,  15  ge- 
zeigt werden  wird,  kann  die  Gleichung  (33)  (bezüglich  (31))  durch 
Einführung  neuer  rechtwinkliger  Achsen  S?  *»?>  der  Halbierungslinien 
(Fig.  43)  oder  Hauptachsen  des  Strahlenpaares,  auf  die  Form: 

(35)  AJ»+  X,rj'^  0  (A,  +  X,tgV  =  0) 
gebracht  werden,  wo: 

(36)  Ai  +  Ag«^',  l,X^^Ä 


(38) 
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und  neben  (11)  die  Abkürzung: 

(37)  Ä'=a^,+  a,^ 

eingeführt  wird. 

Danach  ergeben  sich  als  Arten  des  Stralüenpaares  (33)  ((31))  zu- 
gleich mit  ihren  kanonischen  Gleichungen: 

A>0:    ,  +  2«  ="  ö  y^^  +    t  =  0 j   imaginäres  Strahlenpaary 

^  <  0  :  ^,  —  -^1  =  0  (i«*^  —  £!  =  o)  reelles  Strahlenpaar, 

Ä  =  0:  I*  =«  0  (tg^V'  =  0)  zusammenfallendes  Strahlenpaar. 

Als  besondere  FäUe  der  imaginären  und  reellen  Strahlenpaare, 
mit  «'=»/3',  sind  (vgl.  §21,  15)  hervorzuheben: 

<39)        ßra,,^a,,,    a,,^0:V+v'-0    (tg»^  +  1  -  0) 

Kreisstrahlenpaar  oder  NuUkreis 
(als  Sonderfall  in  §  1,  (21)  enthalten)  und: 

<40)  /är  ^.'=0:|«-i7»-0     (tgV  -  1  -  0) 

rechtwinkliges  Strahlenpaar, 
Die  Bedingungen  (39)  gehen  unmittelbar  daraus  hervor,  daß  der 
Ausdruck  x^-^  y^  in  jedem  rechtwinkligen  Koordinatensystem  derselbe 
bleibt  (I  §  14,  (9)),  die  Bedingung  (40)  aber  folgt  daraus,  daß  für  die 
beiden  Wurzeln  von  (31): 

(41)  tg9?,tg98  = 

also:  ^i^'^  +  9>if 

wenn:  a^^  :  a„  =>  —  1 . 

13.  Ebenenpaare.  Die  vorstehenden  Sätze  übertragen  sich  ent~ 
sprechend  sofort  auch  auf  das  Ebenenpaar,  welches  von  einer  zu  seiner 
Achse  senkrechten  Ebene  in  einem  Strahlenpaar  geschnitten  wird. 

§  8.  Polarentheorie  der  Punkte-  und  Strahlenpaare;  Involutionen. 

1.  Begriff  harmonischer  Pole  eines  Funktepaares.  Sind  jetzt  x' 
und  x'  die  Wurzeln  der  quadratischen  Gleichung  §  7,  (1),  so  ist: 

(1)  x'+x"^-^;^',       X'X"-^' 

Zwei  zu  x'  und  x'  harmonische  Punkte  x^  und  X2  genügen  (I  §  3,  (25)) 
der  Bedingung: 

(2)  ^1^8  ~  "ö  (^'  +  ^'0(^1  +  ^a)  +  ^'^"  =  0. 
Nach  (1)  folgt  daher: 
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Zwei  Punkte  x^  und  x^  sind  zu  dem  Punktepaar: 

(3)  «11^*  +  2a^^x  +  a^j  «=  0 
harmonisch  {harmonische  Pole),  wenn: 

(4)  «11^1^2  +  «12(^1  +  ^2)  +  «22  =  0. 

Diese  Definition  soll  nun  auch  für  den  Fall  gelten^  daß  das  Punkte- 
paar (3)  imaginär  ist  (§  1,  4). 

In  homogene  Schreibweise  übertragen  lautet  derselbe  Satz: 
Zwei  Punkte  x^,  t^  und  x^,  t^  sind  zu  dem  Put^tepaar: 

(5)  a^^x*  +  2a^^xt  +  a^^t^^  0 
harmonisch,  wenn: 

(6)  »11^1^2  +  0^12  (^1^  +  ^^1)  +  «22^1^2  =  0. 

Da  endlich  die  Form  der  Bedingung  (2)   in  multiplizierten  Ver- 
hältniskoordinaten dieselbe  bleibt  (I  §  6,  10)^  so  ergibt  sich  auch: 
Zwei  Punkte  X^  und  k^  sind  zu  dem  Punktepaar  (§  7,  (30)); 

(7)  aiiA«+2a„A  +  a,2  =  0 
harmonisch,  wenn: 

(8)  öji  Ai  ij  +  a„(Ai  +  Aj)  +  asj,  =  0 . 

2«  VertauBOhbares  Entsprechen  harmonischer  Pole.  Die  Be- 
dingung (6)  kann  nach  §  7,  (3) ;  (5)  auch  in  der  Form  geschrieben 
werden: 

(9)  U'^x^2+U'\-^      oder      (10)    U^x,  + U^^t.^Q, 

Sie  ist  in  den  Koordinaten  jedes  der  beiden  Punkte  lineai*.  Daher 
entspridU  jedem  gegebenen  Punkte  der  Geraden  ein  anderer  ah  har- 
monischer Pol, 

Sie  ist  in  den  Koordinaten  beider  Punkte  symmetrisch.  Daher 
entsprechen  sich  je  zwei  Punkte  der  Geradelt  vertauschbar. 

3«  Zusanmienfall  harmonischer  Pole.  Soll  der  haimonische 
Pol  0^2;  ^2  biliös  gegebenen  Punktes  x^,  t^  mit  diesem  selbst  zusammen- 
fallen^ muß  nach  (6)  die  Bedingung: 

bestehen,  also  x^,  ^^  der  Gleichung  (5)  genügen. 

Ein  Punkt  fällt  immer  dann  und  nur  dann  mit  seinem  harmonischen 
Pol  zusammen,  wenn  er  einer  der  beiden  Punkte  des  Paares  ist. 

4.  Harmonische  Pole  beim  getrennten  und  zusammenfallenden 
Pimktepaar.  Wenn  J.  4=  0,  können  /i^^)  und  /;^^>  in  §  7,  (3)  nicht 
gleichzeitig  verschwinden,  so  daß  die  Gleichung  (9)  stets  das  Ver- 
hältnis 2:2:^2  bestimmt. 

Stande,  Flächen  zweiter  Ordnung.  H 
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Beim  getrennten  PunJdepcuir  entspricht  ausnähmdos  jedem  Punkte 
ein  einziger  bestimmter  Pol 

Wenn  Ä  =  0,  wird  bei  gegebenem  x^,  t^  die  Gleichung  (10)  stets 
dnrch  den  Doppelpunkt  als  Pol  x^,  t^  erftUlt^  da  für  diesen  nach 
§7,(16)  /;<*>«  0,  U^^^O,  und  wird,  faUs  x^,  t^  selbst  der  Doppel- 
punkt, also  /i^^^=  0,  ^8^*^=«  0  ist,  die  Gleichung  (9)  identisch  in.  x^,  t^ 
erfüllt. 

Beim  ausammenfaUenden  Punktepaar  entspricht  jedem  anderen  Putilcte 
der  Doppelpunkt,  dem  Doppelpunkt  aber  jeder  andere  Punkt  als  Pol. 

5,  Begriff  der  Fiinktinvolutioii.  Der  Inbegriff  aUer  Paare  har- 
monischer Pole  eines  Punktepaares  heißt  eine  Punktinvolution^). 

Dem  getrennten  Punktepaar  entspricht  die  eigentliche  Punktinvolu- 
tion;  die  Punkte  des  Paares  selbst  heißen  die  Doppelpunkte  der  In- 
volution (ygl.  3);  je  nachdem  sie  reell  oder  imaginär  sind,  heißt  die 
Involution  hyperbolii>ch  oder  elliptisch?^) 

Dem  eusammenfällenden  Punktepaar  entspricht  die  uneigentlidie 
oder  parabolische  Involution. 

Die  Gleichung  (4)  oder  (6)  oder  (8)  ist  die  Gleichung  der  In- 
volution, (3)  oder  (5)  oder  (7)  die  Gleichung  der  zugehörigen  Doppel- 
punkte. 

Dadurch,  daß  auch  das  imaginäre  Punktepaar  eine  Involution  be- 
stimmt, bei  der  jedem  reellen  Punkt  wieder  ein  reeller  Punkt  entspricht, 
gewinnt  es  seine  geometrische  Bedeutung.^) 

6»  Eanonisohe  Gleiohxuigen  der  Panktinvointionen.  Den  kano- 
nischen Gleichungen  der  drei  Arten  getrennter  Punktepaare  §  7,(28): 

(11)       x«+a«-0;  (12)       ir«-a«=0;  (13)       xt^O 

entsprechen  als  kanonische  Gleichungen  der  zugehörigen  elliptischen, 
hyperbolischen  und  gleichseitig  hyperbolischen  Involution: 

(14)  x^x^+  a^^O;  (15)  rCiXj— a^=0; 

(16)  x^t^  +  iCg^i  =  0  oder  x^  +  x^*^0. 

Der  Eoordinatenanfangspunkt  0  ist  der  Mittelpunkt  der  Involution, 
bei  (14)  und  (15)  zugleich  der  Mittelpunkt  des  Punktepaares  (11) 
und  (12),  bei  der  parabolischen  der  eine  endliche  Punkt  des  Punkte- 
paares (13). 

Bei  der  elliptischen  Involution  liegen  zwei  entsprechende  Punkte 

a* 
x^  und  2^2  ==  —    -  gegen  den  Mittelpunkt  0  ungleichseitig  und  bewegen 

sich  gleichlaufend  {x^  nach  x^'ix^  nach  x^\  Fig.  44);  zwei  Paare  x^y  x^ 
und  a;/,  x^  trennen  sich  gegenseitig. 
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Bei  der  hyperbolischen  Inyolution  liegen  zwei  entsprechende  Punkte 

OTi  und  x^  «=  ^   gegen  den  Mittelpunkt  0  gleichseitig  und  bewegen  sich 

ungleichlaufend  (x^  nach  x^'ix^  nach  x^',  Fig.  45);  zwei  Paare  x^^t^ 
und  Xi\  x^   trennen  sich  nicht. 

O  cc— a  0^    x-Ä 

9  ^  o    O    O >  fr— —  o  oop      o 


^«     ^f  X^  ^r^  ^y  iX^i 

Fig.  44.  Fig.  45. 

0 
Xf   X2  x^    x, 

Fig.  4«. 

Bei  der  gleichseiiig  hyperbolischen  Inyolution  sind  zwei  entsprechende 
Punkte  x^  nnd  a:^  oder  rc/  und  rc^'  (Fig.  46)  beiderseits  gleichweit  von  O 
entfernt. 

7.  Besümmung  der  Involution  durch  zwei  Paare  entspreohender 
Punkte.  Sind  Oj,  o,  und  b^,  b^  zwei  Paare  entsprechender  Punkte 
der  Involution  (4): 

a^^x^x^  +  a^^(x^  +  x,)  +  agg  =  0, 
so  ist: 

«ii^^s  +  ^u  (^  +  ^1)  +  a«j  =  0. 

Durch  Elimination  der  Verhältnisse  a^,  :  a^, :  Oi,  folgt: 

Die  Gleichung  der  durch  zwei  Paare  entsprechender  Punkte  a^ ,  a^ 
und  b^j  b^  gegebenen  Involution  lautet: 

Xt  »Ca  X\   "p*   «Co  X 

(17)  a^a^    «1  +  «2     1  I  =-  0 

6j6g     &!  +  62     1 

(18)  <ai -  6,)  {x^-a^)  {x^-  b,)  +  (ci,~  fe»)  (rr, -  04)  (a?i-  6,)  -  0. 

Mit  a^^  a>^^^  a  und  ft^ »  &g »  2»  folgt  daraus  im  besonderen: 
Die  Gleichung   der   durch  ihre   beiden  Doppelpunkte  a  und  b  be- 
stimmten Involution  lautet:  '_ 

(19)  {x,  -  a)(x,  -  6)  +  (x^  -  a){x^  -  6)  ==  0 . 

Andererseits  drückt  man  den  allgemeinen  Satz  (18)  mit  ^1  b-Cj^  ^  —  c^ 
auch  in  der  Form  aus: 

Drei  Punktepaare  a^,  a,;  b^,  b^  und  c^,  c^  liegen  in  Involution  (ge- 
hören der  durch  zwei  von  ihnen  bestimmten  Involution  an),  wenn: 

(20)  ib,  -  c,)(c,  -  a,)(a,  -  h,)  +  (6,  -  c.)(c,  -  a,){a,  -  60  -  0 . 

8* 
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Da  statt  der  Gleichung  (4)  auch  die  Gleichung  (8)  als  Ausgangs- 
punkt hätte  dienen  können ^  gelten  diese  Resultate  auch,  wenn  statt 
x^,  x^  die  Yerhältniskoordinaten  l^,  A,  eintreten  und  a^,  a^-^  ^i;  ^s) 
q,  Cj  besondere  Werte  derselben  bedeuten. 

8«  Harmonisohe  Pole  als  Koordinatenanfangspunkte.  Die  An- 
fangspunkte Ey^  und  J?2  ^^^  multiplizierten  Verhältniskoordinate  k  haben 
nach  §  7,  (29)  die  Koordinaten  A  =  0  und  A  =-  c».  Dem  Anfangs- 
punkte jBi(Ai  =  0)  entspricht  daher  in  der  Involution  (8)  der  Punkt: 

Dies  ist  der  Punkt  jE'j(A,  =  oo),  wenn  au™  0  ist. 

Die  Gleichung  (7)  eines  Punktepaares  S^,  S,  in  muUiplijsierter  Ver- 
häUniskoordinade  X  in  heeug  auf  die  Anfangspunkte  E^,  E^  hat  immer 
dann  und  nur  dann  die  Form: 

(21)  a,,Ji^+a,^^0, 

wenn  i\,  £,  zu  S^  S^  harmonisch  sind  {E^  E^  ein  Punktepaar  der 
Involution  (8)  sind). 

9.  Harmonische  Polaren  eines  StraMenpaares.  Da  für  vier 
harmonische  Strahlen  tg^^,  ^g^si  ^9^';  ^i^"  ^^  i^  (2)' 

(22)  tg9itg9,--|(tgg>'  +  tgy")(tg9)i+tg9sj)  +  tg9''tg9"-=0 

(I  §4,  (10)),  so  folgt  im  gleichen  Umfange  wie  unter  1: 

Zwei  Strahlen  tgg)^  und  tg^g  sind  zu  dem  Strahlenpaare: 

(23)  «M^gV  +  2ai,tgg>  +  a^  =  0 
harmonisch  (harmonische  Polaren),  wenn: 

(24)  «a2*^g9>itg92  +  ö^i8(tg9i  +  tg^»)  +  »11  -  0 ; 
oder  für  homogene  Koordinaten  (§  7,  (32)): 

Zwei  Strahlen  x^y  y^  und  x^,  y^  sind  zu  dem  Strahlenpaare: 

(25)  Oji^r*  +  2aij^y  -f-  a^^y^  ==  0 
harmoniscli,  wenn: 

(26)  «11^:13:2  +  a^i{x^y^  -f-  x^y^)  +  a^^y.y^  =  0 . 

10.  StraMeninvolutionen.  Der  Inbegriff  aller  Pa^re  harmonischer 
Polaren  eines  Strahlenpaares  heißt  eine  StrahleninvoluiionP) 

Die  Gleichung  (24)  oder  (26)  oder  (8)  ist  die  Gleichung  der  In- 
volution, deren  Doppelstrahlen  die  Strahlenpaare  (23)  oder  (25)  oder 
(7)  (§  7,  (34))  bilden. 

Je  nachdem  die  Doppelstrahlen  imaginär  oder  reell  sind,  ist  die 
Involution  elliptisch  oder  hyperboliscJi. 

11.  Arten  von  Strahleninvolutionen.  Den  kanonischen  Glei- 
chungen der  beiden  Arten  getrennter  Strahlenpaare  §  7,  (38): 


f. 
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(27)  «*±f.-0    odertg»g.±^;  =  0 

entsprechen  als  kanonische  Gleichungen  der  zugehörigen  Stralüeninvöluiioni 

(28)  *'„^- ±  ^'j^' -  0     oder     tg9>,tg.p,±  ^1  =  0, 

die  mit  dem  positiven  Zeichen  elliptisch^  mit  dem  negativen  hyper- 
bolisch isf )  Die  Hauptachsen  des  Doppelstrahlenpaares  (27)  (§  7, 12) 
werden  auch  als  Hauptachsen  der  Involution  bezeichnet.  (Über  die 
Gestalt  der  beiden  Involutionen  vgl.  §  14^  4.) 

12.  Die  Involution  rechter  Winkel.  Ein  Sonderfall  der  ellip- 
tischen Strahleninvolution    ist   die   zu    dem    imaginären  Strahlenpaar 

(§  7,  (39)): 

(29)  x^+y^=Oy  tgV  +  1-0 

gehörige  Involution: 

(30)  ^ia?8  +  yiyj  -  0 ,  tg^^^  tgy,  +  1  -  0 , 

bei  der  je  zwei  entsprechende  Strahlen  aufeinander  senkrecht  stehen 
(9^8=*  9i  +  I")'  Sie  heißt  die  zirkuläre  oder  orthogonale  Strahlen- 
involution oder  Involution  rechter  Winkel. 

SoUen  überhaupt  in  einer  Strahleninvolution  (24)  zwei  recht- 
winklige entsprechende  Strahlen  tgqp^  und  tgqp,  vorkommen,  so 
muß  der  Gleichung  (24)  bei  gegebenem  tg  9?^  durch  den  Wert 
tg^3  «=  —  1  :  tg9i  genügt  werden^  also  die  Bedingung  erfüllt  sein: 

(31)  «ijtgVi  +  («11  -  (^n)^%^i  -  «12  ==^  0 . 

Diese  quadratische  Gleichung  für  tg^^  hat  zwei  reelle  Wurzeln; 
deren  Produkt  —  1  ist,  denen  also  zwei  zueinander  rechtwinklige 
Strahlen  entsprechen. 

I.  In  jeder  Strahleninvolution  gibt  es  also  ein  Paar  entsprechender 
Strahlen,  die  zueinander  reciitwinklig  sind,  die  Hauptachsen. 

Eine  einzige  Ausnahme  bildet  der  Fall,  wo  die  quadratische 
Gleichung  (31)  identisch  erfüllt  ist,  also  mit  a^^^  a^y  a^^^O  die 
Gleichung  (24)  auf  (30)  zurückkommt.    Man  kann  daher  auch  sagen 

IL  Enthält  eine  Strahleninvolution  zwei  Paar  rechtivinkliger  ent- 
sprechender Strahlen,  so  sind  alle  ihre  Paare  entsprediender  Strahlen 
rechtwinklig. 

13.  Die  gleichseitig  hyperbolische  Strahleninvolntion.  Ein 
Sonderfall  der  hyperbolischen  ist  die  gleicliseitig  hyperbolische  Strahlen- 
involution,  die  zu  dem  rechtwinkligen  Strahlenpaar  (§  7,  (40)): 
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(32)  a;«^y»-0,  tg«y  - 1  =  0 
gehört  und  die  Gleichung  hat: 

(33)  x^x^  —  yiy»«  0,  ^g(Pi^g9>9  -  1  «  0. 

I.  Sie  besteht  aus  allen  StraJilenpaaren  ^j,  9^2  =  o  —  ^i'  weldie  die 

beiden  rechtwinkligen  StraJden  (32)  jeru  HalbierungsUnien  haben  (Fig.  41). 
Wir  können  diesen  Satz  auch  so  aussprechen: 

II.  Sind  zwei  StraJden  zu  zwei  rechtwinkligen  Strahlen  harmonisch^ 
so  haben  sie  diese  zu  Halbierungslinien  (I  §  4,  8,  11). 

Indem  man  die  Strahlen  (32)  als  Koordinatenachsen  einf&hrt, 
kann  man  die  Gleichungen  (32)  und  (33)  auch  auf  die  Form  bringen 
((25);  (23);  (26);  (24)  mit  a,i==0,  a,8=  1,  a^^=^0): 

(34)  2xy  =  0,  2tg9  =-  0, 

(35)  x^y^  +  x^yi  =  0,  tggj^  +  tg^pg  =-  0 . 

14«  Bestimmung   einer  Involution  duroh  awei  Strahlenpaare. 

Die  Sätze  unter  7  übertragen  sich  unmittelbar  auf  Strahleninvolutioneu, 
nur  daß  in  (17) — (20)  an  die  Stelle  von  x^,  a:,,  Aj,  a,,  b^,  feg  ein- 
zutreten hat  tgcpi,  tg^j,  tga^ y  tgo^y  tg/3] ,  tg/Sg.  In  Verhältniskoordinaten 
bleiben  die  Sätze  7  auch  für  Strahleninvolutionen  dieselben. 

15.  Die  Involution  als  projektive  Verwandtschaft.  Die  all- 
gemeine projektive  Beziehung  zweier  Punktreihen,  die  vereinigt  liegen 
und  auf  denselben  Eoordinatenanfangspunkt  0  bezogen  sein  mögen, 
hat  die  Gleichung  (I  §  65,  (9)): 

(36)  «11  x^  x^  +  a^^x^  +  a^i  x^  +  a^^^O, 

die  mit  a^g  =  a^^  in  (4)  übergeht  und  dadurch  in  x^  und  x^  symmetrisclir 
wird. 

Die  Involution  ist  diejenige  projektive  Verwandtschaft  zweier  ver- 
einigt gelegener  Punktreihen  (oder  Strdhlbüschel) ,  bei  welcher  sich  zwei 
Elemente  vertauschbar  entsprechen?^) 

Man  kann  sie  daher  auch,  statt  auf  zwei  vereinigt  liegende,  sofort 
auf  eine  Punkt  reihe  beziehen. 

16.  Perspektive  Beziehungen.  Da  der  Begriff  der  Punkt-  und 
Strableninvolutionen  auf  dem  der  harmonischen  Beziehung  beruht,  so 
ergibt  sich  (I  §  5,  6): 

Eine  Strahleninvolution  wird  von  Eine  Punktinvolution  wird  von 
eitler  beliebigen  Geraden  der  Ebene  in  einem  belid>igen  Punkt  der  Ebene 
einer  Punktinvolution  geschnitten?^)  durch    eine  Strahleninvolution  pro- 

jiziert. 


§  8,  16-18.  39 

Insbesondere  schneiden  die  durch  die  Gleichungen  (26);  (28);  (30) 
dargestellten  StrahleninTolutionen  die  unendlich  ferne  Gerade  in  Punkt- 
involutionen,  deren  Gleichungen  dieselben  sind;  nur  daß  Xy  y  Koordi- 
naten des  Punktes  auf  den  unendlich  fernen  Geraden  bedeuten  (I  §  23, 1). 

17.  Gleichungen  der  Involutionen  in  der  Ebene.     Sind: 

|C/i=^it*  +  At^  +  C,  =  0, 
^  ^  l?7,=  ^,tt  +  Ä,t?  +  C,«0 

die  Gleichungen  zweier  Punkte  in  der  Ebene,  so  stellt  die  Gleichung: 

(38)  Oi  +  A?7,«0 

die  durch  beide  bestimmte  Punktreihe  dar  (I  §  20,  (3)).  Dabei  bedeutet 
der  Parameter  k  die  multiplizierte  YerhSltniskoordinate  des  laufenden 
Punktes  der  Reihe  in  bezug  auf  die  beiden  Grundpunkte  (87).  Um 
die  Funkte  der  Beihe  (38)  involutorisch  aufeinander  zu  beziehen,  dient 
alsdann  die  GleUJmng  (8). 

Drei  Paare  von  Punkten  der  Reibe  (38): 

(39)  U,  +  k,U,^0,     üi+A,C4=-0; 

sind  also  nach  (20)  in  Involution ^^),  wenn: 

(40)  i(i,  ^  v,)(v,  -  A,)(A,  -ft,)  +  (ft,  -  v,)(v,  -  A,)(A,  ~^0  =  0. 

Wenn  i/^^O,  v^=^  cx>  gesetzt  wird,  ergibt  sich  hieraus  im  be- 
sonderen: 

Die  drei  Paare: 

(41)     l/i  =  o,  üi»0;         u.  +  x^u^^o,  cri+x,cr,=-0; 

sind  in  Invölutum,  wenn: 

(42)  ^i^-f^iN- 
Entsprechendes  gilt  fQr  Strahleninvolutionen. 

18.  Involutionen  beim  voIUitftndigen  Viereck.     Seien: 

(43)  F,-0,     r,  =  0,     F,  =  0,     F,-0 

die  Gleichungen  der  vier  Eckpunkte  eines  vollständigen  Vierecks,  und 
zwar  derart  normiert  (I  §  27,  (2)),  daß  identisch: 

(44)  v,+  v,+  r,+  r,^o. 

Dann  stellen  die  Gleichungen: 

(46)  n+aF3»o,  r,  +  ßr,^o 

^  bei  willkürlichen  Konstanten  of,  ß  irgend  zwei  Punkte  P25  und  P^^^  der 
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(46) 


Seiten  23  und  14,  also  etwa  die  Schnittpunkte  irgendeiner  Geraden  g 
mit  diesen  Seiten  dar  (Fig.  47).    Dann  liegen  die  vier  Punkte: 

/S(^,  +  «n)+   (^i  +  /8^4)-0,    (F,+«F,)+«(F,+^F,)  =  0, 
U(F,  +  aFs)+«(Fi  +  ^F,)  =  0,    (n+aF,)+   (F,+^FJ  =  0, 
deren  Oleichungen  nach  (44)  bezüglich  auch  geschrieben  werden  können: 
-/3(l-a)F,+    (l-^)F,-0,         (l-a)F,-a(l-^)F,=0, 
a(l-|8)Fi  +  |8(l-a)F,  =  0,     -(l-a)F,-    (1-^)F,=0, 

wegen    der  Darstellung  (46)    auf  der  Verbindungslinie  g  der  Punkte 

(45)  und  wegen  der  Darstel- 
lung (47)  bezüglich  auf  den 
Seiten  31,  24, 12,  34.  Da  aber 
die  Parameter: 


(47) 


(48)       X,  = 


C 


a 


^2=1 


der  Punkte  (46)  in  bezug  auf 
die  Grundpunkte  (45)  der  Be- 
dingung (42)  entsprechen,  so 
liegen  die  zwei  Punktepaare 
P„,  P,,  in  (45)  und  P«,,  P,„ 
Pjg,  Pg4  in  (46),  also  die  Schnitt- 
punkte von^  mit  den  Seitenpaaren  23, 14;  31, 24  und  12, 34,  in  Involution. 
I,  Die  drei  SchniUpunktpaare  einer       IL  Die   drei    Verbindungslinien'' 


Flg.  47. 


beliebigen  Geraden  mit  den  drei 
Gegenseitenpdaren  eines  vollständigen 
Viereclis  liegen  in  Involution,^) 


paare  eines  beliebigen  Funides  mit  den. 
drei  Gegeneckenpaaren  eines  voUstän- 
digen  Vierecks  lieg^  in  Involution. 


19.  Folgerung  aus  dem  Satz  über  das  Viereck.  Verbindet  man 
die  drei  Schnittpunktpaare  P^j  des  Satzes  I  mit  einem  beliebigen 
Punkte  G  der  Ebene  (Fig.  47),  so  liegen  die  sechs  Verbindungslinien 
6rP^,  nach  16  in  Involution.  War  nun  die  Gerade  g  die  unendlich 
ferne  Gerade,  so  werden  die  Verbindungslinien  G^Pjt,  den  gleichnamigen 
Seiten  kl  des  Vierecks  parallel,  also: 

III.  Di^  durch  einen  Punkt  der  Ebene  zu  den  drei  Gegenseiten- 
paaren des  vollständigen  Vierecks  gezogenen  Parallelen  sind  in  Involution. 

30«  Viereck  mit  senkrechten  Gegenseiten.  Eine  Strahlen- 
involution ist  nach  12,  II  eine  Involution  rechter  Winkel,  sobald  sich 
unter  ihren  drei  Strahlenpaaren  zwei  rechtwinklige  finden.  Es  folgt 
daher  aus  III  (Fig.  48) : 


§  8,  20—21. 
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IV.  Sind  zwei  Paare  vmi  Gegenseiten 
eines  vollständigen  Vierecks  rediiwinklig 
{etwa  31  _L  24  und  12  JL  34),  so  ist  auch 
das  dritte  Paar  reditwinklig  (23  _L  14). 

Die  drei  Ecken  und  der  Höhenschnitt- 
punkt  eines  Dreiecks  bilden  ein  solches 
Viereck.  Der  Satz  IV  beweist  also,  daß  die 
drei  Höben  sich  in  einem  Punkte  schneiden. 

2 1  •  Pnnktinvolntion  und  Büschel  von 
Ponktepaaren.  Sind  die  beiden  Punktepaare  a,,  a^  und  \j  \y  die  unter  7 
die  Involution  bestimmen  soUen^  durch  ihre  Gleichungen  (§  7,  (1)): 

(49)    /•=ajia;*+2ai,a?  +  a„=-0,    g  ^\^x^+2\^x +  'b^^Q 

gegeben,  so  erhält  die  Gleichung  (17)  der  Involution  die  Form: 

x^-\-  x^      1    1=0. 

-2a, 
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X^X^ 


(50) 


a 


22 


'12 


a 


11 


-2&, 


.    ^22  ^"^n       ^\i 

Immer  dann  und  nur  dann,  wenn  diese  Bedingung  (50)  besteht,  lassen 
sich  zwei  Größen  X  und  q  aus  den  drei  Gleichungen  bestimmen: 

9(^1  +  ^2)^ 2(a,,~A6i,), 

Diese  aber  bedeuten  ihrerseits,  daß  x^,  x^  die  Wurzeln  der  quadratischen 
Gleichung: 

(52)  (aa  -  X\x)x^  +  2(ai,  -  kh,,)x  +  (0,^  -  Xh^)  =  0, 

oder  nach  (49): 

(53)  f^Xg^O 
werden. 

Wenn  also  die  Koordinaten  x^,  x^  zweier  Punkte  der  Gleichung  (50) 
der  durch  die  Punktepaare  (49)  bestimmten  Involution  genügen,  so 
sind  sie  bei  geeignetem,  eindeutig  bestimmtem  X  die  Wurzeln  der 
Gleichung  (53);  und  umgekehrt,  wenn  die  Koordinaten  x^y  x^  zweier 
Punkte  bei  beliebig  gegebenem  X  die  Wurzeln  der  Gleichung  (53)  sind, 
so  genügen  sie  der  Gleichung  (50). 

Die  bei  laufendem  Parameter  X  durch  die  Gleichung  (53)  dar- 
gestellten Punktepaare  nennt  man  einen  Büschel  von  Punktepaaren.  Da- 
nach ergibt  sich: 

Der  Begriff  der  PunJdinvolution  deckt  sich  mit  deni  Begriff  des 
Büschels  von  Punktepaareti.^'-^) 


II.  Kapitel. 

Die  Kurve  zweiter  Ordnung. 

§  9.  Die  aUgemeine  Oleicliung  der  Eorve  zweiter  Ordnung  in 

gemeinen  Pnnktkoordinaten. 

!•  Gleiohnng  in  gemeinen  Koordinaten.  Die  Gleichungen  §  1^  (7); 
§  2,  (9);  §  3;  (8)— (10);  §  4,  (10)  haben  das  gemeinsame  Merkmal,  daß 
sie  in  den  Koordinaten  Tom  zweiten  Grade  sind. 

Wir  betrachten  daher  jetzt  die  allgemeine  Gleichung  zweiten  Grades 
zwischen  rechtwinkligen  gemeinen  Koordinaten  x,  y^): 

(1)  g{x,  y)  —  a^^x^+  2a^^xy  +  a^^y^  +  2a^^x  +  2a^y  +  a,,,  «  0, 

wo  die  sechs  Koeffizienten  aj^^{kj  Z  »  1,  2^  3)  beliebige  reelle,  nicht  sämt- 
lich verschwindende  Konstanten  sind.  Für  die  Bezeichnung  soll  immer 
gelten: 

(2)  a^,  =  a,, . 

2.  Gleichung  in  homogenen  gemeinen  Koordinaten.  In  homo- 
genen gemeinen  Koordinaten  (I  §  22,  1)  lautet  die  Gleichung  (1): 

(3)  /'(ir,y,0  =  ötiia:*  +  a„y*  +  a,8^*  +  2a^^yt+  2a^^tx  +  2a^^xy  =  0, 

Zwischen  den  linken  Seiten  der  Gleichungen  (1)  und  (3)  besteht  die 
Beziehung: 

(4)  f{x,  y,  1)  -  gix.,  y) . 

Der  Vorteil  der  Schreibweise  (3)  gegenüber  (1)  besteht  schon 
äußerlich  darin,  daß  die  Gleichung  (3)  immer  vom  zweiten  Gh^de 
bleibt,  auch  wenn  a,i,  agg,  a^  verschwinden.  Während  dann  (1)  auf 
den  ersten  Grad  sinkt,  erhält  (3)  die  Form: 

{2a^^x  +  2a^^y  +  a^^t)t  -  0, 
stellt  also  ein  Geradenpaar  dar,  dessen  eine  Gerade  unendlich  fem  ist 
a  §  22,  (6)). 

Jeäe  durch  eine  Gleichung  von  der  Form  (3)  dargest^U  Kurve 
soll  (US  Kurve  zweiter  Ordnung  (Kegdschnitt)  gelten. 

3.  Die  Ableitungen  der  Funktion  /.  Die  lialben  partiellen  Ab- 
leitungen der  Funktion  f  in  (3)  bezeichnen  wir  zur  Abkfirznng  mit: 

fi(x,  y,  t)  =  o„«  +  ««y  +  «18^ 

(5)  U{^,  y,  0  =  «81*  +  «jjy  +  os3 ' , 

/»(*;  y,  t)  =  «31^  +  <^zty  +  "nt- 
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Danach  ist  identisch  in  x^  y^  ti 

(6)         /i(^,  y,  0  •  ^  +  f%{^y  y,i)'y  +  hi^y .%  <;  •  <  -  fi^,  y,  0 

und  identisch  in  rr,  y,  ^  und  x^y'^t': 

0)  fM  y,  t)^x'  +  f,{x,  y,  0  •  y' + fzi^y  y,  0^' 

= A(^^  y',  O  ■«  +/i(^',  y'?  0  -y  +  h{^\  y\  0  •  ^• 

4.  Die  Ableitungen  der  Funktion  g.  Die  mit  ^  »  1  aus  (5) 
entstehenden  Ausdrücke  bezeichnen  wir  mit: 

9i  (^7  y)  =  «11^  +  »«y  +  «18  y 
l8 )  ^^(a?,  y)  «  ajiÄ?  +  a,,y  +  a,8, 

^s(^7y)==«8i^  +  a8»y  +  a53. 

Mit  ^  «  1  folgt  daher  aus  (6) : 

<9)  yi(^;  y)  •  ^  +  ^2(^;  y)  •  y  +  fl^al^^;  y)  =  y(^;  y  >  • 

5«  Die  quadratischen  Glieder  von  g.  Die  Gleichung  [1)  ent- 
hält drei  quadratisckcy  zwei  lineare  Glieder  und  ein  konstantes  Glied. 
Wir  setzen  zur  Abkürzung: 

(10)  h{x,  y)  —  a^a;*  +  2aija:y  +  a^^y^ 
und   bezeichnen  die   halben   partiellen   Ableitungen   von   h   zur  Ab- 
kürzung mit:  /i   /       \ 
,jj  jAi(^7y)  =  »u^  +  ai2y, 

lÄj(a?,y)«ajia:  +  a2jy. 
Dann  ist  identisch  in  x,y: 

(12)  Ai (ar,  y)  •  a;  +  Ä,(ir,  y)  •  y  -»  A(a?,  y) 
und  identisch  in  a;,  y  und  x\y': 

(13)  Ai(a:,  y)  •  a;'  +  ÄjC^,  y)'y'^  Ki^'j  y)'X  +  h^{x,  y')  •  y  • 
Endlich  sei: 

{ 14)  A3  {x,  y)  =  agi^:  +  «ssy  • 

6*  Die  Determinante  der  Kurve.  Die  aus  den  Koeffizienten  der 
linearen  Funktionen  (5)  gebildete,  wegen  (2)  symmetrische  (I  Anm.  1, 
IV,  6)  Determinante  dritten  Grades: 

i   ^11       ^12       ^18 

(15)  A^    «21     a^g     «28  ; 

1   «81       «82       «88    ' 

nennen  wir  die  Determinante^^)  der  Kurve  (1)  oder  (3).     Ihre  Unter- 
deierminanten  zweiten  Grades  bezeichnen  wir  (I  Anm.  1,  11,  (2))  mit: 


(16)  ^*,=-A*  = 


(17) 


(20) 
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WO  hj  k^y  k^  und  l,  Z^,  l^  unabhängig  voneinander  die  Variationen:  1^2,3^ 
2,  3,  1 ;  3,  1,  2  durchlaufen. 

7.  Tramsfonnation  auf  ein  sohiefwinkligeB  System.    Um  die  auf 

ein  rechtwinkliges  Koordinatensystem  Oxy  bezogene  Gleichung  (1) 
auf  ein  neues  recM-  oder  sdiiefmnTdiges  System  £li,ri  überzuführen, 
dessen  Anfangspunkt  Sl  die  Koordinaten  x^y  y^  hat  und  dessen  Achsen 
die  Bichtungskosinus  ay^,ßi  und  a^y  ß^  haben,  dienen  (I§14,  (11))  die 
Formeln: 

Die  Gleichung  (1)  wird  daher  in  dem  neuen  System: 

(18)  i/(^,y)  =  i7(^o+  «i6  +  a,i?,yo+  AS  +  ß%i)  =  0 
oder  nach  |,  ij  geordnet: 

(19)  g{Xy  y)  =-  aiil*  +  ai^ri^  +  2aUiri  +  '2aizl  +  Za^iy  +  «33  «=•  0 , 

wo  die  neuen  Koeffizienten  die  Werte  haben  (vgl.  (12);  (13)): 

«11  =  ^(«n  A)  =  Ai(«i;  A)«i  +  AjK;  A)A  ; 

< 

(23)  o,'s  =  gixo,  Vo)  -  /• 

Die  allgemeine  Form  der  Gleichung  (1)  bezüglich  (3)  62ei2)<  daher 
i«  jedem  recht-  oder  schiefwinkligen  Koordinatensystem  diesdbe.  Die 
Ordnung  der  Kurve  ist  vom  Koordinatensystem  unabhängig.**) 

8.  Geometrisohe  Bedeutung  der  Ordnung.  Setzt  man  in  (18) 
oder  (19)  i?  =  0,  so  erhält  man  in  der  Gleichung  (§  7,  (1)): 

(24)  ai'il*+2a;,|  +  a,',  =  0 

das  Schnittpunktpaar  der  Kurve  (1)  mit  der  § -Achse  in  der  gemeinen 
Koordinate  |  auf  dieser  (I  §  10,  2).  Da  aber  diese  Achse  für  (17) 
neben  dem  ursprünglichen  Koordinatensystem  Oxy  ganz  beliebig  ge- 
wählt werden  kann,  so  folgt: 

Die  Kurve  zweiter  Ordnung  wird  von  einer  geraden  Linie  in  ewei 
Punkten  geschnitten^^) 

Eine  Ausnahme  tritt  nur  ein,  wenn  in  (24)  alle  drei  Koeffizienten 
verschwinden.  Die  |- Achse  gehört  dann  in  ihrer  ganzen  Ausdehnung 
der  Kurve  an. 


§  9,.  8—9.    §  10,  1. 
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Die  Schnittpunkte  der  Kurve  (3)  mit  der  unendlich  fernen  Geraden 
ergeben  sich  aus  (3)  mit  t^O^): 

(25)  h(x,  y)  =  «11  a?^  +  2a^^xy  +  a^^y^  =  0. 

Es  sind  ebenfalls  zwei  Punkte  (§  7,  11). 

9.  Kurve  zweiter  Ordnung  durch  fünf  Funkte.  Die  allgemeine 
Gleichung  (1)  der  Kurve  zweiter  Ordnung  ist  linear  und  homogen  in 
den  sechs  Koeffizienten  a^^.  Sind  daher  fünf  Punkte  x^,  y<  (*  =•  1;  2, . . .,  5) 
der  Kurve  gegeben^  so  sind  durch  die  fünf  linearen  homogenen  Glei- 
chungen (♦  =»  1,  2, . . . ,  5): 

(26)  a^tXi^+  ^a^^x^y^  +  a^^^y^  +  20130;,.  +  '^a^^Vi  +  «ss  -  0 

die  fünf  Verhältnisse  der  Koeffizienten  a^,  bestimmt.  Man  erhält  die 
Gleichung  der  Kurve  zweiter  Ordnung,  die  durch  die  gegebenen  Punkte 
geht,  indem  man  aus  den  sechs  Gleichungen  (1)  und  (26)  die  Koeffizienten 
eliminiert  (vgl.  I  §  19,  6): 


(27) 


X 


X, 


Xe 


9 


*4>a 


X 


a 


4 


X, 


xy 

y» 

X 

y    1 

afi^i 

y»* 

«1 

yi    1 

^iyi 

y.* 

«J 

y»    1 

'^iVi 

y^ 

Xi 

y«    1 

**y* 

y: 

«* 

y*    1 

«5^6 

y.' 

»6 

ys    1 

=  0. 


Die  Kurve  zweiter  Ordnung  ist  daher  im  allgemeinen  durch  fünf 
Punkte  bestimmt.^) 


§  10.  Schnittpunkte  einer  Geraden  mit  der  Kurve;  TaEgenten. 

1.  Gleichung  des  Schnittpunktepaares  in  gemeiner  Koordinate. 

Neben  der  Kurve  §  9,(1): 

(1)  9{x,  y)-o 

sei  eine  gerade  Linie  durch  ihre  Para- 
meterdarstdlung  (I  §  16,  (2)): 

(2)  x^x^+as,  y^Vo+ßs 
gegeben,  wobei  P^  ^  x^^y^  ein  fester 
Punkt,  a,  ß  die  Bichtungskosinus 
der  Geraden  und  5  der  relative  Ab- 
stand P^P  ihres  laufenden  Punktes 
P  '^^Xy  y  von  Pq  ist  (Fig.  49).     Die  Gleichungen  der  Linie  sind : 

(3)  x-XQiy  —  y^^aiß. 


O^^oVo 


^CC^ 


Fig.  49. 


46  §  10,  1-2. 

Die  Bedingung,  daß  der  laufende  Punkt  P  der  Geraden  (2)  auf 
der  Kurve  (1)  liegt*^): 

gibt  entwickelt  (§  9,(18)— (23)  mit  i?  «  0,  |  -  s,  o^  =  a,  /J^  -  /3): 
(4)  h{a,  ß)s^+2(ß,^a  +  g,^ß)s  +  p«=  0. 

Die  Gleichung  (4)  ist  die  Gleichung  des  PunktepdareSy  in  dem  die 
Gerade  (2)  die  Kurve  (1)  scfmeidet.  Ihre  Wurzeln  s^  und  s^  sind  die 
gemeinen  Koordinaten  der  Schnittpunkte  S^  und  S^  auf  der  Geraden  in 
hezug  auf  P^  (§7,(1)). 

Die  Strecke  zwischen  den  beiden  reellen  oder  nicht  reellen^*) 
Punkten  S^  und  S^  (§  7, 4)  heißt  eine  Sehne  der  Kurve. 

2«  Gleichung  des  Sohnittpunktepaares  in  Verhältniakoordinate. 
Die  Kurve  (1)  sei  in  der  homogenen  Form  §  9,  (3): 

(5)  fix,  y,f)^0 

dargestellt  und  dementsprechend  die  ge- 
rade Linie  durch  die  homogenen  Koordi- 
naten Xy^Vu  h  ^1^^  ^7  !^8;  ^  zweier  fester 
Punkte  Pi  und  P,  gegeben  (Fig.  50).  Ihr 
laufender  Punkt  P  hat  dann  Koordinaten 
von  der  Form  (I  §22,(24')): 
Froc.y, t,  ^^  ^^  (6)      ^x^x,^  A^„  ^V-Vx^  ^Va, 

wo  ()  ein  Proportionalitatsfaktor  und  A  die  multiplizierte  Verhaltnis- 
koordinate  des  Punktes  P  in  bezug  auf  P^  und  P,  ist. 

Für  die  Parameter  der  Schnittpunkte  der  Geraden  mit  der  Kurve 
ist  dann**): 

f{x^  +  ^x^j  Vi  +  ^Vi,  li  +  ^^a)  ^  0 
oder: 

(7)  /■u+2/;,A  +  ^„^«-.o, 

wo: 

(8)  fii  =  fi^i,  Vi,  h),    fn  -  fi^tf  y»>  ^) 
und  (§9,(7)): 

(9)  /;,  =  f,^')x,  +  /i<"y,  +  U^'\  -  /•/*)*,  +  /•,<*'y,  +  /i^*)«. 
und  hierin: 

(10)        A^^)  =  A(^i,  yi,  0,  •.,.•;  f/'^«  A(^«,  Vt  O;  •  •,  •  • 

Die  Gleichung  (7)  is^  die  Gleidmng  des  Punktepaares,  in  dem  die 
Gerade  P^P^  die  Kurve  (5)  schneidet,  Ihre  Wurzeln  X^  und  A,  sind 
die  multiplizierten  VerhaUniskoordinaten  der  Schnittpunkte  8^  und  S^  in 
hezug  auf  P^  und  P^  (§  7,  (30)). 
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Mit: 

(11)  ar^^Xo,  yi«yo;  ^1-1;  a;i=-a,  yj^/S,  ^-0;  ^«1;  A-s 
geht  die  DarsteUimg  (6)  in  (2)  und  die  Gleichung  (7)  in  (4)  über. 

S,  Tangente  in  einem  Funkte  der  Kurve«  .Eine  Gerade^  deren 
beide  Schnittpunkte  5^  und  S^  mit  der  Kurve  in  einen  einzigen  Punkt 
S^ »  S^  zusammenfallen^  heißt  eine  Tan- 
gente der  Kurve  in  diesem  Pimkte^  der 
Punkt  selbst  ihr  Berührungspunkt. 

um  die  Tangente  in  einem  Punkte 
Pq  =»  Xq,  y^  der  Kurve  (1)  zu  erhalten,  nehmen 
wir  diesen  Funkt  (Fig.  51),  für  den: 

(12)  /  -  g{x„  y,)  -  0 

ist,  als  Anfangspunkt  der  Geraden  (2). 
Der  eine  der  Schnittpunkte  8^  und  S^  fallt 
dann  in  Pq,  indem  die  Gleichung  (4)  in- 
folge von  (12)  eine  Wurzel  s  -*  0  gibt 
SoU   auch   die   andere  Wurzel  s^O  werden,  muß  sein: 

(13)  g,^a  +  g,^ß  -  0. 

Die  Gerade  (2)  ist  also  Tangente  in  P^,  wenn  ihre  Bichtungskosinus 
der  Bedingung  (13)  genügen.  Da  aber  für  den  laufenden  Punkt  Xy  y 
der  Geraden  die  Proportion  (3)  gilt,  so  folgt  für  ihn  die  Bedingung^^: 

(14)  V(a'-«o)+V(y-yo)-o. 

Die  Gleichung  (14)  ist  die  Gleichung  der  Tangente  der  Kurve  (1) 
im  Punkte  x^y  y^  in  lallenden  Koordinaten  x,  y. 

In  derselben  Weise  ergibt  sich  aus  (7),  daß  die  Verbindungslinie 
eines  Punktes  P^  — ^fj,  y^,  t^  der  Kurve,  für  den  somit: 

(15)  fn-f(^uyuti)-0, 

mit  einem  Punkte  P^-^^s^yt^^  Tangente  in  P^  wird,  wenn  P,  der 
Bedingung  genügt: 

(16)  fii = /i<'^«, + A<^y* + f»^% = 0 

oder: 

Die  Gleichung: 

(17)  f.^'^x  +  /i^'V  +  fz^'^t  =  0 

ist  die  Gleichung  der  Tangente  der  Kurve  (5)  im  Punkte  x^^y^yt^  in 
laufenden  Koordinaten  x,  y,  t 

Hieraus  folgt  aber  mit  x^=  x^j  yi  =*  ^o;  ^ ^  1»  ^  "  1  eine  andere 
Form  der  Gleichung  (14)  (vgl.  §9,(8)): 
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Die  Gleichung  der  Tangente  der  Kurve  (1)  im  Punkte  x^y  y^  in 
laufenden  Koordinaten  x^  y  ist  auch: 

(18)  g.^'x+g.^y+g.'^O, 

Die  Gleichungen  (17)  und  (18)  gelten^  wie  die  Entwicklungen 
unter  2,  auch  für  schiefwinklige  Koordinaten  x,  y,  t  oder  x,  y. 

4.  Normale  der  Kurve.  Die  auf  der  Tangente  (14)  oder  (18) 
im  Punkte  0^0,  ^0  senkrecht  stehende  Normalen  der  Kurve  (Fig.  51) 
hat  die  Gleichung: 

(19)  ^-^o'y-yo-9i^'9i'' 

5.  Tangentenpaar  von  einem  Pnnkte  an  die  Kurve.  Die  beiden 
Schnittpunkte  S^  und  S^  der  Geraden  (2)  mit  der  Kurve  (1)  fallen 
bei  beliebiger  Lage  von  Pq  zusammen  (Fig.  52)^  wenn  die  beiden 
Wurzeln  der  quadratischen  Gleichung  (4)  gleich  sind,  also: 

(20)  /Ä(«,^)-0/>+i,,«^)»=O. 

Da  diese  Gleichung  in  a :  /3  quadratisch  ist,  so  gibt  es  zwei  durch 
den  Punkt  Xq,  y^  an  die  Kurve  laufende  Tangenten.  Der  laufende 
Punkt  Xy  y  einer  solchen  Tangente  genügt  nach  (3)  der  Gleichung: 

(21)     s^h{x  -  rPo;  y  -  yo)  ~  (ffi'i^  -  ^o)  +  9^'(y  -  yo))'-=  o- 

cc/3  Die  Gleichung  (21)  ist  daher  die  GUi- 

^xy  chung  des  Tangentenpa^res,  das  vom  Punkte 

Xq,  y^  an  die  Kurve  (1)  gdegt  ist*^) 

In  entsprechender  Weise  bedeutet  das 
Verschwinden  der  Determinante  des  Punkte- 
paares (7): 

(22)  fxifn-n.-0, 

p_      c^      I  /        daß  die  Verbindungslinie  des  Punktes  P^ 

mit  dem  Punkte  Pj  (Fig.  50)  eine  Tangente 
ist.  Läßt  man  daher  den  Index  2  forty  so 
ergibt  sich: 

Das  vom  Punkte  Xi,yij  tj^  an  die  Kurve 
(5)  gelegte  Tangentenpaar  hat  in  laufenden 
Koordinaten  x,  y,  t  die  Gleicfiung: 

(23)  f,,fix,  y,  t)  -  (A^^'x  +  /;(»'.v  +  fs''^ty  -  0. 

Hieraus  folgt  mit  x^^  Xq,  yi^y^,  ^i^'l;  ^  =  1  mit  Rücksicht 
auf  (8);  (10)  und  §9,(4);  (8)  eine  andere  Form   der  Gleichung  (21): 

Das  vom  Punkte  Xq,  y^  an  die  Kurve  (1)  gelegte  Tangentenpaar 
hat  in  laufenden  Koordinaten  x,  y  die  Gleichung: 

(24)  ^g{x,  y)  -  {g,^x  +  g.^y  +  g,y  =  0. 


§  10,  6.     §  11,  1—2. 
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6.  Begriff  des  Doppelpunktes  der  Kurve.  Wenn  neben  (12) 
die  Bedingung  (13)  identisch  in  a:ß  erfüllt  ist;  schneidet  jede  durch 
den  Punkt  Xq,  y^  der  Kurve  gehende  Gerade  die  Kurve  in  zwei  zu- 
sammenfallenden Punkten  und  ist  in  diesem  Sinne  Tangente.  Der  Punkt 
heißt  dann  ein  Doppelpunkt  oder  singviärer  Punkt  der  Kurve. 

Die  Bedingungen  des  Doppelpunktes  sind  somit: 

(25)  j,o_o,  ^,»=0,  i/»-0 
oder  nach  §9,(9): 

(26)  V-0,  (7,»=0,V-0. 

Für  homogene  Koordinaten  muß  neben  (15)  die  Gleichung  (16) 
identisch  in  x^iy^it^  bestehen^  wenn  der  Punkt  x^,  y^y  t^  der  Kurve 
ein  Doppelpunkt  sein  soll.     Es  müssen  daher  die  Gleichungen: 

(27)  /;<»)=  o,/;<i)=o,/;'i>=o 

bestehen,  die  nach  §  9,  (6)  schon  die  Gleichung  (15)  zur  Folge  haben. 
Sie  gehen  mit  (11)  in  (26)  über,  sind  aber  insofern  allgemeiner,  als 
sie  auch  unendlich  ferne  Punkte  zulassen  (I  §  22,  5).  Wir  sagen 
daher  unter  Weglassung  der  Indizes  0  und  1  überhaupt^^J: 

Ein  Punkt  x,  y,  t  ist  Doppelpunkt  der  Kurve  (5),  wenn  er  den 
Bedingungen  entspricht  (§  7,  (16)): 

(28)  /i  =  agiX  +  a^^y  +  a^t^O, 


§  11.  Konjugierte  Gerade,  Mittelpunkt,  harmonische  Pole  und  Polare 

eines  Punktes. 

1.  Mittelpunkt  und  Biohtung  einer  Sehne.  Die  quadratische 
Gleichung  §  10,  (4)  bat  zwei  entgegengesetzt  gleiche  endliche  Wurzeln, 
wenn: 

(1)  <7,<'«  +  <7,V  =  0, 

ohne  daß  A(a,  /J)  verschwindet.  Der 
Punkt  Po  ist  dann  (§  7,  (23))  der  Mittel- 
punkt der  Sehne  S^S^  (Fig.  53). 

Zwischen  dem  Mittelpunkt  x^y  y^  und 
der  RidUung  a,  ß  einer  Sehne  besteht  da- 
her die  Beziehung  (1). 

2*  Die  einer  Biohtung  konjugierte 
Gfrerade.     Bei  fester  Richtung  a,  ß  ist  (1)  eine  lineare  Gleichung  für 
^0,  Vo  (§  9,  (22);  (8)).   Es  folgt  daher  mit  Unterdrückung  des  Index  0: 

Staade,  Fliehen  rweiter  Ordnung.  *  4 


Fig.  63. 


cc/S 
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Der  Ort  der  Mittdputikte  eines  Systems  paralleler  Sehnen  von  ge- 
gebener Richtung  a,  ß  ist  eine  gerade  Linie: 

(2)  ccg^ix,  y)  +  ßg^{x,  y)  -  0, 

welche  die  der  Richtung  a,  ß  konjugierte  Gerade  heißt.^) 

Ihre  Gleichung  kann  nach  §  9,(8);  (11);  (14)  auch  in  der  Form: 

«Äi(rc,  y)  +  ßh,{x,  y)  +  h^{a,  /3)  =  0 
oder  nach  §9,(13)  in  der  Form: 

(3)  h,{a,ß)x+\(a,ß)y  +  \(a,ß)^0 
geschrieben  werden. 

3.  Sehne  von  gegebenem  Mittelpunkt.  Bei  festem  Punkte  rro^y^^ 
bestimmt  die  Gleichung  (1),  wenn  g^^  und  g^^  nicht  beide  verschwinden, 
die  Richtung  a,  ß  der  Sehne,  so  daß  sich  mit  Rücksicht  auf  §  10,  (3) 
ergibt: 

Ein  gegebener  Punkt  x^,  y^  ist  im  allgemeinen  (vgl  jedoch  4)  der 
Mittelpunkt  einer  bestimmten  Sehne,  deren  Gleichung  lautet: 

(4)  9t\^  -  X,)  +  g,\y  -y,)^0 
oder  nach  §9,(9): 

(5)  9,'x  +  g,^y+g,^^s^^0, 

TAitg^  =  0  wird  diese  Sehne  die  Tangente  §  10,  (18)  im  Punkte  XQ^y^, 

4.  Der  Mittelpunkt  der  Kurve.  Wenn  die  Gleichung  (1)  iden- 
tisch in  a:i3  erfüllt  ist,  also  (vgl.  §7,  (22)): 

(6)  g,'=-0,     (7,0=0 

ist,  so  tüird  der  Punkt  Xq^  y^  Mittelpunkt  jeder  durch  ihn  gehenden 
Sehne.     Ein  solcher  Punkt  heißt  Mittelpunkt  der  Kurve.^) 

Mit  Unterdrückung  des  Index  0  sagen  wir: 

Ein'  Punkt  x,  y  ist  Mittelpunkt  der  Kurve  (1),  wenn  er  den  Be- 
difigungen  entspricht: 

fj.  j 9i{x,  y)  =  (hi^  +  «12^  +  «13  =  0, 

1  9i{Xy  y)  ==  «21^  +  Ötjsy  +  «28  =  0 . 

5.  Harmonisohe  Pole.  Wenn  in  der  quadratischen  Gleichung 
§  10,(7)  der  mittlere  Koeffizient: 

(8)  /l.  =  0 

ist,  so  sind  die  beiden  Punkte  Pj,  Pg,  auf  die  sich  die  Verhältnis- 
koordinate X  bezieht,  nach  §  8,  (21)  zu  dem  Schnittpunktepaar  iS^,  S^ 
harmonisdi.  Die  Gleichung  (8)  kann  nach  §  10,  (9)  auch  in  den 
beiden  Formen  (vgl.  §8,  (9)): 

(9)  f.^'^x,  +  f^'^y,  +  f,^%  ^  f.^^^x,  +  f^'\j,  +  f,%  ^  0 
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geschrieben  werden  und  ist  in  den  Koordinaten  der  beiden  Punkte  P^ 
und  Pj  symmetrisch. 

Zwei  durch  die  Bedingung  (8)  oder  (9)  verknüpfte  Punkte  P^  und 
P,  sind  also  zu  den  Punkten  S^  und  Sj,  in  denen  ihre  Verbindungs- 
linie die  Kurve  sdineidet,  harmonisch.  Man  nennt  sie  harmonische 
Pole  in  bezug  auf  die  Kurve.  ^^) 

Ist  P^  endlich,  kann  man  ^^=^1  nehmen  und  erhält  statt  (9): 

(10)  <7/^^a;,  + <7,^>V,  +  i7,'»^^-/-/«':i:i  +  /i(*yx  +  /i^*-  0. 

Bei  endlicJmm  P^  kann  man  hier  auch  ^  »  1  setzen^  bei  unendlich  fernem 
Pj  aber  lautet  die  Bedingung  (10)  mit  a;^  =  a^,  y^  —  jS^,  ^2  *=*  0  (I  §  22, 
(13))  mit  Rücksicht  auf  §9,(5);  (11);  (14): 

(11)  g,^'\  +  g^^'^ß,--K{a^ß,)x^  +  h,{a,ß,)y,  +  h{a,ß,)^0. 

Sind  beide  Punkte  unendlich  fem,  iCj :  y^ :  ^^  =  «^ :  ^1 :  0  und 
x^iy^it^^cc^:  ß^:  0,  so  sind  sie  nach  (9)  harmonische  Pole  unter  der 
Bedingung: 

(12)  h, {a,  ß,)a,  +  h,{a,ß,)ß,  =  h(a,ß,)a,  +  K{^ß,)ß,  -  0. 

6.  Involution  harmonisoher  Pole.  Auf  einer  bestimmten  Ge- 
raden, die  die  Kurve  in  zwei  Punkten  S^  und  S^  schneidet,  bestimmt 
die  Kurve  eine  InvoltUion  harmonischer  Pole^^),  den  Inbegriff  aller 
Punktepaare,  die  zu  S^  und  S2  harmonisch,  also  in  bezug  auf  die 
Kurve  harmonische  Pole  sind  (§  8,  6). 

Da  die  Schnittpunkte  S^  und  S^  durch  die  Gleichungen  §  10,(4) 
und  (7)  bestimmt  werden,  lautet  die  Gleichung  der  entsprechenden  In- 
volution  harmonischer  Pole: 

(13)  h{a,  ß)  SS"  +  {g,^a  +  g,^ß){s'  +  5")  +  ^  =  0 
oder: 

(14)  .    /•u  +  /i,(x'+r)  +  /i,A'r-o, 

WO  s' ,  s'  geroeine  und  A',  >L"  multiplizierte  Verhältniskoordinaten  ent- 
sprechender Punkte  der  Involution  sind  (§  8,  (4);  (8)). 

7.  Die  Polare  eines  Punktes.  Nach  (9)  ist  der  Ort  aller  har- 
monischen Pole  Pj  eines  Punktes  P^  eine  Gerade,  welche  die  Pdare 
des  Punktes  P^  heißt.^) 

Die  Polare  eines  Punktes  Pj  =  ^1,  yi,  ^i  tw  hezu>g  auf  die  Kurve 
§  10,  (5)  hat  in  laufenden  Koordinaten  x,  y,  t  die  Gleichting: 

(15)  /;<>>a;+^<^+/i<^<=-o, 

der  man  für  einen  endlichen  Punkt  x^  =  Xq,  yi  ==  y©?  ^  =*  1   SkxiGh  die 

Form  geben  kann: 

(16)  Ox'^.x  +  g^^y  +  g.H^Q, 

4* 
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8.  Konstruktion  der  Polare.  Als  Ort  aller  harmonischen  Pole 
von  Pj  ist  die  Polare  die  Verbindungslinie  zweier  harmonischen  Pole 
Qy^  und  Q^  von  P^  Zwei  beliebige  durch  P^  gelegte  Strahlen  be- 
stimmen nun  in  ihren  vier  Schnittpunkten  S^,  S^  und  5,^  S^  mit  der 
Kurve  (Fig.  54)  ein  vollständiges  Viereck.  Die  eine  Nebeoecke  dieses 
Vierecks  ist  Pj,  die  Verbindungslinie  der  beiden  anderen  Nebenecken 
üj  und  JZj  ist  die  Polare  von  Pj.^)  Denn  sie  schneidet  die  beiden 
Seiten  S^S^  und  S^S^  des  Vierecks  in  zwei  Punkten  Q^  und  Q^,  von 

Ff-oc.^/3^0 


Fig.  64 


Fig.  55. 


denen  jeder  zu  den  beiden  auf  der  Seite  liegenden  Ecken  Sj,  Sj,  be- 
züglich S3,  S^,  und  der  auf  ihr  liegenden  Nebenecke  P^  harmonisch 
ist  (I§  27, 4,1). 

Liegt  Pi  unendlich  fem,  so  werden  die  Seiten  S^S^  und  S^S^ 
parallel  (Fig.  55). 

9.  Polare  und  Tangente.  Der  Punkt  P^  liegt  immer  dann  und 
nur  dann  selbst  auf  seiner  Polare  (15),  wenn  (§  9,(6)): 

(17)  /-/i'tj  +  A^'Vi  +  f,'\  =  fi^i,  yi.  ti)  =  0, 

also  wenn  er  auf  der  Kurve  liegt  (vgl.  §  8,  3).  Die  Polare  (15)  ist 
dann  nach  §  10,(17)  die  Tangente  in  dem  Punkte.  ^^)  Es  gelten  also 
die  Sätze: 

I.  Ein  Punkt  liegt  immer  dann  und  nur  dann  mit  seiner  Polare 
vereinigt,  wenn  er  ein  Punkt  der  Kurve  ist;  oder: 

IL  Ein  Punkt  ist  immer  dann  und  nur  dann  sein  eigener  har- 
monischer Pol,  wenn  er  auf  der  Kurve  liegt. 

in.  Die  Polare  eines  Punktes  der  Kurve  ist  seine  Tangente. 

Vorausgesetzt  ist  dabei,  daß  der  Punkt  eine  bestimmte  Polare  hat 

10.  Polare  und  Tangentenpaar.  Die  Schnittpunkte  T^  und  7^ 
der  Polare  (15)  des  Punktes  P^  mit  der  Kurve  genügen  den  beiden 
Gleichungen : 
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(18)  A<"'a;+/i<'>y+/-,^'^<=-0,    /•(z,y,0-O, 

also  auch  der  Gleichung  §  10,(23)  des  Tangentenpaares  vom  Punkte 
Pj  an  die  Kurve: 

(19)  fnfi^,  y,  t)  -  (/i'"^  +  U'^'y  +  U''^()*  =  0, 

und  umgekehrt  genügen  die  gemeinsamen  Punkte  des  Tangentenpaares 

(19)  und  der  Kurve /"(rr,  y,  ^)  =  0  dei:  Gleichung  (15).    Also  (Fig.  54): 
Die  Schnittpunkte  T^ ,  T^  der  Polare  des  Punktes  P^  mit  der  Kurve 

sind  die  Berührungspunkte  der  von  Pj  an  die  Kurve  gelegten  Tangenten, 

11.  Polare  und  konjugierte  Glerade.  Die  Polare  des  unendlich 
fernen  Punktes  a,  ß,  0  (Fig.  55)  ist  nach  (11): 

(20)  h,{a,  ß)x  +  Ä,(«,  ß)y  +  \{a,  ß)  -  0, 

also  die  Gerade  (3): 

Die  Polare  des  in  der  Richtung  a,  ß  unendlich  fernen  Punktes  ist 
die  der  Richtung  konjugierte  Gerade. 

12.  Polare  des  Mittelpunktes.  Da  für  den  Mittelpunkt  der 
Kurve  die  Bedingungen  (6)  hestehen,  so  folgt  aus  (16),  falls  nicht 
auch  g^^  ==  0  (§  10,  (26))  ist: 

^       Die  Polare  des  Mittelpunktes  ist,  wenn  er  kein  Doppelpunkt  ist^ 
die  unendlich  ferne  Gerade.^) 

13.  Die  Koordinaten  der  Polare.  Da  die  Koeffizienten  der 
Gleichung  (15)  die  Koordinaten  der  Polare  des  Punktes  P^  sind,  so 
folgt  mit  Weglassung  des  Index  1: 

Die  Koordinaten  der  Polare  des  Punktes  Xy  y,  t  sind: 

9«^  "=  A  =  «21^  +  (hiV  +  «28^ 
^«  =  /*3  ^^^  ^81^  +  <^9iy  +  «»8^ 

i€0  Q  einen  Proportionalüätsfaktor  bedeutet. 

Mit  Rücksicht  auf  §  10,(28)  folgt  dabei: 

Jeder  Punkt  x,  y,  tj  der  nicht  Doppelpunkt  der  Kurve  ist,  hat  eine 
bestimmte  Polare. 

14.  Besiehnng  der  Polaren  zweier  harmonisoher  Pole.  Die 
Doppelform  (9)  der  Bedingung  zweier  harmonischer  Pole  hat  mit 
Rücksicht  auf  (15)  die  Bedeutung: 

L  Von  ewei  liarmonischen  Polen  liegt  jeder  auf  der  Polare  des 
andern;  oder: 

n.  Liegt  der  Punkt  P,  in  der  Polare  p^  des  Punktes  P^,  so  geht 
die  Pclare  p^  von  P^  durch  P^  (Fig.  56). 

Hieraus  folgt  nach  9,  III: 
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IIL  Die  Polare  p^  eines  Punktes  P^  einer  Tangenie  t  geJd  stets 
durch  deren  Bervhrungspunlct  T  (Fig.  56). 

\     --  Femer  in  Rücksicht  auf  12: 

IV.   Die    Polare    eines    unendlidi 


\^^  ^-  fernen  Punktes  geht  durch  den  Mittel- 

^^r'-'-^fFz  punkt  {M  in  Fig. 55). 

Dieser   ist    der   Schnittpunkt   der 
Polaren  zweier  unendlich  ferner  Punkte. 

15.   Polaren    der   Punkte    einer 
Punktreihe.     Die   Polaren  p^  und  p^ 

zweier    Punkte    P^  =  ^i?  Vu  h     ^°^ 
Fig.  56.  Pg  =  x^y  y,,  ^  sind  nach  (15): 

(22)  X,  =  /;<»)a;+/i<')y +  /•/*'<  =  0,    X,  - /i(«>x  +  ^(»V +  /".<*><- 0, 

WO  Xi,  Xj  (I§  18,(10))  als  Abkürzungen  für  die  linken  Seiten  dienen. 
Die  Polare  irgendeines  Punktes: 

P  —  Xi  +  Arr,,  yi+Aj/g,  t^+ U^ 

der  Verbindungslinie  P^  P^  (I  §  22,  (24'))  ist  mit  Rücksicht  auf  die  Be- 
deutung §  9,(5)  der  in  rc,  y,  t  linearen  Ausdrücke  fj^(x,  y,  t): 

oder: 

(23)  X^  +  XX^^O, 

Daraus  ergibt  sich  (I  §  66, 1): 

I.  Die  Polaren  der  Punkte  einer  Punktreihe  bilden  einen  ihr  pro- 
jektiven Strahlbüschel^^);  oder  abgekürzt: 

II.  Durchläuft  ein  Punkt  eine  Gerade^  so  dreht  sich  seine  Polare 
um  einen  Punkt 

in.  Vorausgesetzt  ist  hierbei,  daß  die  beiden  Geraden  (22)  zwei 

bestimmte  und  getrennte  Geraden  sind. 

16.  Der  Pol  einer  Geraden.  Unter 

der   gleichen  Voraussetzung  entspricht 

'  daher  einer  Geraden  q  der  Ebene  ein 
Punkt  Qy  durch  den  die  Polaren  aller 
Punkte  der  Geraden  gehen  und  der  der 
Pol  der  Geraden  heißt.''') 

I.  Der  Pol  Q  einer  Geraden  q  ist 
^^*-  ^^-  der    Schnittpunkt    der  ^  Polaren    jp^,  p^ 

zweier  Punkte  Pi,  Pg  der  Geraden  (Fig.  57). 

n.  Die  Polaren  aller  Punkte  einer  Geraden  gehen  durch  deren  Pol 
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Da  hiemach  der  Pol  Q  der   Geraden  q  auf  den  Polaren  ^^^  p^ 
zweier  Punkte  Pj,  Pg  von  q  liegt  (Fig.  57),  so  geht  nach  14,11  die 
Polare  Ton  Q  durch  jeden  der  Punkte  Pj,  Pj,  ist  also  q  selbst: 
ni.  Eine  Gerade  ist  die  Polare  ihres  Poles,  oder: 
IV.  Der  Pol  einer  Geraden  ist  der  Punkt,  dessen  Polare  sie  ist. 

17.  Fol  und  Berühningspunkt.  Um  den  Pol  der  Tangente  q^ 
im  Punkt  Q^  der  Kurve  zu  finden,  hat  man  nach  16, 1  die  Polare 
zweier  Punkte  Pj,  Pj  von  q^  zum  Durchschnitt  zu  bringen,  wobei 
man  P^ »  Q^  wählen  kann.  Die  Polare  von  Qq  ist  nach  9,  IQ  q^  selbst, 
und  die  Polare  p^  von  P^  geht  nach  14,  III  durch  Q^,  so  daB  Qq  der 
Schnittpunkt  von  g^  und  p^  ist: 

Der  Pol  einer  Tangente  ist  ihr  Berührungspunkt, 

18.  Die  Koordinaten  des  Poles.  Sind  u,  v,  s  die  Koordinaten 
der  Geraden  p  und  x^,  t/j,  U  und  x^,  y^,  t^  die  Koordinaten  zweier 
Punkte  Pi  und  P^  der  Geraden,  so  ist  (I  §  22,  (15)): 

^1  yii 


Vi  h 

h    ^1 

u:v:w  — 

m 
■ 
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(24) 

Für  die  Koordinsteo  des  Poles  P,  des  Scbnittpunktes  der  Geraden  (22), 
ist  (I  §  22  (15')): 


(25)  x:y:t  = 


^^ii)fU)i  .fU)f^m 


oder  nach  dem  Multiplikationssatz  der  Determinanten  (I  Anm.  l,y,  2,  (3)) 
mit  einem  Proportionalitätsfaktor  6  (§9,(16)): 

I6x==  -Fj «  Ai^u  +  A^^v  +  Ä^iSy 
öy^F^^  A^^u  +  ^„ü  +  A^^s , 
<y^  «  Pj  =  ^l^M  +  A^^V  +  ^53«  . 

Für  die  Koordinaten  x,y,  t  des  Poles  einer  Geraden  u,  v,  s  gelten  die 
Formeln  (26). 

Jede  Gerade  u,  y,  s,  für  welche  die  hierin  nach  Analogie  von 
§  9,  (5)  mit  Fj^  heMeichneten  linearen  Funktionen  ihrer  Koordinaten  m,  v,  s 
nicht  sämtlich  verschwinden^  hat  einen  bestimmten  Pol 

Wenn  die  Determinante  A  (§  9,  (15))  +  0  ist,  sind  die  Gleiichun- 
gen  (26)  die  Auflösungen  (I  Anm.  2,  II,  2)  der  Gleichungen  (21),  ent- 
sprechend dem  Satze  16,  III. 

Wenn  ^  «  0,  können  die  Gleichungen  (26)  noch  den  Pol  der 
Geraden  u,  v,  s  bestimmen,  ohne  mehr  Auflösungen  von  (21)  zu  sein. 

19.  Die  Gleiohiing  des  Poles.  Wir  entnahmen  die  Koordinaten 
(21)  der  Polare  aus  der  Gleichung  (15)  mit  Weglassung  des  Index  1.. 
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Umgekehrt  können  wir  aus  den  Koordinaten  (26)  des  Poles  unter 
Hinzufügung  des  Index  1  die  Gleichung  entnehmen: 

Die  Gleichung  des  Poles  der  Geraden  Pi=»  w^,  v^y  s^  in  hezug  auf 
die  Kurve  §  10,  (5)  lautet  in  laufenden  Linienkoordinaten  «,  v,  s: 

(27)  i^/^^M  +  Fj^^^t;  +  F^^^^s  =  0, 

wo  F^^^  im  Sinne  von  §  10,  (10)  aus  (26)  zu  bilden  ist. 

20.  Konjugierte  Funkte  und  Gerade.  Geht  eine  Gerade 
j?2  =  Wj,  t?^,  Sg  durch  den  Pol  der  Geraden  pj,  so  genügt  sie  der  Glei- 
chung (27),  so  daß: 

(28)  F^^')u^  +  F^'\  +  F^^')s,  =  0 . 

Diese  Gleichung  kann  aber  mit  Rücksicht  auf  die  Bedeutung  (26) 
der  Fj^,  entsprechend  §  9,  (7),  in  der  Form  geschrieben  werden: 

(29)  F/«)u,  +  F^^^v^  +  j;(»)5,  ==  0 , 

ist  also  in  u^,v^yS^  und  u^jV^,s^  symmetrisch.  Daher  geht  p^  durch 
den  Pol  von  p^. 

Wie  also  die  Gleichung  (9)  nach  14,  I  die  Beziehung  zweier 
Punkte  P^  und  P^  ausdrückt,  von  denen  jeder  mit  der  Polare  des  andern 
vereinigt  liegt,  so  die  Gleichung  (28)  oder  (29)  die  Beziehung  zweier 
Geraden  p^  und  pj,  von  derben  jede  mit  dem  Pol  der  andern  ver- 
einigt  liegt. 

Wir  nennen  zwei  solche  Punkte  P^  und  Pj,  ebenso  zwei  solche 
Geraden  p^  und  p^  in  hezug  auf  die  Kurve  konjugiert. 

Konjugierte  Punkte  bedeutet  dasselbe  wie  harmonische  Pole. 

§  12.  Die  Gleichungen  des  Kreises. 

1.  Die  Normalform  der  Gleichung  des  Kreises.  Die  Gleidiung 
des  Kreises   mit  dem  Mittelpunkt  M  ^  a,b   und  dem  Eadius  r   lautet 

(I  §  12,  (8)): 

(1)  k(x,  y)^(x-  ay+  {y  -  6)«-  r««  0 
oder  entwickelt: 

(2)  k{x,  y)  =  x^+y^-  2ax-2hy  +  e^0,    e^a^+h^-  r^ 

wo  k{Xj  y),  wie  §  9,  (1),  als  Abkürzung  für  die  linke  Seite  der  Glei- 
chung dient. 

Man  nennt  die  Gleichung  in  der  vorliegenden  Form,  wo  der 
Koeffizient  von  x^  +  y*  die  Einheit  ist,  die  Normalform  der  Gleichung 
des  Kreises.^) 


§12,  2—4. 
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2.  QuadraüBChe  Qleiohung  der  Sohnittpunkte  mit  einer  Geradeiu 

Die  für  die  Kurve  ^=«0§9,  (1)  mit  9i,  9%,  gzyh  bezeichneten  Aus- 
drücke §  9,  (8);  (10)  sind  hier: 

(3)  g^^\^x  —  a,    gt^'k^^y  —  hj    9^^^^  — ax  — hy  +  e^ 

h{x,y)^x^+y^. 

Für  zwei  Richtungskosinus  a,ß  ist  daher  (I  §  11,  (12)): 

(4)  Ä(«,^)  =  l- 
Aus  §  10,  (4)  folgt  alsdann: 

Die  gerade  Link: 

(5)  x-^XQ+as,    y-^yo  +  ßs 

schneidet  den  Kreis  (1)  in  zwei  Punkten  S^  und  Sj,  deren  gemeine 
Koordinaten  s^  und  s^  in  iezug  auf  den  Punkt  Pq^  x^y  y^  die  Wurzeln 
der  quadratischen  Gleichung  sind: 

(6)  s^+  2{(Xo-a)a  +  {yo-l>)ß}s  +  k(x^,  y^)  =  0. 

3.  Begriff  der  Potenz  eines  Fonktes.     Das  Produkt  der  beiden 
Wurzeln  der  quadratischen  Oleichung  (6): 

ist  nur  von  a,  h,  r;  Xq,  y^  abhängig,  aber  unabhängig  von  a,  ß.  Daraus 
folgt  mit  Rücksicht  auf  die  Bedeutung  dieser  Wurzeln  (§  10,  1)  als 
relativer  Abstände  der  Punkte  S^ 
und  S^  von  Po  (Fig.  58): 

Sind  S^  und  S^  die  Schnittpunkte 
des  Kreises  mit  einer  durch  den  Punkt 
^Q^  ^Qj  yo  gehenden  Geraden  von 
icechselnder  Richtung,  so  hat  das 
Produkt  der  relativen  Abstände  P^S^ 
und  PqS^  einen  unverände^iichen 
Wert: 

(8)  PoS,.PoS,«Ä(a:o,yo). 

Dieser  dem  Punkt  Pq  eigentümliche 

Wert  heißt  die  Potenz  des  Punktes  Pq  in  bezug  auf  den  Kreis.^^) 

4.  Besondere    Darstellungen    der    Potenz.     Ist   PQJBI^d   die- 
Zentraldistanz  des  Punktes  Pq,  so  ist: 

(9)  (a^o  -  «)*  +  (yo  -  «•)*  =  tP, 
also  nach  (l): 

(10)  H^o>yo)-ä'-r'. 

Die  Potenz  (8)  des  Punktes  Pq  ist  die  Differenz  der  Quadrate  der 
Zentraldistanz  PqM  %md  des  Radius, 


Fig.  58. 
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§  12,  4-0. 


Indem  man  andererseits  die  beiden  Schnittpunkte  5^  und  S^ 
im  Berührungspunkt  T  einer  yon  Pq  an  die  Kurve  gelegten  Tangente 
zusammenfallen  läßt,  erhält  man  aus  (8): 

(11)  F,T.P,T^lc{x,,y,). 

Die  Potenz  des  Punktes  P^  ist  das  Quadrat  der  Länge  der  von 
Pq  an  den  Kreis  gelegten  Tangente. 

6.  Abhängigkeit  der  .Potenz  von  der  Lage  des  Ponktes.  Indem 
wir  den  Index  0  fallen  lassen ,  wiederholen  wir  die  Sätze  über  die 
Potenz  in  folgender  Form: 

Wird  die  linke  Seite  k(x,y)  der  Normalgleichung  (l)  des  Kreises 
für  einen  beliebigen  Punkt  P  =-  x,y  der  Ebene  gebildet,  so  gibt  sie  den 
Wert  der  Potene  des  Punktes  P  in  bezug  auf  den  Kreis  an: 

(12)  k{x,  y)  =  PSi .  PSg «  rf«  -  r«  =  (PT)« . 

Die  Potenz  ist  als  Produkt  der  relativen  Längen  PS^  und  PS^ 
oder  als  Differenz  rf*  —  r'  positiv  oder  negativ,  je  nachdem  P  außerhalb 
oder  innerhalb  des  Kreises  liegt  (Fig.  59). 

Für  die  Punkte  des  Kreises  selbst  ist  die  Potenz  Nüll. 

Die  Potenz  des  Mittelpunktes  M  ist: 

(13)  k{a,b) r>.. 

Bei  negativer  Potenz  ist  die  Tangentenlänge  PT  nicht  reelL 


Flg.  59. 


Fig.  60. 


6.  Tangente  und  Polare  beim  Exeise.  Mittels  der  Ausdrücke 
(3)  ergibt  sich  aus  §  10,  (14): 

Die  Tangente  des  Kreises  (1)  im  Punkte  P^  =»  x^y  y^  hat  die 
Gleichung: 

(14)  {x^ -  a)(^  -  ^o)  +  (yo -  *)(y  -  yo)  =  0 
oder  auch  nach  §  10,  (18): 

(15)  {x,  -  a){x  -  a)  +  {y,'-b){y  -  6)  -  r^==  0 . 


§  12,  6-9.  59 

Für  die  Pclare  eines  Punktes  Pq  in  bezug  auf  den  Kreis  ergibt 
sich  ans  §  11;  (16)  ebenfalls  die  Gleichung  (15). 

Da  die  Koeffizienten  von  Xy  y  in  dieser  den  Kichtungskosinus  der 
Zentrallinie  MP^  proportional  sind  (I  §  12,  (8)),  so  folgt  (I  §  17,  (6)): 

Die  Polare  T^  T,  des  Punktes  P«  (Fig.  60)  steht  auf  der  Zentral- 
linie MPq  {die  Tangente  auf  dem  Badius)  senkrecht. 

Die  Punkte  Pq,  Q]  S^,  S,  auf  üfP^,  unter  Q  den  Schnittpunkt  von 
Zentrallinie  und  Polare  verstanden,  sind  harmonisch  (Fig.  60). 

7.  Ort  der  Mittelpunkte  paralleler  Sehnen.  Der  Ort  der  Mittel' 
puf^äe  aller  Sehnen  des  Kreises  von  gegebener  Richtung  a,  ß  ist  nach 
§  11,  (2)  mit  den  Werten  (3): 

(16)  a(^-a)  +  /3(y-6)-0. 

also  der  zur  JSicktwng  a,  ß  senkrechte  Durchmesser  (I  §  16,  (17);  §  17,  (6)). 

8.  Der  Nullkreis.  Mit  Rücksicht  auf  (3)  und  (1)  lauten  die  Be- 
dingungen des  Doppelpunktes  §  10,  (25)  beim  Kreise: 

(17)  x^a,    y^hy    r  =  0. 

Der  Kreis  hat  einen  Doppelpunkt,  seinen  Mittelpunkt^  wenn  sein 
Radius  verschwindet. 

Der  Kreis  mit  verschwindendem  Radius: 

(18)  (a:-a)^+(y-6)»=0 

ist  aber  nach  §  7,  (39)  der  Punktkreis  oder  NuUkreis  oder  das  Kreis- 
strahlenpaar;  er  zerfallt  in  die  imaginären  Linien: 

(19)  (a:-a)  +  z(y-&)  =  0,    (x  ^  a) -i(y  ^b)  ^0. 

9.  Die  allgemeine  Gleichung  des  Sxeises.  Im  Gegensatz  zur 
Normalgleichung  bilden  wir  mit  vier  beliebigen  Konstanten  A,  B,  C,  D 
die  allgemeine  Gleichung  des  Kreises: 

(20)  Cix^+y")  -  2Ax  -  2Py  +  D  =  0. 

Sie  kann  auf  die  Form  (1)  oder  (2)  gebracht  werden  mit: 

(21)  a  =  ^,    6-p;    6=»^,    r^ ^gr 

Sie  stellt  daher  für  (7  +  0  einen  reellen  Kreis  oder  einen  Punkt- 
kreis  oder  einen  imaginären  Kreis  dar,  je  nachdem: 

(22)  Ä^  +  ff-^CD>0,    «0     oder<0. 
In  homogener  Form: 

(23)  C(x*  +  y*)  -2 Axt-- 2Byt  +  Dt^^O 

um£ELßt  sie  außerdem  für  C  »  0  ein  Geradenpaar ,  das  aus  einer  end- 
lichen Geraden: 


60  §  12,  9-12. 

(24)  2ÄX  +  2By  -Dt^O 

und  der  unendlich  fernen  Geraden  t=^0  besteht,  und  für  (7=0,  J  =0, 
J?  =  0  die  doppelte  unendlich  ferne  Gerade. 

Im  ersten  Falle  ist  der  Mittelpunkt  a,  h  nach  (21)  in  der  Richtung 
A :  B  unendlich  fem^  im  zweiten  unhehtimmt, 

10.  Die  imaginären  Kreispunkte.  Für  (7^=0,  also  wenn  die 
unendlich  ferne  Gerade  ^ »  0  der  Kurve  (23)  nicht  ganz  angehört, 
schneidet  sie  den  Ereis  in  dem  Punktepaar: 

(25)  a;*+ y*=  (ic  +  iy)(a:  — ly)  ==  0,   ^  =  0   oder  a;:y:^— 1  :±i:0, 

das  von  den  Konstanten  des  Kreises  ganz  unabhängig  ist. 

AJUe  Kreise  schneiden  die  unendlich  ferne  Gerade  in  demselben 
imaginären  PunMepcuir,  den  ,, imaginären  Kreispunkten^',^) 

11.  Die  Gleichung  des  Kreises  in  Linienkoordinaten.  Eine 
Tangente  des  Kreises  ist  dadurch  gekennzeichnet,  daß  ihr  senkrechter 
Abstand  vom  Mittelpunkt  M  gleich  dem  Radius  r  ist.  Hat  nun  eine 
Gerade  die  homogenen  Koordinaten  u,  t?,  s  (I  §  22,  1),  so  ist  ihr  Ab- 
stand ä  vom  Punkte  M  ^  a,  b,  abgesehen  vom  Vorzeichen  (I§  19,(17)): 

(26)  ^^au  +  6t;  +  a 

Die  Bedingung,   daß  die  Gerade  Tangente  des  Kreises  (1)  ist,   wird 

daher:  • 

{au  +  bv  +g)*_    2 
u*  +  v*       ~^^  y 
oder: 

Die  Gleic/iung   des  Kreises  mit  dem   Mittelpunkt  a,  b  und  dem 

Radius  r  in  laufenden  Linienkoordinaten  u,  v,  s  lautet^^): 

(27)  {au  +  bv  +  sy—(u^+  v^)r^ -  0. 

Mit  r  =  0  stellt  diese  Gleichung,  deren  linke  Seite  dann  ein  voll- 
ständiges Quadrat  wird,  den  doppelt  gerechneten  Mittelpunkt  in  Linien- 
koordinaten dar  (I  §  22,  (2')). 

12.  Bestimmung   eines  Kreises   durch   drei  Punkte.     SoU   der 

Kreis  (20)  durch  drei  gegebene  (endliche)  Punkte  x^^  y,.  (i  =  1,  2,  3) 
gehen,  müssen  die  drei  Konstanten  Verhältnisse  G :  A:  B:  D  den  drei 
Gleichungen  genügen: 

(28)  C{x^^  +  y/)  -  2^ic,  -  2£y,  +  D  «  0 . 

Die  Gleichung  des  dem  Dreieck  x^^y^'^  ^2?  ^2?  ^«>  Vz  ufnbeschriebenen 
Kreises  (Umkreises)  ist: 


§  12,  12.     §  18,  1-2.  61 


(29) 


X*  +y^     X     y      1 

V  +  y«*   ^2   y»    1 
V+y»'  ^8   y»   1 


-0. 


Die  fünf  Punkte,  die  nach  §  9,  9  einen  Kegelschnitt  bestimmen, 
kommen  hier  auf  drei  zurück,  weil  der  Kreis  als  solcher  nach  10 
schon  durch  die  beiden  imaginären  Kreispunkte  geht. 

§  13.  Tangenten  der  Ellipse,  Hyperbel  und  Parabel. 

1.  Vereinigte    Gleichung  der   Ellipse   und   Hyperbel.     In   die 

Gleichung  der  Mipse    (§  1,  (13)): 

(1)  ^(^,y)='r!  +  f-;-i  =  o 

begreifen  wir  zugleich  die  Hyperbel  (§  1,  (13'))  und  die  ,,imaginäre 
Ellips^^^^)  ein,  indem  wir  das  Vorzeichen  von  6*  oder  von  a?  und  V 
als  umkehrbar  vorbehalten. 

Die  in  §  9,  4;  5  eingeführten  Abkürzungen  werden  für  die  Glei- 
chung (1): 

(2)  9i{Xy  y)  «  \{x,  y)  ^  ^,,    g^{x,  y)  =  \{x,  y)--^,, 

9s{x,  y)  =  ~  1 ;  h(x,  y)  =  f,  +  p- 

Der  Anfangspunkt  x^O,  y  ==  0  ist  nach  §  11,  (6)  der  Mittel- 
piinkt  (§  1,  5).    Ein  Doppelpunkt  ist  nach  §  10,  (26)  nicht  vorhanden. 

2.  Gleichung  der  Tangente.  Aus  §  10,  (18)  folgt  als  Gleichung 
der  Tangente  der  Kurve  (1)  im  Punkte  Xq,  y^: 

(3)  ^  +  M_i==o, 
wobei  (§  10,  (12)): 

(4)  5r  +  |r*-l=0. 

Für  die  Ricktangskosinus  Og,  ß^  und  die  absolute  Länge  Pq  des  vom 
MiUdpunkt  0  auf  die  Tangente  gefäUten  Perpendikels  ergibt  sich  daher 
(I  §  17,  (6);  (9)): 

(5)  «o  =  ^;T»,      ßo-'-f' 

(6)  P, ..,-..-  • 

V^«    ,  vi 

'    a*  ^  b* 
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Die  Hessesche  Normalform  der  Gleichung  der  Tangente  (I  §  17,  (10)) 
lautet  dann: 

(7)  i'o(¥  +  ^-l)=0. 

3.  Abstand&pTodukt  der  Brennpunkte  von  der  Tangente.    Die 

senkrechten  Abstönde  w^,  «^  ^®^  Brennpunkte  x  ^  +^e,  y  =  0  von  der 
Tangente  (7)  werden  (I  §  17,  (11)): 

(8)  n,-i>o(^-l),      n,^ p,[-'-^ -  l) 
und  ihr  Produkt: 

(9)  «i«,  =  V(l-e'^')- 
Eliminiert  man  aber  y^  mittels  (4)  aus  (6),  so  erhält  man: 

(10)  '  ^ 


Das  Produkt  der  rdativen  (I  §  17,  3)  Abstände  der  Brennpunkte 
der  Ellipse  oder  Hyperbel  von  einer  laufenden  Tangente   ist  unver- 
änderlich^*): 
(11)  ni«,  =  6«. 

4.  Tangente   und  Brennstrahlen.     Die  Brennstrahlen  FP  und 
F'P  eines  Punktes  P  =  x,y  der  Kurve  (1)  haben  die  Polarkoordinaten 

(I  §  12,  (8)): 


(12) 


A«7        \ 


Die  Richtungskosinus  der  (nach 
0  gerichteten)  Tangente  t  im  Punkte 
P  (Fig.  61)  entnehmen  wir  mit 
Unterdrückung  des  Index  0  aus  (5) 

^  "^  und  (6)  (I  §  17,  (5)): 


TTi  0     fit  ^_ 

Für  die  Winkel  o  und  co'  zwischen 
Brennstrahlen  und  Tangente  (Fig.  61)  ist  daher  (I  §  13,  (3)): 

cos  CD 

oder  nach  §  1,  (12): 

epy  l        ex\                 ,             epy  /      ,  ex\ 
cos  CO  =  -  i^f-  [a ) ,     cos  03  = ,—  (»  +  -r ) , 


--ffr'-?.).  —'—F  (-?--?) 


§  18,  4-5. 


ea 


oder  far  EUipse  und  Hyperbd  (-  V  für  V)  nach  §  4,  (35)  bezüglich: 


(14) 


COS  CO 


COSG) 


epy 
ah 


1    7 


C08G} 


cos  CJ    «  ±     /rV  , 


a6*  '  -^    aö' 

wo  bei  der  Hyperbel  die  obem  Zeichen  für  den  rechten,   die  untern 
fdr  den  linken  Zweig  gelten.     Danach  ist  bezüglich*^): 

(15) 


coso 


cos  o 


cos  CO 


cosco. 


Die  Tangente  halbiert  hei  der  Ellipse  den  Außenwinkd,  bei  der 
Hyperbel  den  Innenwinkel  der  Brennstrahlen  (Fig.  61,  62). 


-^r' 


Fig.  68. 


Fig.  6S. 


6.  Konstruktion  der  Tangente.  Nach  diesem  Satze  kann  die 
Tangente  durch  Halbierung  des  Winkels  der  Brcnnstrahlen  konstruiert 
werden. 

Konstruiert  man  aber  die  Punkte  der  Kegelschnitte  nach  der 
Parameterdarstellung  §  6,  1 — 4,  so  erhält  man  zugleich  auch  die  Tan- 
genten in  folgender  Weise. 

Die  Tangenten  der  Ellipse  §  6,  (2)  und  des  Kreises  über  der 
großen  Achse  §  1,  (21)  in  entsprechenden  Punkten  Pq^^Xq^  y^  und 
-Rq'^*  ^of  Vqj  (§  ^y  2)  haben  nach  (3)  die  Gleichungen: 


r.8  1"    ;.« 


«0  ^  ,  yo  y 


1, 


schneiden  also,  da  nach  §  6,  (4)  Xq  «  Xq\  die  Achse  y  «-  0  in  dem- 
selben Punkte  JJf^,  Da  die  Tangente  des  Kreises  in  R^  und  damit 
der  Punkt  U^  (Fig.  63)  bekannt  ist  (§  12,  6),  erhalt  man  die  Tangente 
der  Ellipse  in  JP^  als  Verbindungslinie  von  P^  und  Uq. 
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Die  Taogente  der  Hyperbel  §  6,  (6)  im  Punkte  P^  =  a:^,  y^: 


^  oc 


schneidet  die  a;- Achse  im  Punkte  x^d^ix^^x^  (§  6,  (7)),  also  im 
JFußpunkt  Qq   der  Ordinate  des  entsprechenden  Punktes  B^  =  x^,  y^ 

des  Kreises  vom  Radius  a. 
Man  erhält  daher  (Fig.  64) 
die  Tangente  der  Hyperbel 
im  Punkte  Pq  als  Verbin- 
dungslinie von  Pq  mit  Qq, 

ß.  Gleiolixing  der  El- 
lipse und  Hyperbel  in 
Linienkoordinaten.  Soll 
die  Gerade: 

(16)     ux  +  vy +1^0 

Tangente  der  Kurve  (1) 
sein,  so  muß  die  Gleichung  (16)  mittels  eines  der  Bedingung  (4)  ge- 
nügenden Punktes  Xq,  y^  auf  die  Form  (3)  gebracht  werden  können^ 
also  zunächst  sein: 

<17)  «  =  --!".,    «-- 


Fig.  W. 


a 


Durch  Elimination  von  Xq,  y^  aus  (4)  und  (17)  folgt  aber: 

(18)  a^u^+b^v^-  1=0. 

Dies  ist  die  Bedingung^  daß  die  Gerade  u,  v  Tangente  der  Kurve 
(1)  ist,  oder  die  Gleichung  der  Ellipse  und  Hyperbel  (1)  in  laufendere 
lAnienJcoordinaten.  **) 

7.  Tangentenpaar  an  Ellipse  oder  Hyperbel.  Das  von  einem 
Punkte  Xq^  y^  an  die  Kurve  (1)  gelegte  Tangentenpaar  hat  nach 
§  10,  (21)  die  Gleichung: 

oder  in  die  Form  §  7,  (33)  gebracht: 

(20)  (yo*  -  6*)  (X  -  x,y  -  2x,ij,  (z  -  Xo)  {y  -  y«)  +  (^o*  -  «*)  (v  -  VoY  -  0 
oder  auch  nach  §  10,  (24): 

(21)   ft; + 1;  - 1)  (^: + 1:  - ,)  -  (y + ?|?  -  !)■  -  o . 

Für  das  vom  Mütdpu/nkt  rr^  —  0,  y^^O  an  die  Kurve  gelegte 
Tangentenpaar  ergibt  sich  daher: 


§  13,  7—8. 
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(22)  a*  +  y.  =  o. 

Es  ist  das  Paar  der  Asymptoten,  die  für  die  Ellipse  imaginär,  f&r 
die  Hyperbel  reeU  sind  (§  1,  (18)). 

Die  Gleichung  (21)  kann  auch  in  der  Form: 

(23)  a«(yo  -  v)*  +  i'i^o  -  ^^Y  -  (^oV  -  Vo^f  =  0 
entwickelt    werden.      Sie    hängt    daher    nur    von    den    Koordinaten 
(I  §  19,  (13)): 

(24)  u  :  V  :  i  '^  y^,  —  y  :  —  (Xq—  x)  :  x^y  -  y^x 

der  Verbindungslinie  der  Punkte  Pq  =  Xq,  y^  und  P  ^  Xj  y  ab  und 
gibt  wieder  die  Gleichung  (18)  als  Bedingung,  daß  diese  eine  Tan- 
gente der  Kurve  ist. 

8.  Besondere  Formen  des  Tan* 
gentenpaares.  Das  Tangentenpaar 
(20)  wird  nach  §  7,  (40)  ein  recht- 
winkliges  unter  der  Bedingung: 


Pig.  65. 


also,   wenn   der   Punkt  Xq,  y^   dem 

Kreise: 

(25)  x^+f'^a^+b* 

angehört.  ^^) 

I.  Der  Ort  der  ScheitdpunJcte 
aller  rechtwinkligen  Tangentenpaare 
der  Kurve  (1)  ist  der  um  den  Mittelpunkt  der  Kurve  beschriebene  Kreis  {2b), 
Bei  der  Ellipse  (Fig.  65)  ist  er  stets  reeU,  bei  der  Hyperbel 
(Fig.  66),  wo  6*  durch  —  b^  zu  ersetzen  wäre,  ist  er  nur  für  a*  > 
reell  und  zieht  sich  bei 
der  gleichseitigen  Hyperbel 
a«  =  6«  (§  1,  (22))  auf  den 
Mittelpunkt  zusammen. 

Das  Tangentenpaar 
(20)  ist  nach  §  7,  (39)  ein 
JKreisstrahlenpaar  xxnter  den 
Bedingungen: 

also  für  die  vier  Punkte: 

(26)  X, 


y^-vc 


^x 


Pig.  66. 


2__ 


=  a»-6»,    yo  =  0; 


X. 


0,   yo*=i* 


a 


2 


die  reellen  (§  1,  (12))  und  ,,imaginären  BrennpunJcte^'. 


Stande,  Flächen  «weiter  Ordnung. 
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II.  Die  Scheitelpunkte  derjenigen  Tangentenpaare  der  Kurve  (1),  die 
ein  Kreisstrahlenpaar  bilden,  sind  die  Brennpunkte.^) 

9.  Tangenten  der  Hyperbel  auf  die  Asymptoten  bezogen.    Ist 

die  Hyperbel  durch  ihre  Asymptotengleichung: 

(27)  ff(a:,y)  =  2xy-y-0    [gi-y,  g^--x,  g^ y) 

gegeben  (§  3^(15))^  so  erhält  die  Taugente  im  Punkte   x^j  y^  nach 
§  10,  (18)  die  Gleichung: 

(28)  yo^  +  ^oy-2— 0,  (29)     2a:oi/o-Y  =  0 
und  die  Koordinaten: 

(30)  «=--'«^%     «  =  -^- 

Die  Elimination  Yon  x^  und  y^  aus  (29)  und  (30)  gibt  in: 

(31)  eHv  =  1 

die  Gleichung  der   Hyperbel  in  Linienkoordinaten  in  bezug   auf  die 
Asymptoten,  *^) 

Da  aber  die  Koordinaten  Uy  v  einer  Linie  die  negatiyen  reziproken 
Werte  der  Abschnitte  OL,  OM  auf  den  Koordinatenachsen  sind 
(I  §  19,  (2);  (3)),  so  enthält  die  Gleichung  (31)  den  Satz  (vgl.§  3,  (16)): 

(32)  \  OL  '  OM  mi2(D  r^^  \^sm2(o . 

Die  laufende  Tangente  der  Hyperbel  bestimmt  mit  den  Asymptoten 
ein  Dreieck  OLM  von  festem  Flächeninhalt  (in  Fig.  3  liegt  die  Ecke 
M  in  C). 

10.  Gleichung  der  Parabel.     Für  die  Parabel: 

(33)  g{x,y)^y^+2p{x  +  q)^0 
werden  die  in  §  9,  4;  5  eingeführten  Ausdrücke: 

(34)  gi{x,y)='P,    g^{x,y):==^y,    gz{x,y)^p(x  +  2q)', 

Ä(^,j/)  =  y*;   /'i(a?,y)  =  0;   h{^,y)  =  y- 

Nach  §  11,  (6)  und  §  10,  (26)  ist  iveder  ein  Mittelpunkt,  noch  ein 
Doppelpunkt  vorhanden. 

11.  Gleichung  der  Tangente.  Aus  §  10,  (18)  folgt  als  Gleichung 
der  Tangente  der  Parabel  (33)  im  Punkte  Xq,  y^: 

(35)  yoy+P(x  +  Xo+2q)^0, 

wobei  (§  10,(12)): 

(36)  V+2i?(^o  +  «)==0. 

Bei  Annahme  der  Scheitelgleichung: 


1 
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(37)  y«  -  2pa;  «  0 

wird  demnach  für  die  Tangente  im  Punkte  Xq,  j/^: 

(38)  VoV-Pi^  +  ^o)-^,        (39)     yo'-2px,^0, 

12.  Konstruktion  der  Tangente.  Die  Tangente  (38)  schneidet 
die  ic- Achse  im  Punkte  a;  =  — ^Tq.  Man  erhält  daher  die  Tangente 
im  Punkte  P^,  indem  man  die  Abszisse  OQq  (Fig.  67)  nach  rück- 
wärts um  sich  selbst  bis  T  verlängert,  TO  =^  OQ^,  und  T  mit  P^ 
verbindet. 

13«  Tangente  und  Brennstrahl.  Ist  Dq  der  Fußpunkt  der  Direktrix 
auf  der  j;- Achse  und  F  der  Brenupunkt,  so  ist  nach  §  2,  (13);  (14) 
JD^O^OF  und  daher  neben  TO^OQ^  auch  TF^JD^Q^  (Fig.  67). 
Da  aber  DqQq  gleich  dem  Abstand  DPq 
des  Punktes  Pq  von  der  Direktrix  und 
dieser  nach  §  2,  (15)  gleich  FPq  ist,  so 
folgt  TF^FPq.  Das  Dreieck  TFP^ 
ist  daher  gleichschenklig,  woraus  weiter 
hervorgeht**): 

Die  Tangente  halbiert  den  Winkel  2  a} 
zwischen  BrennstraM  t^FPq  und  Direk- 
trixabstand  d^DP^  (Fig.  67). 

14.  Gleichxing  der  Parabel  in  Linien- 
koordinaten.   Soll  die  Gerade  u,  v  Tan- 
gente der  Parabel  (33)  sein,  so  muß  die 
Gleichung  (16)  mittels  eines  der  Bedingung  (36)  genügenden  Punktes 
Xqj  jfQ  auf  die  Form  (35)  gebracht  werden  können,  also  zunächst  sein: 

y- 


Flg.  67. 


Durch  Elimination  von  Xq,  y^  aus  (36)  und  (40)  folgt  aber: 

(41)  pv^+2u-'2qu*'^0 
oder  in  homogenen  Koordinaten  u^  v,  s: 

(42)  pv^  -  2qu^  +  2ms  »  0. 

Diefi  sind  die  Gleichungen  der  Parabel  (33)  in  laufenden  Linien- 
hoordinnten  u,  v,  beeüglich  te,  t;,  s. 

Für  die  Parabel  (37)  wird  entsprechend  •*): 

(43)  pv»— 2w5  =  0. 

Die  unendlich  ferne  Gerade  m==0,  v  =  0,s  =  l  genügt  der  Glei- 
chung (42),  ist  also  stets  Tangente  der  Parabel  (vgl.  §  2,  9). 
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15.  Tangentenpaar  an  die  Faxabel.  Das  von  einem  Punkte 
Xq,  Pq  an  die  Kurve  (33)  gelegte  Tangentenpaar  hat  nach  (34)  und 
§  10,  (21)  die  Gleichung: 

oder  in  die  Form  §  7,  (33)  gebracht: 

(45)  p{x  -  x^)*+  2y^{x  -  x,)(y  -  y«)  -  2{x^  +  q)(if  -  y«)*  =  0 
oder  auch  nach  §  10,(24): 

(46)  {V  +  2p{x,+q) )  [ y»+  2pix  +  «)}-{ y„y  +pix  +  x,+  2q) \  »=  0. 
Diese  Gleichung  kann  in  der  Form: 

(47)  -p\x  -  a:o)*+  2pq{y^^yy-  2p{y^- y){x^y  -  y^x)  -  0 

entwickelt  werden  und  fuhrt  dann  mit  (24)  wieder  auf  (41)  zurück. 
I.  Da  die  unendlich  ferne  Gerade  Tangente  der  Parabel  ist,  geht 
von  einem  unendlich  fernen  Pwikte  nur  noch  eine  endliche  Tangente  an 
die  Parabel,    U.  Es  gibt  keine  zwei  paräßelen  Tangenten, 

16.  Besondere  Formen  des  Tangentenpaarea.  Das  Tangenten- 
paar (45)  wird  nach  §  7,(40)  ein  rechtwinJdiges  unter  der  Bedingung: 

p  -  2(Xq+  q)^0    oder     x^^  Y  -  « • 

I.  Der  Ort  der  Scheitelpunkte  aUer  recht- 
mnJdigen  Tangentenpaare  der  Parabel  ist  (§  2, 
(20))  ihre  Birektnx^)  (Fig.  68). 

Das  Tangentenpaar  (45)  wird  nach  §  7,  (39) 
eiQ  KreisstraMenpaar  unter  den  Bedingungen: 

^o^~  2  -«7  yo=o. 

II.  Der  Scheitelpunkt  desjenigen  Tangenten- 
patres  der  Parabd,  das  ein  KreisstraMenpaar 
bildet,  ist  der  Brennpunkt^)  (§  2,  (19)). 

Fig.  68. 

17.  Paramdterdarstelinng  der  Tangente.  Die  Koordinaten  des 
laufenden  Punktes  Xq,  y^  der  Ellipse  sind  nach  §  6,  (10)  von  einem 
Parameter  X  abhängig: 

Die  Koordinaten  der  Tangente  der  Ellipse  stellen  sich  daher  nach 
(17)  gleichfalls  durch  k  dar: 

Ebenso  ergibt  sich  nach  §  6,  (12)  für  die  Tangente  der  Hyperbel: 
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rAQ\  1    1+X*  1         2X 

und  für  die  Parabel  (37)  nach  §  6,  (14)  mit  Benutzung  von  (40)  für 
q  =^  0  und  —p  fiir|): 

(oO)  ^  =  T«>    ^ T' 

Diese  Parameterdarstellungen  genügen  in  der  Tat  identisch  in  l 
den  Gleichungen  (18)  (bei  der  Hyperbel  mit  —  6*  für  fe*)  und  (43) 
mit  s  «» 1.  Bei  der  Parabel  entspricht  dem  Werte  A  =  oo  die  unend- 
lich ferne  Gerade  w  =  0,  t;  =-  0  (I  §  22,  (7)),  die  nach  14  Tangente  ist. 

18.  Projektive  Punktreihen  auf  swei  Tangenten.  Auf  Grund 
der  Darstellung  (48)  folgt  nun  aus  §  6,  (16)  bei  Vertauschung  von 
X,  tfy  a,  b  mit  w,  t?,  —  1 :  a,  —  1 : 6  als  Gleichung  der  Punktreihe,  in  der 
eine  feste  Tangente  A^  von  der  laufenden  Tangente  X  geschnitten  wird: 

(51)  {au  +  X^bv  +  1)  -  Xi^X^au  -  6v  -  A^)  =  0 

und  damit  wie  dort  der  Satz: 

Zwei  feste  Tangenten  X^  und  X^  der  Ellipse  oder  Hyperbel  werden 
von  der  laufenden  Tangente  X  in  projektiven  Punktreihen  gescfmitten.^) 

Für  die  Asymptoten  liegt  dieser  Satz  schon  in  der  Gleichung  (32) 
(I  §  65,  (9)).") 

19.  Ähnliche  Punktreilien  bei  der  FarabeL  Bei  der  Parabel 
ist  die  Gleichung  der  Punktreihe,  in  der  die  feste  Tangente  Xq  von 
der  laufenden  X  geschnitten  wird,  nach  (50): 

(52)  p{X,v  +  2)  +  X{X,u  +pv)^0. 

Der  Lage  X  ^  oo  der  laufenden  Tangente  entspricht  hier  stets  der  un- 
endlich ferne  Punkt: 

(53)  X^u+pv^O    (I§  22,  (10)) 

der  festen  Tangente  Xq.  Projektive  Punktreihen  aber,  deren  unendlich 
ferne  Punkte  einander  entsprechen,  sind  ähnliche  Punktreihen,  da  hier 
schon  das  einfache  Teilungsverhältnis  (I  §  3,  (27))  von  drei  Punkten 
der  einen  <lem  der  drei  entsprechenden  der  andern  gleich  ist. 

Zwei  feste  Tangenten  Xq  und  X^  der  Parabel  werden  von  der 
laufenden  Tangente  X  in  ähnlichen  PunJctreihen  geschnitten.^) 

20.  Das  Geradenpaar  als  Kurve  zweiter  Ordnung.  Unter  die 
Form  §  9,  (1)  fällt  die  Gleichung: 

=  0 


(54) 

9{^,  y)  -  „.     6 

mit: 
(55) 

X                       y 
3l  "~^>     9%—  ^  i^y 
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Sie  stellt  ein  reelles  (mit  umgekehrtem  Vorzeichen  von  b^  auch 
ein  imaginäres)  Geradenpaar  s^,  $^  sia  Kurve  zweiter  Ordnung  dar. 
Punkte  des  Paares  sind  alle  Punkte  Xy  y^  die  auf  einer  der  beiden 
Geraden  s^  und  s^  liegen.  Der  auf  beiden  Geraden  liegende  Punkt  0 
(a;  =  0,  y  =  0)  ist  nach  §  10,  (26)  Doppelpunkt  der  Kurve.  Jede  durch 
ihn  gehende  Gerade  ist  im  Sinne  von  §  10,  6  Tangente, 

21.    Geradenpaar    und    unendlioh    fernes    Funktepaar.      Die 

Schnittpunkte  des  Paares  (54)  mit  der  unendlich  fernen  Geraden: 

(56)  «'-f.  =  0^    <  =  0 

haben  die  homogenen  Koordinaten:  x,  y^  ^  =»  a,  +  &,  0  und  daher 
die  Gleichung  (I§22,(4')): 

aw  ±  6t;  =  0    oder    a*w*  —  6'»* «  0. 

Alle  Geraden  ti,  v,  s,  die  dieser  Gleichung  genügen,  gehen  durch  einen 
der  beiden  Punkte  (56);  diejenigen,  die  zugleich  durch  0  gehen,  also 
die  Geraden  (54)  selbst,  genügen  außerdem  der  Bedingung  s  —  0 
(I  §  22,  (9)).  Es  bedeuten  also  die  folgenden  Gleichungen  in  Punkt- 
und  Linienkoordinaten: 


(57)    g{x,y) 


das  Geradenpaar  selbst; 


(57') 


a*tt* 


6H»=0 


^58) 


0.  t^O 


das  unendlich   ferne    Punktepaar 
des  Geradenpaares; 

(58'j   aV-6*t;«-0,  s-0 

das  Geradenpaar  selbst. 


das    unendlich   ferne    Punktepa^r 
des  Geradenpaares, 

22.  Farallellinienpaar  und  endliches  Punktepaar.    Ebenso  be- 
deuten die  Gleichungen®*): 


(59) 


f  =  0 


('59') 


flpt^2_  §2^0 


das  ParaUdlinienpaar  senkrecht  zur 
X-Achse; 


(60) 


X 

a 


i-t^-0,  y-0 


das  Schnittpunktepaar  der  Parallel- 
linicn  mit  der  x-Äcfise; 

(60')   a«w»  ~  5*  =  0,  t;  =  0 

das  Paralldlinienpaar  selbst. 


dessen  Schnittpunktepaar   mit  der 
X-Achse, 

Während  also  Ellipse,  Hyperbel  und  Parabel  in  Punkt-  und  Linien- 
koordinaten  je  eine  Gleichung  (1);  (18);  (37);  (43)  haben,  werden 
die  Linienpaare  in  Punktkoordinaten  durch  eine  Gleichung  (57);  (59), 
in  Linienkoordinaten  durch  zwei  Gleichungen  (58');  (60')  dargestellt, 
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die  Punktepaare  umgekehrt  in  Linienkoordinaten  durch  eine  Gleichung 
(57');  (59'),  in  Punktkoordinaten  durch  zwei  Gleichungen  (58);  (60). 

§  14  Konjugierte  Dorclimesser. 

1.  Der  einem  BiirolmieBser  konjugierte  Durchmesser.  Jede 
durch  den  Mittelpunkt  0  der  Ellipse  oder  Hyperbel: 

(1)  i,(a:,y)  =  f;  +  |;-l-0 

gehende  Gerade  heißt  ein  Durchmesser.^) 

Die  nach  §  11;  (2)  und  §  13,(2)  der  Richtung  u^y  ß^  konjugierte 
Gerade: 

ist  nach  der  Form  ihrer  Gleichung  ein  Durchmesser.  Wir  nennen 
ihn  nunmehr,  da  die  Richtung  or^,  ß^  selbst  durch  den  Durchmesser 
dieser  Richtung  charakterisiert  werden  kann,  den  dem  Durchmesser 
Äj,  /Jj  konjugierten  Durchmessen 

Der  einem  Durchmesser  konjugierte  Durchmesser  halbiert  alle  zum 
ersteren  parallelen  Sehnen  (§  11,2).  Er  ist  die  Polare  des  unendlich 
fernen  Punktes  des  ersteren  (§  11,11). 

2«  Zwei  einander  konjugierte  Durchmesser.  Für  die  Richtungs- 
kosinus  cc^,  ß^  des  dem  Durchmesser  cc^^ß^  konjugierten  Durchmessers 
gilt  nach  (2)  die  Proportion  (I§  17,(5)): 

(3)  a,:ß,^-%:^^ 
oder  die  Gleichung: 

(4)  ^  +  ^-0. 

Sie  bestimmt  a^'^ß^  ^^i  gegebenem  cc^iß^.  Da  sie  aber  in  a^,  ß^ 
und  a^,  ßi  symmetrisch  ist,  so  ist  die  Beziehung  zwischen  den  beiden 
Durchmessern  wechselseitig.  Man  nennt  diese  daher  zwei  einander 
konjugierte  Durchmesser"^^)  (g  und  7?  in  Fig.  69  und  70). 

I.  Von  zwei  konjugierten  Durchmessern  der  Ellipse  oder  Hyperbel 
halbiert  jeder  die  dem  andern  parallelen  Sehnen  {SM^  MTm  Fig.  69;  70). 

n.  Zwischen  den  Richtungskosinus  von  zwei  konjugierten  Durch- 
messern der  Ellipse  oder  Hyperbel  (1)  besteht  die  Gleichung  (4). 

in.  Von  zwei  konjugierten  Durchmessern  ist  jeder  die  Polare  des 
unendlich  fernen  Punktes  des  andern. 

IV.  Die  unendlich  fernen  Punkte  «1,  /5i,  0  und  a^,  /Sg,  0  zweier 
konjugierter  Durchmesser  sind  harmonische  Pole  (§  11,(12)). 
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3«  Konjugierte  Durohmesser  und,  Tangenten.  Der  Durchmesser 
Äj,  /Jj  schneide  die  Kurve  (1)  im  Punkte  aj^  =  fi^a^,  ^1=  «(^ft  (§5, 1), 
wo  Q  der  Badinsvektor  des  Punktes  und  £  =  ±  1  ist.  Die  Tangente 
der  Kurve  in  diesem  Punkte  hat  nach  §  13,  (3)  die  Gleichung: 

ist  also  dem  Durchmesser  (2)  parallel. 

Die  Tangenten  in  den  Endpunkten  eines  Durchmessers  sind  dem 
Tconjugierten  Durchmesser  parallel  (Fig.  69;  70). 

4.  Involution  konjugierter  Durchmesser. 

Winkel  der  beiden  konjugierten  Durch- 
messer gegen  die  o:- Achse,  also  (I§  11, 

(11)):  A  :  «1  «  tg  g)i,  /Jg :  «^  =  ^^g  ^s; 
so  folgt  aus  der  Gleichung  (4): 


Sind  (p^  und  q>^  die 


Fig.  69. 


Fig.  70. 


Zwischen  den  Richtungswinkeln  (p^  und  (p^  von  zwei  konjugierten 
Durchmessern  besteht  hei  Ellipse,  bezüglich  Hyperbel  die  Beziehung: 


(5) 


*g9>ltg92  = 


a 


t  j 


(5')     tg  9i  tg  9)j  = 


a' 


Daraus  ergibt  sich  aber  nach  §8,(28): 

Die  Paare  konjugierter  Durchmesser   der  Ellipse    und  Hyperbel 
bilden  eine  StraMeninvolutionJ^) 

Die  Doppelstrahlen  der  Involution  (§  8,  (27)): 


(6) 


tg»g, 


a 


t } 


(6') 


tg>  = 


a' 


sind  die  Asymptoten,  iilso  bei  der  Ellipse  imßginär,  bei  der  Hyperbel  reell. 
Die   Hauptachsen   der   Involution   decken   sich   mit   den  Haupt- 
achsen der  Ellipse  und  Hyperbel. 

Die  Involution  konjugierter  Durchmesser  der  Ellipse  ist  die  all- 
gemeine elliptische^  die  der  Hyperbel  die  allgemeine  hyperbolische 
Involution. 


Bei  der  Ellipse  liegen  zwei  konjugierte  Durchmesser  stets  in  ver- 
schiedenen Quadranten  des  Hauptachsensystems  (Fig.  69);  bei  der 
Hyperbel  liegen  sie  in  demselben  Quadranten  (Fig.  70)  und  sind  zu 
den  Asymptoten  harmonisch. 

Die  Involution  konjugierter  Durchmesser  beim  Kreise  (§  1^  (21)) 
ist  eine  Involution  rechter  Winkel  (§  8,  (30)),  bei  der  gleichseitigen 
Hyperbel  (§  1,  (22))  eine  gleichseitig  hyperbolische  Involution  (§  8,  (33)). 

5»  Besondere  Paare  konjugierter  DuroimieBcier.  Die  Bedingung 
(4)  ist  bei  a*+  V  mit  a^a^  +  ßtßi^^  ii^r  verträglich,  wenn  a^Oj  «  0 
oder  /Si/Sj^O: 

I.  Die  Hauptachsen  der  EUipse  und  Hyperbel  sind  das  einzige 
Paar  rechtwinkliger  konjugierter  Durchmesser  (§  8, 12, 1). 

n.  Bei  der  Ellipse  bilden  die  Diagonalen  des  Rechtecks  der  vier 
Scheiteltangenten   ein   Paar  konjugierter   Durchmesser   (tg  9^  »  & :  a, 

*g  92  =  —  ^  •  ^  i^  (^))- 

HI.  Bei  der  Hyperbel  ist  jede  Asymptote  ihr  eigener  konjugierter 

Durchmesser  ( tg  9?!  =  tg  gjj  =  ±  -    in  (5')j . 

6.  Konjugierte  Durohmesser  als  Koordinatenachsen.  Geht  man 
mittels  der  Substitution  (I  §  14,  (2)): 

von  dem  System  Oxy  der  Hauptachsen  zu  einem  konzentrischen  schief- 
winkligen System  O^rj  über,  dessen  Achsen  die  Richtungskosinus 
«j,  ^1  und  «j,  /3j  haben,  so  wird  die  Gleichung  der  Kurve  (1): 

(8)  g 

wo: 

(9)  h  - 

(10) 

Mit  Rücksicht  auf  (4)  folgt  daher; 

In  bezug  auf  ein  schiefwinkliges  Achsensystem  0i,7i  erhält  die 
Gleichtmg  (1)  immer  dann  und  nur  dann  die  Form: 

(11)  f-;+;;;-i=o, 

wenn  es  aus  zwei  konjugierten  Durchmessern  bestehtP) 
Die  Koeffizienten  haben  dann  die  Werte  (9). 


(7) 


V 

+  "!  +  2v 

l,?-l  = 

=  0, 

-?:+ 

6'  ' 

6« 
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7.  Die  Längen  der  konjugierten  DurchmeBser.  Unter  der  Vor- 
aussetzung^ daß  £  und  t]  konjugierte  Durchmesser  und  damit  v  =^0 
ist,  wiederholen  wir  die  Gleichungen  (9)  und  (10)  in  der  Form: 


(12) 


(120 


«1 ;;!  +  Pi  K2 


a' 


««i^+^«& 


0, 

1 


(13) 


Multipliziert  man  die  Gleichungen  (12)  mit  /Jj,  —  j3^  oder  —  «j,  «i,  die 
Gleichungen  (12')  ebenso  und  addiert^  so  erhält  man: 

k^  sin  C3  •  a^  =  «'ft,  ft*  sin  oj  •  Og  =  —  a*/Si, 

< 

>L'  sin  03  •  /Jj  =  —  ft^cKj,  fi*  sin  oj  •  /Jg  «■  &*ai , 

worin : 

(14)  sin  oj  =  «1  /S3  —  «2  ^, 

und  0)  der  Winkel  der  Achsen  ^,  rj  ist  (I  §  14,(3)). 

Multipliziert  man  die  Gleichungen  erster  Zeile  (13)  mit  a^,  ofg, 
zweiter  Zeile  mit  ß^,  ß^  und  addiert,  so  ergibt  sich  uuter  Weglassuug 
des  Faktors  sino: 

(15)  X'a,'+  li'a,'  =  a%    i«A«  +  (i^ß,'  =  h' 
und  hieraus  durch  Addition  (I§  11,(12)): 

(16)  A»+^«-a«+6». 

Indem  man  anderseits  die  Gleichxmgen  (13)  kreuzweise  multiplizieii 
und  subtrahiert,  findet  man: 

(17)  AV'sin*co  =  a«6«     • 

Zwischen  den  Quadraten  A*,  fi*  der  halben  Längen  von  zwei 
konjugierten  Durchmessern  mit  dem  Winkel  o  und  den  Halbachsen- 
quadraten a^y  h^  bestehen  also  die  Gleichungen  (16)  und  (17),  welche 

die  Sätze  enthalten''*): 

I.  Die  Quadratsamme  der  Längen 
zweier  konjugierter  Durchmesser  ist 
stets   gleich  der    Quadratsumme  der 

S5— y-c    Längen  der  beiden  Hauptachsen, 

II.  Der  Flädieninkalt  des  Paral- 
lelogramms aus  zwei  konjugierten 
Durchmessern  ist  glei^ih  dem  Flächen- 
inhalt des  Bechiecks  aus  den  Haupt- 
achsen (Fig.  71,  72). 

Bei  der  Hyperbel  ist  nach  (17)  wegen  6*<0  auch  eine  der 
Größen  X^,  ft*  negativ.  Ist  etwa  |[t*<0  und  schreibt  man  — /**  für 
11^ y  so  haben  die  beiden  konjugierten  Hyperbeln  §  1,  (23)  in  bezug  auf 


Air 


Flg.  71. 
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(19) 


die  nach  (4)  gemeinsamen  konjugierten  Durchmesser  S,  rj  wie  in  (11) 
die  Gleichungen: 

und  bezüglich  in  den  Achsen  |^  17  die  reellen  Halbmesser  k,  fv.  Die 
Ecken  S=»±^,  i?  =  ±ft  des  Parallelogramms  der  konjugierten  Durch- 
messer (Fig  72)  liegen  dann  auf  den 
Asymptoten: 

X*       11^        ^' 

Bei   der  gleichseitigen  Hyperbel 

§  1,  (22)  ist  in  (16)  mit  h^ a^  auch 

/t*  =»  —  X^j  also  zwei  konjugierte  Halb- 
messer k  und  fi  in  Fig.  72  gleich  lang. 

8.  Der  einer  Bichtung  konju- 
gierte Durohmesser  bei  der  Parabel. 
Bei  der  Parabel  soll  jede  der  Haupt- 
achse parallele  Gerade  ein  Durch- 
messer heifien.^*^) 

Bei  Zugrundelegung  der  Glei- 
chung: 

(20)  i/  «  2px    {h^{x,  y)  =-  0,  h^{x,  y)  «  y,  h^{x,  y) px) 

ist  die  der  Richtung  a,  ß  konjugierte  Gerade  (§  11,  (3)); 

(21)  ßy  -  ap 

ein  Durchmesser  und  heißt  der  der 
Richtung  a,  ß  Jconjugierte  Durchmesser. 
Er  halbiert  alle  Sehnen  von  der 
Sichtung  CK,  /3;  sein  Schnittpunkt  mit 
der  Parabel: 


(22) 


X, 


1  a* 


Vo 


P 


ist  daher  der  Berührungspunkt  der  / 
Tangente  von  der  Richtung  a,  ß.  Man 
kann  demnach  den  Durchmesser  (21) 
auch  als  den  der  Tangente  a,  ß  kon- 
jugierten Durchmesser'^^)  bezeichnen 
(Fig.  73).  Fi«-  78- 

Die  Richtung  a  =»  1 ,  ß  ^  0  hat  keinen  (endlichen)  konjugierten 
Durchmesser. 


(23) 


76  §  14,  9—10. 

9.  Tangente   und  konjugierter  Dnrohmesser  als  Koordinaten- 
achsen.    Greht  man  mittels  der  Substitution  (I  §  14,  (11)): 

x^XQ+ai  +  ari, 

zu  einem  schiefwinkligen  Koordinatensystem  Sl^rj  über,  dessen  An- 
fangspunkt £1 »  Xq,  y^  ist  und  dessen  Achsen  die  Bichtungskosinus 
a,  ß^  und  a,  ß  haben^  so  wird  aus  (20): 

Diese  Gleichung  erhält  wieder  die  Form  (20),  n&mlich''*): 

(25)  'J*"^^^, 
wenn: 

(26)  ^'=0(«'-l),    ßy.^pa,    y*-2px,=  Q, 

also  die  rj-Ächse  eine  Tangente  und  die  i^-AcJise  ihr  konjugierter  Durch- 
messer ist. 

10.  Ähnliche  Kegelschnitte.    Zwei  auf  verschiedene  oder  gleiche 
rechtwinklige  System^  Oxy  und  O'x'y   bezogene  Ellipsen: 

(27)  S  +  F  =  l  (27')       S  +  l^-i 
oder  Hyperbeln: 

(28)  S-|;-»l  (280       «'1-^.  =  1 

sind  ähnlich,  wenn  ihre  Halbachsen  in  demselben  Verhältnis  1 :  m 
stehen,  also: 

(29)  a  =  ma,    V  ^  nih. 
Zwei  Parabeln: 

(30)  y^^2px  (30')  y^^2px' 

sind  bei  beliebigem  Verhältnis  der  Parameter: 

(31)  p'=m|) 
immer  ähnlich,'^^) 

Denn  durch  die  Ähnlichkeitsverwandtschaft: 

(32)  x'^mx,    y'^my  (32')         «'-=;,    t;'=-^ 

(I  §  67,(14);  (15))  der  beiden  Ebenen  Oxy  und  O'x'y  gehen  die  Paare 
(27)  und  (27'),  (28)  und  (280,  (30)  und  (30')  Punkt  für  Punkt  und 
Tangente  für  Tangente  (§  13,(18);  (43))  ineinander  über. 

Sind   die   Systeme  Oxy  und    O'xy    parallel,  werden   die  Paare 


§  14,  10—11. 
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ähnlich  und  ähnlich  liegend;  sind  die  Systeme  Oxy  und  O'x'y'  identisch^ 
fallen  außerdem  die  Mittelpunkte  der  Ellipsen  (27)  und  (27')  oder  der 
Hyperbeln  (28)  und  (28')  und  die  Scheitelpunkte  der  Parabeln  (30) 
and  (30')  jedesmal  zusammen.  Entsprechende  Punkte  liegen  dann 
nach  (32)  auf  demselben  Leitstrahl,  entsprechende  Tangenten  sind 
nach  (32')  parallel. 

In  weiterem  Sinne  sind^  indem   im  für  m  genommen  wird;  auch 
die  reelle  und  imaginäre  Ellipse: 

(33)     s+^:=i       (33-)   -:;-?;==«.' 

und  die  konjugiert  liegenden  Hyperbeln  (Fig.  75): 
(34)  S-l^-1  (34')         - 


einander  ähnlich,  mit  m  =*  0  auch  die  Hyperbel  und  ihre  Asymptoten. 

11.  Konjugierte  Duroh- 
mesaer  ähnlicher  Ellipsen 
und  Hyi>erbeln.  Da  die  Be- 
dingung (4)  nur  das  Ver- 
hältnis a^:h^  enthält;  so 
folgt: 

I.  Konzentrische  ähn- 
liche und  ähnlich  liegende 
Eüipsen  und  Hyperbeln 
(auch  im  weiteren  Sinne) 
haben  gemeifisame  konju- 
gierte Durchmesser  (und 
Asymptoten). 

Da  nun  eine  beliebige 
gemeinsame  Sehne  STyS'T 
zweier  ähnlicher  Kegel- 
schnitte einem  bestimmten 
Durchmesser  parallel  ist 
und  nach  2, 1  von  dem 
konjugierten  in  Jlf  halbiert 
wird,  so  ist  sowohl  SM 
^MT  als  S'M^Mr 
(Fig.  74;  75)  und  folgt 
daher: 

n.    Wenn  eine   Gerade  gwei  Iconzentrisclie,  ähnliche  und  ähnlich 
liegetide  EUipsen  oder  Hyperbeln  schneidet,  so  sind  die  zwischen  beiden 


Fig.  75. 
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enthaltenen  Abschnitte  gleich  SS=-  TT;  und  insbesondere  mit  S^M^  T 
(Fig.  74): 

in.  Eine  Sehne  ST  des  einen  der  beiden  ähiilichen  KegdschniUSy 
die  den  anderen  berührt^  toird  im  Berührungspunkt  halbiert, 

IV.  Beide  Sätze  gelten  auch  für  Asymptotenpaar  und  Ht/perbelJ^) 


m.  Kapitel. 

Die  Kurve  zweiter  Klasse. 

s 

§  15.  Die  allgemeine  Gleichung  der  Kurve  zweiter  Klasse  in  gemeinen 

Linienkoordinaten. 

1.  Begriff  der  Kurve  zweiter  Klasse.  Die  Gleichungen  §  12,  (27), 
§  13,  (18),  (41),  (43)  der  Ellipse,  Hyperbel  und  Parabel  und  §  13,  (57'), 
(59')  des  Punktepaares  in  Linienkoordinaten  m,  r,  bezüglich  u,  v,  s 
haben  das  gemeinsame  Merkmal,  in  u,  t?,  s  vom  zweiten  Grade  zu 
sein.  Wir  betrachten  daher  jetzt  die  allgemeine  Gleichung  zweiten 
Grades  zwischen  homogenen,  auf  ein  rechtwinTdiges  Koordinatensystem 
Oxy  bezogenen  LinienJeoordinaten  u,  v,  s  (I  §  22, 1)*®): 

(1)  F{u,v,s)  =  b,y  +  b^v'+2b,^uv  +  2b,^us  +  2b^^vs  +  b^s^^O, 
wo  die  Koeffizienten  der  Bedingung  entsprechen  sollen: 

(2)  ^,-V 

Jede  durch  eine  Gleichung  von  der  Form  (1)  dargesteiÜe  Kurve 
soll  als  Kurve  zweiter  Klasse  (Strahlenbüschel  zweiter  Ordnung)  gelten 
(I  §  71,  (4')). 

Die  der  Gleichung  genügenden  Geraden  heißen  Tangenten  (§  13,  6) 
oder  Geraden  der  Kurve. 

Mit  5 »  1  geht  man  zu  nicht  homogenen  Linienkoördinaten 
Uj  V  über. 

2.  Ableitungen  der  Funktion  F.  Die  halben  partiellen  Ab- 
leitungen der  Funktion  (1)  bezeichnen  wir  zur  Abkürzung  mit: 

I  F^{u,  V,  s)  -  b^^u  +  b^^v  +  ^l85, 

(3)  F^(u,  V,  s)  «  ftgiM  +  b^^v  +  623S, 

l  J;(m,  V,  s)  =-  ftgiW  +  632 1;  +  633«, 

worauf  identisch  in  w,  v,  s: 

(4)  jFi(m,  V,  s)u  +  F^{u,  v,  s)v  -|-  F^{u,  v,  s)s  =  F(u,  v,  s) 


§  16,  2—4. 
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Tisd  identisch  in  u^,  v^,  5^  uud  u^,  v^,  s^: 

(5)  -Fl  iu,v,s,)u^  +  F^{u^ViS^)v^  +  F^{u^v^s,)8^ 

Hieran  schließen  wir  die  weiteren  Abkürzungen: 

(6)  H{u,  v)  -  b,y  +  2b,,uv  +  b^v^, 

[  H^(u,  v)  —  ftjitt  +  b^^v 
mit  den  Identitäten: 

(8)  H^[u,  v)u  +  H^(.u,  v)v  =  H(u,  i?), 

(9)  ^i(miMw2  +  H^{u,v^)v^  «  fi;(i«2Ü2)t*i  +  H^{u^v^)v^, 

3.  Determinante  der  Kurve.  Die  Determinante  B  der  Koeffi- 
zienten der  linearen  Ausdrücke  (3)  wird,  wie  §  9,  (15),  die  Determinante 
der  Kurve  zweiter  Klasse  (1)  genannt,  ihre  Unterdeterminanten  wie 
dort  mit  jB^,  =  ^^^  bezeichnet.*') 

4«    Transformation   auf  ein   neues   Koordinatensystem.      Der 

Übergang  zu  einem  neuen  recht-  oder  schiefwinkligen  Koordinaten- 
system O'xy  mit  dem  Anfangspunkt  0'  =  Xq,  y^  und  den  Richtungs- 
kosinus o:^,  /Sj  und  or,,  ^^  der  Achsen  x  und  y'  wird  durch  die  Formeln 
vermittelt  (I  §  23,  (2);  (4)  nach  I  §  14,  (11);  (14)  auf  schiefwinklige 
Achsen  ausgedehnt): 

tt'=  «jM  +  /Sjt?,  I  Sm«  A^v!  +  -4,t;', 

(10)  t?'«a,w  +  /3,r,  (11)    St?=  J?,w'  +  5,r', 

s' «=  rc^M  +  y^v  +  5,  I  Ss  =  SxqV+  Sy^'r'  +  Ss'. 

Hier  bedeuten  (I  §  14,  (13))  äTq',  y^'  die  Koordinaten  des  alten  Anfangs- 
punktes 0  im  neuen  System  und  ist: 


(12) 


Ferner  ist: 

(14)  S  =   oj  /?,  0 


(13) 


X^ Cf  1  ^0 


«1  A 

«2  A 


/  / 


=  sm  (ö  =  sin  X  y 


und  sind: 

(15)  A'^A;  ^i^-cfs;  ^«^-Z^u  ^2=«i 

die  Unterdeterminanten  der  gleichnamigen  Elemente  in  der  zweireihigen 
Determinante  Ä   Bei  rechtwinkligem  neuen  System  O'xy  ist  (I§  14,(8)): 

(16)  A^  =  «1,  ^1  =  ft ,  A  ==  «2,  Ä  =  /Jj;  S  ==  1 . 


<19) 
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Geht  nun  die  Gleichung  (1)  vermöge  (11)  über  in: 
(17)      Ä»F(«,  V,  w)  =  6,i'u'*  +  6,j't;'»  +  26„'m'«'  +  2h^,'us' 

+  2b„'v's  +  6,,'s'*  =  0, 
SO  haben  die  neuen  Koeffizienten  die  Werte  (vgl.  (4);  (5)): 

I  &!,'  =  F,  {A, ,  B, ,  Sx,')  Ä,  +  F,  (A, ,  B, ,  Sx,')  B,  +  F,  (A, ,  B, ,  Sx,')  Sx,' 
<18)     b^'^F, (A,,  B„  Syo)  A,  h F, {A,,  B„ Stji) B,+  F, {A,,  B„  Sy^) Sy,' 
(  b,,'=  F,  (A, ,  B, ,  Sx,')  A,  +  F,  (A, ,  B, ,  Sx,')  B,  +  F,  {A, ,  B, ,  Sx,')  Sy,' 
ib,,'^F,(A„B„Sx,')S 

<20)      h^'^b.^S', 

Die  Form  der.  Gleichung  (1)  bleibt  nach  (17)  in  jedem  recht-  und 
schiefunnJdigen  System  dieselbe.  Die  Klasse  der  Kurve  ist  vom  Koor- 
dinatensystem unabliängig}^) 

5.  Geometrische  Bedeutung  der  Elasse.  Mit  s  ^0  (I  §  22,  (9)) 
erhält  man  aus  (17)  die  Bedingung  für  die  durch  den  Punkt  0' 
gehenden  Strahlen  (Tangenten)  der  Kurve  zweiter  Klasse: 

(21)  61/  u»  +  2h^^uv  +  b^'v^  =  0. 

Es  ist  (bei  rechtwinkligem  O'xy)  die  Gleichung  eines  StraMen- 
paares  in  homogenen  Koordinaten  u,  v  des  Strahles  im  Büschel 
(I§  23,2;  §70,(6)). 

Durch  einen  endlichen  Punkt  der  Ebene  gehen  daher  gwei  Tan- 
genten der  Kurve  zweiter  Klasse.^^) 

Dasselbe  folgt  aus  (17)  mit  v^O  für  einen  unendlich  fernen 
Punkt,  denjenigen  der  beliebig  gewählten  y'-Achse  (I§  70,(7)). 

Eine  Ausnahme  tritt  ein,  wenn  alle  Koeffizienten  der  Gleichung 
(21)  verschwinden.  Der  Punkt  gehört  dann  als  Träger  eines  Strahl- 
büschels selbst  der  Kurve  an. 

Für  das  Strahlenpaar  (21)  kann  man,  da  es  nur  auf  den  Punkt 
0'  ankommt,  die  Achsen  x'  und  y  mit  x  und  y  paralld  nehmen,  also 
neben  (16)  noch  a^  =  ß^  =  lj  a^^^ßi^O  und  damit  nach  (13) 
•Xq  =  —  Xq,  yo  ==  —  Po  setzen.     Dann  wird  in  (21): 

<22)      (  *"'  ^  *'*  "  ^^^'^^  "*■  ^^^^^^'  ^"'  '^  ***  ~  ^^^'^^  "^  ^***^^' 
1  ^ij'  ==  ^2  -  ^is^o  -  *23^o  +  633^02/0- 

6.  Bestimmung  der  £urve  zweiter  Elasse  durch,  fünf  Tangenten. 
Dual  entsprechend  dem  Satze  §  9,  9  ergibt  sich  auch  hier: 

Die  Kurve  zweiter  Klasse  ist  durch  fünf  ihrer  Tangenten  bestimmt}*^) 


§  16,  6.    §  16,  1—2. 
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Sind  Uif  Vi,  Si  {i  » 1, 2, . .  5)   die  Koordinaten  der  fünf  gegebenen 
Tangenten,  so  lautet  die  Gleichung  der  Kurve: 


(23) 


tt*     V*    UV      US      vs     s^    ' 

<  Vi«  U,V^    U^S^   V^S,    5i«      _Q 


^6*   «^6*    %^6    ^6h    «^6^5   %*  ; 


§  16.  Tangenten  von  einem  Punkte  an  die  Kurve;  Berührungspunkte, 

1«  Erste  Form  der  Gletohung  des  Tangentenpaares  durch  einen 
Punkt.  Läßt  man  (Fig.  76)  von  einem  Punkte  0'«=  Xq,  y^  der  Ebene 
ein  zu  Oxy  paralleles  Koordinatensystem  O'x'y'  ausgehen,  so  kann 
man  (I  §  23,  2)  als  Koordinaten  eines  Strahles  p  im  Büschel  des 
Punktes  0\  wie  in  §  16,  (21),  die  beiden  ersten  Koordinaten  w',  v'  der 
Geraden  p  im  System  O'x'y'  wählen,  die  sich  wie  die  Richtungs- 
kosinus der  Normale  von  p  verhalten  (die  dritte  s'  ist  Null),  aber 
auch  den  Richtungswinkel  9  gegen  die  ;r'- oder  :r- Achse,  beziehungs- 
weise tg  q>  benutzen.  Zwischen  diesen  Koordinaten  besteht  (I  §  7,  (3)) 
die  Beziehung: 


(1) 


igq, 


M 

V 


Demnach  folgt  aus  §  15,  (21): 

Die  Gleichung  der  beiden  durch  den  PunJä  0'  ==  Xq,  y^  gellenden 
Tangenten  g^,  g^  der  Kurve  zweiter  Klasse: 

(2)  F(w,  t;,  5)  =  0 

lautet  in  der  Koordinate  tg^?  im  Strahlbüschel  0' : 

(3)  6/1  tg* ^  —  2&12  tg  9  +  bn  ^  0 , 
i/00  biiy  fei2,  bn  die  Werte  §  15,  (22)  haben  (§  7  (31)). 


O  -  ^olf. 


^^ 


Pig.  76. 


2.  Zweite  Form  der  Gleichung  des  Tangentenpaares  durch 
einen  Funkt.  Wir  denken  uins  jetzt  den  Punkt  0'  nicht  durch  seine 
Koordinaten  oTq,  y^,  sondern  als  Schnittpunkt  zweier  Geraden  p^  =»  m^,  tj,  s^ 
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und  i?2=  t*8,  t?j,  «2  gegeben  (Fig.  77).  Eine  Gerade  p  des  Strahl- 
büschels an  diesem  Schnittpunkt  hat  alsdann  stets  Koordinaten  von 
der  Form  (I  §  22,  (24)): 

(4)  w  =  t/j  +  Auj ,    V  =  Vj  +  Av, ,    5  ==  «1  +  ASj , 

wo  A  einen  Parameter,  die  Koordinate  des  Strahles  p  im  Büschel^  be- 
deutet*^) Die  Gerade  (4)  gehört  der  Kurve  (2)  an  (ist  Tangente),  wenn: 

(5)  F(ii^  +  Xu^y  Vj  +  At?,,  «1  +  As,)  =  0 
oder: 

(6)  F,,  +  2F,,k  +  F^X\^0. 

Hierin  ist  zur  Abkürzung  gesetzt: 

(7)  F„  =  F(u„  v„  s,),    F,,  =  F(u^,  V,,  5,), 

(8)  F,,  -  F,(')u,  +  F,^'\  +  F,^')s,  =  J\(«)u,  +  F,^'\  +  F.^^s, 
und  (§  15,  (3)): 

(9)  i^,W=l^i(w„i;„0,...,...;    i^i(^)=-i^,(ti„tvs,),...,... 

Die  quadratische  Gleichung  (6)  bestimmt  die  Parameterwerte  A=Aj,Ay 
der  beiden  Tangenten  g^  und  g^  der  Kurve  (2),  die  durch  den  FunM 
Pi  X  P%  hindurchgehen  (§  7,  (30) ;  (34)). 

3.  Berührungspunkt  einer  Geraden  der  Kurve.  Gehört  die 
Gerade  p^  selbst  der  Kurve  an,  so  daß: 

(10)  ■  2^.1  =  0, 

so  ist  die  eine  Wurzel  der  Gleichung  (6)  A^  =  0 .  Soll  auch  die  andere 
Wurzel  A2  =  0  werden,  muß  auch: 

(11)  F,,  =  F.Wu,  +  F,Wv,  +  F.Ws,  =  0 

sein.     Es  folgt  daher  unter  Weglassung  des  Index  2: 

Alle     Geraden    p  ^  u^v,  s,    durch    dereti 

\^s  Schnittpunkt  mit  einer  gegebenen  Tangente  py  =  u^ , 

Pi  ^17^1   ^^*  Kurve  (1)   nur  diese   eine  Tangente 

doppelt  zählend  hindurchgeht,  gehen  durch  einen 

Punkt^')  (Fig.  78) 

(12)  F.^'hi  +  F.^'h  +  F^^'h  -  0 . 

Er  heißt  der  Berührungspunkt  der  Tangente 
(vgl.  §  10,  (17)). 

4«  Sohnittpunktepaar  einer  Geraden  mit 
der  Kurve.     Die  Gleichung  (6)  hat  überhaupt 


Fig.  78. 


zwei  gleiche  Wurzeln  Ai=A2,  weun: 
(13)  F,,F,,-F,\ 


IS 


0. 


§  16,  4-6      §  17,  1.  83 

Durch  den  Punkt  jp^xjpj  geht  dann  nur  eine  Tangente  Qi^  g^  der 
Kurve  (2).    Daher  stellt  bei  festem  u^yV^^s^  die  Gleichung^®): 

(14)  F,,  F{u,  V,  s)  -  {F^^')u  +  F^^'^)v  +  F^^^^sf  -  0 

den  Ort  aller  Geraden  m,  t?,  s  dar  (Fig.  79),  durch  deren  Schnittpunkt 

mit  der  Geraden  w, ,  r, ,  5,  nur  eine  Tan- 

gente   der   Kurve  (2)   geht.     Es  ist  die 

Gleichung  desSchnittpunktepcuires  der  Kurve 

und  der  Geraden  u^,v^fS^   in  laufenden 

Koordinaten  u,  v,  s  (vgl.  §  10,  (23)). 

6.  Begriff  der  Doppelgeraden  (Doppel- 
tangente).  Wenn  für  eine  Gerade  Ml,  t?i,Si:  pig.  79. 

(15)  j;w«o,    F,^')^0,    F^^')^0, 

womit  nach  §  15,  (4)  schon  von  selbst  die  Gleichung  (10)  besteht, 
so  wird  der  BerührungspunJct  (12)  unbestimmt,  oder  die  Tangente 
u^yV^ySy^  der  Kurve  wird  von  jeder  Geraden  m,  t?,5  in  einem  Punkte 
geschnitten,  durch  den  nur  die  Tangente  ^^,^1,^;^  doppelt  zählend 
hindurchgeht  (vgl.  §  20,  20).  Eine  solche  Gerade  heißt  eine  Doppcl- 
gerade (Doppdtangente)  der  Kurve  (2). 

Die  Bedingungen  einer  Doppeltangente  sind  daher  (mit  Weglassung 
des  Index  1)*^): 

F^(u,  V,  s)  =  6ijM  +  b^^v  +  613«  ==  0, 

(16)  J;(m,  V,  s)  =  6giU  +  b^^v  4-  b^^s  =  0, 

-^sK  ^)  «)  ="  K^  +  hi^  +  hs^  =  0. 
6«   Beoht-   und    sohiefwiaklige   Systeme.      Die   Entwicklungen 
2 — 6    gelten    sowohl  für   rechtwinklige  als    auch   für   schiefwinklige 
Koordinaten  t«,  t;,  s. 

§  17.  Harmonische  Polaren  und  Pol  einer  Geraden. 

1.  Harmonisohe  *  Polaren.  Wenn  die  quadratische  Gleichung 
§16,  (6)  zwei  entgegengesetzt  gleiche  Wurzeln  l^  und  X^=  —  A^  hat, 
so  sind  (§  8,  (21))  die  beiden  Tangenten  g^  und  g^  der  Kurve  zweiter 
Klasse  (Fig.  77): 

(1)  F{u,  V,  5)  =  0 

zu  den  beiden  Geraden  p^  und  p^  harmonisch.  Die  Bedingung  hierfür 
ist  das  Verschwinden  des  mittleren  Koeffizienten: 

(2)  F,,=  0. 
Sie  kann  nach  §  16,  (8)  auch  in  den  beiden  Formen: 

(3)  F.Wu,  +  F,Wv,  +  F,Ws^  -  F/»)«i  +  F,^'\  +  F,<%,  =  0 

6 


I 
*  I 

! 
I 


84  §  17,  1-4. 

geschrieben  werden  und  ist  in  den  Koordinaten  u^yVi,  s^  und  u^y  v^^  s^ 
der  beiden  Geraden  p^  und  jp^  symmetrisch. 

Zwei  durch  die  Bedingung  (2)  oder  (3)  verknüpfte  Strahlen  p^  und 
P2  der  Ebene  sind  zu  den  beiden  durch  ihren  Schnittpunkt  gehenden 
Tangenten  g^  und  g^  der  Kurve  (1)  harmonisch.  Man  nennt  sie  har- 
monische Polaren  (vgl.  später  §  18, 1)  in  besfug  auf  die  Kurve.^^) 

2.  Involution  harmonischer  Polaren.  In  entsprechendem  Sinne, 
wie  §  11,  6  gilt  der  Satz: 

Die  Sfirve  zweiter  Klasse  bestimmt  an  jedem  Punkte  der  Ebene, 
von  dem  zwei  Tangenten  an  sie  gelegt  werden  können,  eine  Involution 
harmonischer  Polaren.^*) 

Die  Gleichung  der  Inyolution  lautet,  je  nachdem  für  die  beiden 
Tangenten  die  Gleichung  §  16,  (3)  oder  (6)  zugrunde  gelegt  wird, 
nach  §  8,  10: 

(4)  611  tg  q)'  tg  9"  —  &,2(tg  (p'  +  tg  9")  +  bii  =  0 

oder: 

(5)  F,,  +  F,,(y+n  +  F,,vr^o.  . 

3.  Der  Pol  einer  G-eraden.  Nach  (3)  ist  der  Ort  aller  liarmo- 
nischen  Polaren  p^  einer  festen  Geraden  p^  ein  Punkt,  welcher  der  Pol 
(vgl.  §  11,  7)  der  Geraden  p^  heißt 

Mit  Unterdrückung  des  Index  2  in  (3)  erhält  man: 

(6)  l?;(i)«*  +  F^^^)v  +  F^^'^s  -  0 

als  Gleichung  des  Poles  der  Geraden  Pi^^u^^v^yS^  in  bezug  auf  die 
Kurve  (1)  in  laufenden  Koordinaten  w,  v,  s.") 

Zur  Konstruktion  des  Poles  einer  Geraden  benutzt  man,  genau 
dual  zu  §  11,  8,  das  .vollständige  Vierseit  der  vier  Tangenten  der 
Kurve,  die  durch  zwei  beliebige  Punkte  der  Geraden  gehen.  Die  Kurve 
ist  dabei  als  Tangentengebilde  gegeben  gedacht. 

4.  Pol  und  Berührungspunkt.  Die  Gerade  p^  geht  immer  dann 
und  nur  dann  durch  ihren  Pol  (6),  wenn: 

(7)  j;w«,  +  F,mv,  +  J',<')*,  =  F{u„  v„  s,)  -  i^xi  =  0, 

also  wenn  sie  der  Kurve  angehört.  Der  Pol  (6)  ist  dann  nach  §  16,  (12) 
der  Berührungspunkt  der  Geraden,  also  (§  11,  9): 

I.  Eine  Gerade  liegt  immer  dann  und  nur  dann  mit  ihrem  Pol 
vereinigt,  wenn  sie  eine  Tangente  der  Kurve  ist. 

IL  Eine  Gerade  ist  immer  dann  und  nur  dann  ihre  eigene  har- 
monische Polare,  wenn  sie  eine  Tangente  der  Kurve  ist 

lU.  Der  Pol  einer  Tangente  der  Kurve  ist  der  Berührungspunkt 
der  Tangente^'") 
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5.  Fol  und  Tangentenpaar.  Jede  den  Oleichungen  (6)  und  (1) 
genügende  Gerade  u,  Vy  s  genügt  auch  der  Gleichung  §  16,  (14)  und 
jede  den  Gleichungen  (1)  und  §  16,  (14)  genügende  Gerade  auch  der 
Gleichung  (6).     Daraus  folgt  (§  11,  10): 

Wenn  eine  Tangente  der  Kurve  durch  den  Pol  der  Geraden  p^ 
geht,  so  geht  sie  auch  durch  einen  der  beiden  Schnittpunkte  der  Kurve  mit 
der  Geraden  p^  und  umgekehrt,  oder: 

Die  durch  die  Schnittpunkte  der  Kurve  mit  einer  "beliebigen  Geraden 
gehenden  Tangenten  schneiden  sich  im  Pol  der  Geraden, 

6.  Die  Koordinaten  des  Poles.  Die  Koeffizienten  der  Gleichung 
(6)  sind  bis  auf  einen  Faktor  <s  die  Koordinaten  des  Poles  von 
Pi  «  Ui,  Vj,  6'|,  also  mit  Weglassung  des  Index  1: 

Die  Koordinaten  des  Poles  der  Geraden  u,v,  s  in  bezog  auf  die 
Kurve  (1)  sind: 

i6x^F^^  b^^u  +  ftjjt;  +  b^^s, 
6y^F^^  &21  w  +  b^v  +  6235, 
(ft^F^^  b^^u  +  b^^v  +  b^s . 

Nach  §  16,  (16)  folgt  daher: 

Jede  Gerade  der  Ebene,  die  keine  Doppelgerade  ist,  hat  einen  be- 
stimmten Pol. 

7.  Involutorisohe  Beziehung  zweier  harmonisoher  Polaren.   Die 

Doppelform  (3)  der  Bedingung  harmonischer  Polaren  hat  mit  Rück- 
sicht auf  (6)  die  Bedeutung  (§  11,  14): 

I.  Von  jsurei  harmonischen  Polaren  geht  jede  durch  den  Pol  der 
andern]  oder: 

II.  Geht  die  Gerade  p^  durch  den  Pol  P^  der  Geraden  p^ ,  so  liegt 
der  Pol  Pg  der  Geraden  p^  auf  der  Geraden  p^^  und  mit  Rücksicht 
auf  4,  ni: 

III.  Der  Pol  Pj  einer  Geraden  p^,  die  durch  den  Berührungspunkt 
Pj  einer  Tangefite  p^  geht,  liegt  auf  p^ . 

8»  Pole  der  Strahlen  eines  Büsohels,  Die  duale  Schlußweise 
zu  §  11,  15  gibt  die  Sätze: 

I.  Die  Pole  der  Strahlen  eines  Büschels  bilden  eine  zu  ihm  pro- 
jektive Punktreihe;  oder  kürzer: 

II.  Dreht  sich  eine  Gerade  um  einen  Punkt,  so  durchläuft  ihr  Pol 
eine  Gerade. 

9«  Die  Polare  eines  Punktes.  Diese  Gerade  heißt  die  Polare 
des  Punktes  (§  11,  16). 
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I.  Die  Polare  eines  Punktes  ist  die  Verbindungslinie  der  Pole 
eweier  durch  den  Punkt  gehender  Strahlen. 

II.  Die  Pole  aller  durch  ^  einen  Punkt  gehender  Strahlen  liegen  auf 
dessen  Polare, 

in.  Ein  Punkt  ist  der  Pol  seiner  Polare^  oder: 

IV.  Die  Polare  eines  Punktes  ist  die  Gerade,  deren  Pol  er  ist. 

V.  Die  Polare  eines  Berührungspunktes  ist  seine  Tangente,  die  mit 
ihm  vereinigt  liegt  (§  11,  17). 

10.  Die  Koordinaten  der  Polare.     Wie  in  §  11,  18  folgt: 

Die  Koordinaten  der  Polare  eines  Punktes  x,  y,  t  sind  mit  einem 

Faktor  q: 

(QU  =  /;  -  B^^x  +  B^^y  +  JBi3< , 

(9)  U»  =  /i  *=  B%i^  +  B^y  +  -»28^ 

Jeder  Punkt,  für  den  die  hierin  zur  Abkürzung  mit  /]^  bezeichneten 
linearen  Funktionen  seiner  Koordinaten  nicht  sämtlich  yerschwinden, 
hat  eine  bestimmte  Polare. 

11.  Gleichung  der  Polare.    Wie  in  §  11,  19  geht  aus  (9)  hervor: 
Die  Gleichung  der  Polare  des  Punktes  -Pi  =  i«?i,  yi,  ^  *w  bezug  auf 

die  Kurve  (1)  ist  in  laufenden  Punktkoordituxten: 

(10)  /i(%  +  /i(^>y  +  /i«<-0. 

12.  Konjugierte  Elemente.  Indem  wir,  wie  §  11,  20,  snjoei  gleich- 
namige Elemente  konjugiert  nennen,  wenn  jedes  von  beiden  mit  dem 
Polardement  des  andern  vereinigt  liegt^  haben  wir  in: 

(11)  A^"^,  +  A<'>y,  + /•/»><2  =  0 

und  in  (3)  die  Bedingungen  für  zwei  konjugierte  Punkte  und  Gerade. 
Zwei  konjugierte  Geraden  bedeutet  dasselbe  wie  zwei  harmonische 
Polaren. 


IV.  Kapitel. 

Unterscheidung  der  Kurven  und  ihrer  Polarsysteme 

nach  dem  Rang. 

§  18.  Die  eigentlichen  Enrven  zweiter  Ordnung  und  Klasae  mit 

ihrem  Polarsystem. 

1*  Einteilung  nach  der  Anzahl  der  Doppelelemente.  Die  all- 
gemeine Kurve  zweiter  Ordnung  und  die  allgemeine  Kurve  zweiter 
Klasse  sind  in  §§  9—11  und  §§  15 — 17  in  dual  entsprechender  Weise, 
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aber  völlig  unabhängig  voneinander  betrachtet  worden.  Daher  haben 
auch  die  für  beide  Kurren  mit  denselben  Worten  Pol  und  Polare  be- 
zeichneten Begriffe  zunächst  verschiedene  Bedeutungen. 

Erst  in  §§  18 — 19  werden  wir  die  Frage  beantworten^  ob  und 
unter  welchen  Umstanden  eine  Kurve  zweiter  Ordnung  und  eine  Kurve 
zweiter  Klasse  ein  und  dasselbe  Gebilde  darstellen  oder  nicht.  Hierzu 
bedarf  es  aber  einer  Einteilung  der  beiderlei  Kurven  nach  der  Anzahl 
der  Doppelelemente. 

Die  Gleichungen  der  Doppelpunkte  §  10,  (28)  stellen  drei  Gerade 
dar;  nach  §  11,  (15)  die  Polaren  der  Eckpunkte  des  Koordinatendreiecks 
a^,y,^=  1,0,0;  0,1,0;  0,0,1  (I  §  22  (18)). 

Drei  Gerade  haben  entweder  keinen  oder  einen  Punkt  gemein 
oder  fallen  alle  drei  zusammen.  Das  dual  Entsprechende  gilt  im  An- 
schluß an  die  Gleichungen  §  16,  (16). 

Die  Kurve  zweiter  Ordnung  hol      Die  Kurve   zweiter   Klasse   hat 


entweder  keinen  oder  einen  Doppel- 
punkt oder  ihre  Doppelpunkte  er- 
füllen eine  Gerade. 


entweder  Iceine  oder  eine  Doppel- 
gerade  oder  ihre  Doppelgeraden  bil- 
den ein  Strahlbüschel. 


Man  nennt  die  Kurven  zweiter  Ordnung  oder  Klasse,  diesen  drei 
Fällen  entsprechend,  vom  Range  3,  2  oder  i.^®) 

2.  Die  Kurven  ohne  Doppelelement.  Die  drei  Geraden  §  10,  (28) 
haben  immer  dann  und  nur  dann  keinen  Punkt  gemein,  wenn  die 
Determinante  §  9,  (15)  von  Null  verschieden  ist  (I  §  24,  5): 

Die  Kurve  zweiter  Ordnung  §  9,  (3) ;       Die  Kurve  zweiter  Klasse  §  15,  (1)  .• 

(1)  f^a,,x'  +  a,,y'+"  (1')     F^b,y  +  b,,v'  +  ''' 

h  2aisay  ==  0  ;  •    .  +  2bi^uv  ==  0 

hat  keinen  Doppelpunkt,  wenn  ihre  hat  keine  Doppelgerade  ^  wenn  ihre 
Determinante  vonNull verschieden  ist: .  Determinante  vonNull verschieden  ist: 

(2)  A^a,,\  +  0.  1(2')  B^b,,=^0. 

Sie  heißt  dann  emQ  eigentliche  Kurve.  Sie  heißt  daim  Qm^eigenÜiche  Kurve 
zweiter  Ordnung,  zweiter  Klasse. 

3.  Bestimmtheit  der  Polarelemente  bei  den  eigentliohen  Kurven. 

Das  Fehlen  eines  Doppelelementes  findet  nach  §  11,  13  und  §  17,  6 
einen  weiteren  charakteristischen  Ausdruck  in  dem  Satze: 

L  In  bezug   auf  eine  eigentliche       1\  In  bezug  auf  eine  eigenüiche 
Kurve  zweiter   Ordnung  hat  jeder  Kurve  zweiter  Klasse  hat  jede  Ge- 


Punkt  der   Ebene    eine    bestimmte 


rade   der   Ebene  einen    bestimmten 


Polare.  Pol. 
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Für  jede  Determinante  dritten  Grades  A  ist  aber  die  Determinante 
der  neun  Unterdeterminanten  Ä^^  (I  Anm.  1,  II,  (4)): 

(3)  Mi,  I  -  AK 

Daher  können  unter  der  Voraussetzung  (2;  oder  (2')  auch  die 
Ausdrücke  F^  in  §  11,  (26)  oder  /i  in  §  17,  (9)  nicht  gleichzeitig 
verschwinden,  so  daß  sich  zu  I  der  Zusatz  ergibt: 

IL  Jede  Gerade  der  Ebene  hü       11'.  Jeder  Punkt  der  Ebene  hat 
einen  bestimmten  Pol,  eine  bestimmte  Polare. 

4.  Involutoriaolie  Beziehung  zwischen  Fol  und.  Polare.  Unter 
der  Voraussetzung  (2)  sind  die  Gleichungen  §  11,  (26)  die  Auflöswngen 
der  Gleichungen  §  11,  (21)  nach  Xy  y,  t,  falls  q6  ^  A  genommen  wird. 
Die  beiden  Sätze  §  11,  16,  I  und  IV  enthalten  daher  gleichbedeutende 
Definitionen  des  Poles  x,  y,  t  einer  Geraden  w,  t?,  s.  Ebenso  sind  für  (2^) 
<^ie  Gleichungen  §  17,  (9)  die  Auflösungen  der  Gleichungen  §  17,  (8). 

In  be0u^  auf  die  eigentliche  Kurve  zweiter  Ordnung  oder  Klasse  ge- 
hören je  ein  Punkt  und  eine  Gerade  der  Ebene  wechselseitig  als  Pol 
und  Polare  zusammen. 

Zwischen  beiden  Elementen  bestehen  die  Gleichungen  §  11,  (21) 
und  (26),  bezüglich  §  17,  (8)  und  (9). 

5«  Vereinigte  Lage  von  Pol  und  Polare.  Wenn  bei  der  eigent- 
lichen Kurve  zweiter  Ordnung  eine  Gerade  Tangente  ist,  liegt  ihr  Pol 
nach  §  11,  17  mit  ihr  vereinigt.  Wenn  umgekehrt  eine  Gerade  mit 
ihrem  Pol  vereinigt  liegt,  ist  dieser  nach  §  11,  9  ein  Punkt  der  Kurve 
und  die  Gerade  Tangente  in  ihm.  Ebenso  dual  nach  §  17,  9;  4.  So- 
wohl für  die  Kurve  zweiter  Ordnung  als  die  zweiter  Klasse  gilt  daher 
der  Satz: 

Die  vereinigte  La^e  von  Pol  und  Polare  ist  die  notwendige  und 
hinreichende  Bedingung  dafür,  daß  der  Pol  ein  Punkt  und  die  Polare 
eine  Tangente  der  Kurve  ist. 

6.  Gleichung  der  Kurve  zweiter  Ordnung  in  Linienkoordinaten. 

Zwischen  Pol  x,  y,  t  und  Polare  w,  v,  s  der  Kurve  (1)  bestehen  nach 
4  die  Gleichungen  §  11,  (26).  Die  Bedingung  der  vereinigten  Lage 
beider,  nämlich: 

(4)  ux  -\-  vy  +  st  =^  0, 

ist  nach  5  zugleich  die  Bedingung,  daß  Uy  Vy  s  Tangente  der  Kurve 
(1)  ist.  Eliminiert  man  aber  aus  (4)  mittels  §  11,  (26)  die  Koordi- 
naten x,  y,  t  des  Poles,  so  erhält  man  in: 

(5)  Fl  u  +  F^v  +  F^s  =  A^y  -t-  A^^v^  +  •  •  •  +  2Ai^uv  =  0 
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die  notwendige  und  hinreichende  Bedingung  für  eine  Tangente  u,  v,  s 
der  Karre  (1).     Also  mit  HinzafÜgung  des  dualen  Satzes: 

Die  Kurve  gweiter  Ordnung  (1) !     Die  Kurve  zweiter  Klasse  (1 ') 


hat  in  laufenden  Linienkoordinaten 
die  Gleichung: 

(6)    Jiitt«+^,X+--- 

Ihr  genügen  alle  Tcmgewten  der 
Kurve  (1). 


hat  in  laufenden  Punktkoordinaten 

die  Gleichung: 

(6')     B^^a:»+B„y*+... 

Ihr    genügen    alle    Berührungs- 
punkte der  Kurve  (!'). 


7.  Identität  der   eigentliohen   Kurven   sweiter  Ordnung   und 

Die  Gleichung  (6)  faUt  unter  die  allgemeine  Form  (!')  der 
Kurve  zweiter  Klasse,  nur  daß  die  Koeffizienten  &^j  mit  Aj^^  bezeichnet 
sind,  ebenso  (6')  unter  die  Form  (1).  Unter  der  Voraussetzung  (2) 
ist  aber  nach  (3)  mit  Rücksicht  auf  (2^)  die  Kurve  zweiter  Klasse  (6) 
eine  eigentliche,  also: 

Jede  eigenüidie  Kurve  zweiter  Ordnung  ist  zugleich  eine  eigentliche 
Kurve  zweiter  Klasse  wnrf  umgekehrtP)    ' 

8.  Vereinigte  Behandlung  beider.  Indem  wir  also  in  der  Glei- 
chung (1)  alle  Kurven  zweiter  Ordnung  umfassen,  umfassen  wir  in  der 
Gleichung  (6)  zugleich  alle  Kurven  zweiter  Klasse.  Wir  vereinigen 
daher  die  bisher  getrennte  Behandlung  beider,  indem  wir: 

setzen,  womit  zugleich  (I  Anm.  1,  II,  (5))  wird: 

(8)  Bj^^^Äa^^. 

Wir  betrachten  also  fernerhin  dieselbe  eigenflidie  Kurve  zweiter  Ordnunff 
und  Klasse^  deren  Gleichung  in  Punktkoordinaten: 

(9)  /•=  aiia^+  a„y«+  083^«+  2a^^yt  +  2a^^tx  +  'Ja^^xy  =  0 
und  deren  Gleichung  in  Linienkoordinaten  lautet: 

(10)  JP=  ^11 M*  +  A„v*  +  A^f^s*  +  2A^vs  +  2A^^su  +  2A^^u  v^O. 

Die  Koeffizienten  Aj^^  sind  nach  §  9,  (16)  die  ünterdeterminanten 
der  Detenninante  der  a^j  und  die  a^^,  nach  (8)  bis  auf  den  Faktor  A 
die  Ünterdeterminanten  der  Determinante  der  A^^^  so  daß  es  ganz 
gleich  ist,  welche  der  beiden  Gleichungen  (9)  und  (10)  die  gegebene  ist. 

9«  Identität  der  Folarentheorie  der  Kurve  zweiter  Ordnung 
und  Klasse.  Infolge  der  Annahme  (7)  werden  nun  die  Formeirk 
§  17,  (9)  mit  §  11,  (21)  und  §  17,  (8)  mit  §  11,  (26)  identisch. 


90  §  18,  y— 11. 

Die  in  §  11  und  §  17  zunächst  unabhängig  voneinander  erklärten 
gleichbenannten  Begriffe  von  Fol  und  Polare  fallen  also  für  die  eigent- 
liche Kurve  zweiter  Ordnung  und  Klasse  (9),  (10)  je  zusammen^  so  daß 
fttr  diese  Kurve  die  Sätze  von  §  11  und  §  17  gleichzeitig  gelten. 

Dabei  ist  wegen  (2)  die  §  11,  15,  III  erwähnte  Voraussetzung 
immer  erfüllt.  Wir  wiederholen  nur  die  Formeln  der  Polarentheorie 
nochmals  in  ihrer  durch  die  Annahme  (7)  vereinigten  Form. 

10.  Pol  und  Polare.     Mit  den  Abkürzungen  (§  9,  (5);  §  15,  (3)): 

<11)    fi^  a,^x  +  a.^y  +  a,^t        (IV)    F,^  Ä^^u  +  A^^v  +  A,^s, 

i  «  1,  2,  3,  lauten  die  Beziehungen  zwischen  den  Koordinaten  von  Pol 
und  Polare  (§  11,  (21);  (26);  §  15,  (8);  (9)): 

<12)      gu^f„   QV^f,,   QS^f,         (12')      ÖX^F,,6y^F„6t^F,. 

Die  Gleichungen  der  Polare  des  Punktes  x^,  y^,  t^  und  des  Poles 
der  Geraden  w^,  v^,  s^  sind  (§  11,  (15);  §  17,  (6)): 

(13)    /;( V  +  U'^y  +  U'H  «  0        (13')    F,^')u  +  i^,w v  +  F,^')s  =  0 . 

Die  Bedingungen  für  zwei  1conju>gierte  Punkte  x^,y^y  t^  und  x^,y^,  t^ 
oder  Gerade  Wj,  v^,  s^  und  t*g,  v^,  s^  lauten  (§  11,  (9);  §  17,  (3)): 

(14)  fu-U'''^,  +  U''y,  +  U'^t,^(>. 

<140  F,,  =  F,^')u,  +  F,^')v,  +  F,^')s,  =  0 . 

Sie  geben  mit  x^,  y^,  t^  =  x^,  y^y  t^^  ^x,y,t  und  Mj,  Vj,  Sg  =  Wp  v^,  s^  ^u,VjS 
wieder  die  Gleichungen  (9)  und  (10),  als  Örter  der  Punkte  und  Ge- 
raden^ die  sich  selbst  konjugiert  sind. 

11«  Kurve  und  Polarsystem.  Die  durch  die  Gleichungen  (12); 
{12')  ausgedrückte  Beziehung  zwischen  Punkten  und  Geraden  der  Ebene 
heiBt  ein  Polarsystem.'^^) 

Zu  jeder  eigentlichen  Kurve  zweiter  Ordnung  und  Klasse  (9);  (10) 
gehört  ein  solches  Polarsystem,  da  es  durch  die  sechs  Koeffizienten  a^, 
der  Gleichung  (9)  bestimmt  ist. 

Aber  auch  umgekehrt  führen  die  Gleichungen  (12),  wenn  sie  mit 
ihren  Auflösungen  (12')  vorliegen,  zu  der  Kurve  zurück.  Ist  diese 
doch  der  Ort  der  Punkte,  die  mit  ihren  Polaren,  oder  das  Umhüllungs- 
gebilde der  Geraden,  die  mit  ihren  Polen  vereinigt  liegen.  Man  er- 
hält in  der  Tat  ihre  Gleichungen  (9)  und  (10),  indem  man  bezüglich 
die  Werte  (12)  und  (12')  in  die  Bedingung  (4)  einsetzt. 

Zu  jedem  durch  die  Gleichungen  (12)  gegebenen  Polarsystem 
(aj^f^  Uf^,  Ä=^0)  gehört  eine  eigentliche  Kurve  zweiter  Ordnung  und 
Klasse. 
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12«  Polarsystem  und  allgemeine  Korrelation.  Das  Polarsystem 
ist  ein  durch  die  Bedingung: 

(15)  a,,  =  a,, 

bezeichneter  Sonderfall  der  allgemeinen  Karrdatton  der  Ebene,  bei 
welcher  diese  Bedingung  nicht  notwendig  gefordert  wird  (I  §  67,  (16)). 
In  diesem  allgemeinen  Falle  hat  man  zwei  vereinigt  gelegene 
Ebenen  E  und  E'  zu  unterscheiden;  jeder  Punkt  ist  doppelt  zu  denken, 
einmal  als  Punkt  P  der  einen  und  einmal  als  Punkt  P'  der  andern 
Ebene,  ebenso  jede  Gerade  als  p  und  p\  Nun  entspricht  einerseits 
durch  die  Gleichungen: 

(16)  (>'«*'=- etil  a:  +  aijy  +  ai3<,...  (^  +  0) 
und  ihre  Auflösungen: 

(17)  0x  —  Ä^^u  +  A^y  +  ^8i5',  .  .  . 

jedem  Punkte  P  =»  x,  y,  t  der  ersten  Ebene  eine  Gerade  p'=^  u'yv\s' 
der  zweiten  und  umgekehrt  jeder  Geraden  p'  ein  Punkt  P.  Anderer- 
seits aber  entspricht  der  Geraden  p  '^u,  v,  s  durch  zwei  Punkte  P^ 
und  Pj  der  ersten  ein  Punkt  P'=a;',  y\  t'  der  zweiten  als  Schnitt- 
punkt der  entsprechenden  Geraden  p^  und  p^.  Für  seine  Koordinaten 
ergibt  sich  nach  der  Methode  §  11,  18: 

(18)  ö'x'  —  ^iiM  +  ^12 1?  +  ^13«,  .  .  .  , 

und  hieraus  folgt  durch  Auflösung: 

(19)  QU  =-  a^^x'+  a^xy+<hxt\  . . . 

Vereinigt  gelegenen  Punkten  x,  y,  t  ^  x\  y\  t'  beider  Ebenen  ent- 
sprechen also  nach  (16)  und  (19)  im  allgemeinen  verschiedene  Gerade 
Uj  v\  s'  und  M,  V,  s,  vereinigt  gelegenen  Geraden  u,  y,  5  =  w',  t;',  s'  nach 

(18)  und  (17)  verschiedene  Punkte  x\  y',  f  und  x,  y,  t 

Sollten  vereinigt  gelegenen  Punkten  stets  auch  vereinigt  gelegene 
Geraden  entsprechen,  müßten  die  neun  Koeffizienten  von  (16)  denen 
von  (19)  proportional  sein,  also  mit  einem  Faktor  r: 

(20)  «n  =  ra^,     a^g  =-  ra^j ,     a^i  =  r a^, . .  . 

Falls  nun  nicht  alle  a^^,  (k  =^  l)  verschwinden,  also  etwa  a^^  ^^^ 
a^i  nicht  beide  0  sind,  folgt  das  Verschwinden  der  Determinante  der 
zweiten  und  dritten  Gleichung  (20):  1  —  t*=  0.  Den  Werten  r  =  1 
und  r  =«  —  1  entsprechen  aber  die  beiden  Möglichkeiten: 

(21)  (iki-<^ik    oder     (22)     a^^^-O,     a^, a,, 

für  X:,  Z »  1,  2,  3.  Die  erste  schließt  auch  den  zuerst  ausgeschlossenen 
FaU  ein,  daß  alle  a^^,  {k  +  T)  verschwinden.     Die  Annahme  (22)  fällt 
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aber  fort^  weil  die  alsdann  schiefe  Determinante  dritten  Grades 
^^\^ki\^^  ^^®  (I  Anm.  1,  IV,  7). 

Die  allgemeine  Korrelation  (16)  der  Ebene  ist  also  nur  im  FaUe 
(21),  dem  Falle  des  Fdarsystems  der  eigentlichen  Kurve  zweiter  Ordnung 
und  zweiter  Klasse,  „invölutorisch^'f  so  daß  vereinigt  gelegenen  Punkten 
stets  audi  vereinigt  gelegene  Gerade  entspredien  und  umgelehrt. 

Es  ist  dann  nicht  mehr  nötig,  die  Punkte  P  und  P\  die  Geraden 
p  und  p'  zu  unterscheiden  und  die  Gleichungen  (16)  fallen  mit  (19), 
(17)  mit  (18)  zusammen  (vgl.  §  8,  16). 

§  19.  Kurven  zweiter  Ordnung  oder  Klasse  mit  Doppelelementen. 

1.  Bedingung  für  ein  Doppelelement.  Wenn  die  Determinante 
Ä  der  Kurve  (§  18,  (2))  verschwindet,  ohne  daß  alle  Unterdeterminanten 
-4^,  (I  Anm.  1,  II,  (2))  verschwinden,  so  gibt  es  einen  Punkt,  der  den 
drei  Gleichungen  §  10,  (28)  genügt  (I  §  24,  4)  und  dessen  Koordinaten 
aus  je  zwei  dieser  Gleichungen  bestimmt  werden  können.'^) 

Die     Kurve     zweiter     Ordnung  |     Die  Kurve  zweiter  Klasse  §18,(1') 
§  18,  (1)  hat,  wenn:  haty  wenn: 

(1)  ^  =  0,  Aj,,  nicht  alle  0,  (1')    5=0,  JB^,  nicht  alle  0, 

einen  Doppelpunkt  P^  mit  den  Ko-  eine  Doppelgerade  Pq  mit  den  Ko- 
ordinaten :  I  ordinalen : 

(2)  x^iy^^it^^Ä^^iA^^iA^f^,  (2')    u^iv^is^^Bj^^iB^^iB^j^, 

*  =  1,  2,  3.  k  ^  1,  2,  3. 

2.  Andere  Form  der  Bedingung.  Wir  bezeichnen  zur  Abkürzung 
die  Summe  der  „Hauptunterdeterminanten^^  der  Determinante  A   mit: 

und  die  Summe  den  „Hauptelemente"  („Diagonalelemente*')  mit: 

(4)  ^"=-aii  +  aj8+a33; 

und  entsprechend  für  die  Determinante  B. 
Da  nun  (I  Anm.  1,  II,  (5))  unbedingt: 

(5)  Aa^i  «  A^^ -Ajj  -4j3 ,  -4 a,2  =  A^ A^^  — -  A^^ ,  Aa^^  A^^  A^^  —  A^^ , 
so  folgt  aus  (3): 

(6)  I  ^„  ^ '  =  AI  +  A^  +  A^  +  A  (»33  +  a^) , 

Hieraus  ergibt  sich  durch  Addition  die  identische  Gleichung^): 

(7)  A'*  =  A\  +  Al^  +  AI,  +  2^,»  +  2  AI,  +  2AI^  +  2AA". 
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Wenn  nun  Ä  und  A'  verschwinden,  verschwinden  bei  reellen  a^^, 
nach  (7)  auch  alle  ^^f,  wenn  aber  allcij^i  verschwinden;  so  ist  Ä^O 
(I  Anm.  1,  II,  (4))  und  ^'«0. 

Die  notwendigen  und  hinreichenden  Bedingungen  für  das  Ve)'- 
schwinden  dUer  A^^  sind  (hei  redien  Uj^J: 

(8)  A^O,    A'^0, 

Die  Bedingungen  (1)  und  (!')  eines  Doppelelementes  sind  daher 
ersetzbar  durch: 

(9)  ^  =  0,    ^'+0.  !     (9')      B-0,    i^'+O. 

3,  Kurven  mit  Doppelelement  als  Linienpaare  und  Pnnktepaare. 

Ein  Punkt  der  Geraden,  die  den  Doppelpunkt  Po  =  x^j  y^,  %  mit  einem 
beliebigen  Punkte  P^^  x^^Vu  ^i  der  £bene  verbindet,  hat  die  Koordi- 
naten (I  §  22,  (24')): 

(10)  x^x^  +  kx^,  y^Vo+^Vu  t^^t^+Xt^. 

Die  für  ihn  gebildeten  Ausdrücke  /i,'^j,  /i  (§  9,  (5))  werden  daher  mit 
Rücksicht  auf  §  10,  (28): 

Nach  §  9,  (6)  wird  hiernach  für  den  Punkt  (10): 
/  =  A^,  Vy  0  -  fi^  +  f%y  +  U^ 

und  nach  §  9,  (7);  (6)  und  §  10,  (28): 

(12)    f  =  l(f,^x,  +  U^rj,  +  f,%)  +  X^f{x,,  y„  t,)  ^  k'f(x,,  y„  t,) . 

Daher  liegt  der  Punkt  (10)  unabhängig  von  X  auf  der  Kurve  selbst 
immer  dann  und  nur  dann,  wenn  rr,,  y^,  t^  auf  ihr  liegt,  oder: 

Ist  Pq  der  Doppelpunkt  und  P^  ein  anderer  Punkt  der  Kurve,  so 
gehört  stets  die  ganze  Gerade  PqPi  der  Kurve  an. 

Die  Kurve  besteht  daher  aus  Strahlen,  die  durch  den  Punkt  Pq 
gehen,  und  zwar  zwei  solchen  Strahlen,  da  sie  von  irgendeiner  Geraden 
der  Ebene  in  zwei  Punkten  geschnitten  wird  (§  9,  8).  Die  beiden 
Strahlen,  aus  denen  die  Kurve  besteht,  müssen  getrennte  Strahlen  sein; 
denn  fielen  sie  in  einen  Doppelstrahl  zusammen,  wäre  nach  §  10,  6 
jeder  Punkt  dieses  Doppelstrahles  ein  Doppelpunkt  der  Kurve,  während 
sie  nur  einen  Doppelpunkt  hat. 

I.  Unter  den  Bedingungen  (1)  I'.  Unter  den  Bedingungen  (1') 
oder  (9)  ist  die  Kurve  zweiter  Ord-  oder  (9')  id  die  Kurve  zweiter 
fmng  §  18,  (1)  ein  getrenntes  Strahlen- ,  Klasse  %  18,(1')  ein  getrenntesPunkte- 
paar  mit  dem  Schnittpunkt  (2).       \paar  mit  der  Verbindungslinie  (2'). 
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IL  AUe  Punkte  der  Kurve  liegen  IF.  AUe  Tangenten  der  Kurve 
auf  einem  der  beiden  Strahlen  des  gehen  durch  einen  der  beiden  Punkte 
Paares.  des  Paares, 

4.  Besiehung  zwischen  Pol  und  Polare.  Die  Polare  des  Punktes 
Pi  =  x^y  y^,  t^  hat  nach  §  11,  (15)  in  laufenden  Koordinaten  x,  y,  t 
die  Gleichung: 

(13)  /;«a;  +  /iWy  +  f,m  =  f,x,  +  f,y,  +  f,t,^0. 

Diese  wird,  wie  ihre  zweite  Form  zeigt,  unabhängig  Ton  P,  stets  durch 
den  den  Gleichungen  §  10,  (28)  genügenden  Doppelpunkt  erfüllt  und 
wird^  wie  ihre  erste  Form  zeigt,  unbestimmt,  wenn  Pg  selbst  in 
Po  f  äUt. 


I.  Jeder  Punkt  der  Ebene,  außer 
dem  Doppelpunkt  Pq,  hat  eine  be- 
stimmte Polare,  die  durch  Pq  geht, 

IL  Die  Polare  von  P^  selbst  ist 
unbestimmt. 


Jede  Gerade  der  Ebene,  außer 
der  Doppcllinie  p^,  hat  einen  be- 
stimmten Poly  der  auf  Pq  liegt. 

Der   Pol  von  Pq  sähst  ist   un- 


bestimmt. 

Die    Polare    (13)    des    Punktes    x^=-x^  +  Xx^y    y%'^yfi  +  ^Viy 

•■  Ifj^"^  ist,  unabhängig  von  k,  also: 


^2  =  ^0  +  ^k  ^ird,  da  nach  (11)  /;<*) 
III.  Alle  Punkte  eines  durch  Pq 
gehenden    Strahles    haben    dieselbe 
Polare. 


Alle  Geraden  eines'' auf  p^  liegen- 
den Punktes  Jiaben  densdben   PoL 


5.  Übergang  auf  Strahlen-  und  Funktinvolutdon.  Innerhalb  des 
Strahlbüschels  am  Punkte  Pq  (Fig.  80)  gehört  nach  4,  lU  zu  jedem 
I  ^^Pf  Strahl  p^  eine  Polare  p^,  eben  die  gemeinsame 
Polare  aller  Punkte  von  p^.  Die  Verbindungs- 
linie eines  Punktes  P^  auf  p^  und  eines  Punktes 
Pg  auf  p^  schneidet,  da  P^  und  Pj  harmonische 
Pole  sind  (§  11,  5),  die  Kurve  selbst  in  zwei 
Punkten  S^  und  5^,  die  zu  Pj  und  P^  harmonisch 
sind.  Die  Strahlen  p^  und  p^  sind  daher  zu  dem 
Strahlenpaar  der  Kurve  selbst  harmonisch  (I  §  5, 0). 

Innerhalb  des  Strahlbüschels,  uel-       Innerhalb  der  Punktreihe,  tcelche 


Fig.  80. 


ches  durch  das  die  Kurve  bildende 


durdh  das  die  Kurve  bildende  Punkte- 


Strahlenpaar  e^,  e^  bestimmt  ist,  paar  E^,  E^  bestimmt  ist,  kommt 
kommt  diePolarentheorie desStrahlen-  \  die  Polarentheorie  des  Punktepaares 
paares  auf  die  Strahleninvolution  auf  die  Punktinvolution  §  8,  6  zu- 
§  8,  10  zurück.  rück. 
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(>•  Gleichungen  des  Strahlenpaares  in  Linienkoordinaten.  Wenn 

die  Kurve  §  18,  (1)  ein  Strahlenpaar  ist,  so  hat  dessen  Doppelpunkt 
nach  (2)  in  Linienkoordinaten  die  Gleichung: 

(14)  Aj^^u  +  A^^v  -h  Aj^^s  =  0, 

Ä: »  1,  2  oder  3.  Die  beiden  Strahlen  des  Paares  selbst  sind  als  Ver* 
bindungslinien  des  Doppelpunktes  mit  dem  Punktepaar: 

(15)  a^y^+2a^yt  +  aj^^fi^0,    x  =  0 

bestimmt,  in  djBuen  das  Strahlenpaar  §  18,  (1)  die  y-Achse  schneidet,, 
falls  nicht  gerade  der  Doppelpunkt  selbst  auf  der  t/- Achse  liegt. 
Nun  ist  allgemein  für  eine  durch  den  Punkt  0,  y,  t  gehende  Gerade 
u,  v,s(l%  22,  (4')): 

(16)  yv  +  ts  ^  0     oder:     v  :  s  =^  —  t:y . 

Daher  genügen  aUe  durch  eifien  der  beiden  Punkte  (15)  gehenden 
Geraden  der  Gleichung: 

(17)  «22^—  2a^sv  +  «88^*==  0, 

die  beiden  Sirahlen  des  StraJdenpaares  selbst  aber  den  beiden  Gleichungen 
(14)  und  (17). 

Da  der  Doppelpunkt  jedenfalls  nicht  auf  aUen  drei  Koordinaten- 
achsen a;  =  0,  y  =  0  und  ^  =  0  liegen  kann,  gilt  somit  der  Satz  (§  13, 22): 

Das  unter  den  Bedingungen  (1)  durch  die  eine  Gleichung  §  18,  (1) 
in  FunMkoordinaten  dargestellte  Linienpaar  hat  in  Linienkoordinaien 
zwei  Gleichungen,  nämlich  die  Gleichung  (14)  in  Verbindung  mit  einer 
der  drn  Gleichungen: 

Ia^^s^  —  2a2^sv  -f  a^^v^==-  0, 
»88 M^—  2a^^us  +  aiiS*-«  0, 
^11^**""  2a^^vu'\-  a^u^^  0. 

Der  dual  entsprechende  Satz  gilt  unter  den  Bedingungen  (1 ')  für  das 
Funktepaar  §  18,  (1'). 

7.  Doppelgerade  und  Doppelpunkt.  Wenn  im  Gegensatz  zu  (1) 
neben  A  auch  alle  Unterdeterminanten  A^.^  verschwinden,  fallen  die 
drei  Geraden  §  10,  (28)  in  eine,  die  Doppellinie  der  Kurve  §  18,  (1), 
zusammen  (vgl.  §  18,  1).  Die  Kurve  kann  außerhalb  dieser  Doppel- 
linie .keinen  Punkt  besitzen.  Denn  wäre  P^  ein  solcher,  würde  wie 
in  3  die  ganze  Verbindungslinie  PiPq  mit  einem  beliebigen  Punkte 
Pq  der  Doppellinie  der  Kurve  angehören,  diese  also  oc*  Punkte  ent- 
halten. 


96  §  19,  7-9. 

Die     Kurve     e  weiter     Ordnung]     Die  Kurve  zweiter  Khs8e%l%y(V) 
%  18,  (1)  isty  wenn:  ist,  wenn: 


(19)  aUe  Aj^j,  aber  nicht  alle  a^^ 

NuU  sind, 

eine  Doppelgerade  mit  den  Koordi- 
naten: 

(20)  M  :  t? :  5  =  a^i :  a;t2 :  a^^ . 


(19')      aUe  B^j,  aber  nidd  alle  b^. 

Null  sindj 

ein  Doppelpunkt  mit  den   Koordi- 
naten: 

(20')    X'.y:t  =  b,,:\,:b,,. 


Die  Doppelgerade  selbst  ist  die  Polare  aller  Punkte  der  Ebene, 
die  nicht  ihr  selbst  angehören,  während  ihre  eignen  Pankte  keine  be- 
stimmte Polare  haben. 

8.  Andere  Form  der  Bedingungen.  Da  die  Hauptunterdeter- 
minanten  von  Ä  die  Werte  haben: 

so  folgt  aus  (4): 

anÄ"  =  ai\  +  a^^  +  a,«,  +  Ä^+Ä^^, 

(22)  a„  A"  «  al  +  a|,  +  a^  +  A,,  +  A,, , 

und  hieraus  durch  Addition  die  identische  Gleichung^): 

(23)  ^"».=  a,\  +  a,\  +  ai,  +  2ai,  +  2a,\  +  2«/,  +  2A\ 

Wenn  daher  -4.'  und  A"  verschwinden,  sind  alle  a^^,«  0,  während 
aus  dem  Verschwinden  aller  a^,  umgekehrt  das  von  A\  A"  sowie 
A  folgt. 

Die  notwendigen  und  hinreichenden  Bedingungen  für  das  Ver- 
schwinden aller  (reellen)  Elemente  a^,  sind: 

(24)  (^=-0),    ^'  =  0,    ^"-0. 

Die  Bedingungen  (19),  bezüglich  (19')  sind  daJier  ersetzbar  durch: 

(25)  ^  =  0,  ^'==0,  ^"+0.        I  ^=0,  JB'==0,  JB"  +  0. 

9.  Einteilung  der  Kurven  zweiter  Ordnung  oder  Klasse  nach 
dem  Bang.  Der  Rang  der  Kurve  zweiter  Ordnung  oder  Klasse  ist 
durchaus  entscheidend  für  die  Anzahl  ihrer  Doppddemente  (§  18,  1), 
für  die  Natur  ihrer  Polarsysteme  (§  18,  3  -  4;  §  19,  4;  7)  und  für  die 
doppelte  Darstellung  in  Punkt-  und  Linienkoordinaten  (§  18,  6 — 7; 
§  19,  6-7). 

Die  Unterscheidung  nach  dem  Rang  geht  daher  nicht  nur  jeder 
weiteren  Einteilung  dieser  Kurven  (§  21flF.),  sondern  auch  einer  ein- 
gehenderen Darstellung  der  Polarsysteme  einzelner  Kurvenarten  (§  20) 
voran. 


(26) 


(27) 
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Wir  stellen  die  Merkmale  des  Ranges  der  Kurven  zweiter  Ordnung 
§  18^  (1)  noch  einmal  tabellarisch  zusammen  und  bezeichnen  dabei 
zur  Abkürzung  mit  den  mit  Ausrufezeichen  versehenen  Gleichungen: 

-4j,=-0!,     daß  alle  A^^  gleich  NuU, 

< 

-4*1+ 0!,     daß  nicht  alle  -4^,  gleich  Null  sind, 
und  entsprechend  für  a^,. 

A=^0:    Eigentliche  Kurven  zweiter  Ordnung, 
-4  =  0,     Äl.^  +01:     Getrennte  Linienpaare, 
^  -=  0 ,     Aj^f  =01     ajt,  +  0! :     Doppellinien. 

Die  beiden  letzten  Zeilen  (27)  sind  (bei  reellen  a^j)  ersetzbar  durch: 

{^  =  0 ,     -4'  +  0 :     Getrennte  Linienpaare, 
A^O,     A'^0,     ^"+0:     Doppellinien. 

Unter  den  entsprechenden  Bedingungen  mit  h^^  für  a^,  sind  die 
Kurven  zweiter  Klasse  §  18,  (1 ')  eigentliche  Kurven  zweiter  Klasse  oder 
getrennte  Punktepaare  oder  Doppelpunkte. 

Alle  diese  Merkmale  (27)  und  (28)  gelten  wie  die  Gleichungen 
§  10,  (28)  und  §  16,  (16),  auf  denen  sie  beruhen,  auch  für  schief- 
winklige  Koordinaten  x,  y,  t  (m,  v,  s)  in  §  18,  (1)  und  (1')  und  sind, 
wie  ihre  geometrische  Bedeutung  zeigt,  in  jedem  Koordinatensystem 
dieselben  (vgl.  den  direkten  Nachweis  hierfür  §  42,  1). 

§  20.  Die  Polarentheorie  der  einzelnen  Kegelschnitte. 

1«  Ellipse  und  Hyperbel  als  Kurven  zweiter  Ordnung  und 
ELasse.  Die  Gleichungen  der  reellen  und  imaginären  Ellipse  und  der 
Hyperbel  lauten  nach  §  13,  (1);  (18)  in  homogenen  Punkt-  und  Linien- 
koordinaten: 

(1)        /•=  t^  +  t_t^^Q        (1')  -a268jp=aV  +  6V~5^  =  0. 

Die  hier  vorliegenden  besonderen  Funktionen  f  und  F  stehen  in  der 
Tat  in  dem  §  18,  8  allgemein  angegebenen  Zusammenhang,  insofern: 

II  1  _      ^  __  n 

^11  ==  ~i ;     ötj,  --  -jTj ,     «33  —  —  1 ,     0^3  —  «31  —  a^g  «=■  u ; 

Die  Determinante  §  18,  (2)  wird  mit  den  Elementen  a^^j  ^^  i^)' 
(3)  ^  =  -  X^ ' 

Stande,  Flftehen  sweiter  Ordnung.  7 


i     I 
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Da  sie  bei  endÜclien  Werten  a  und  b  nicht  verschwindet^  sind  nach 
§  18^  2  Ellipse  und  Hyperbel  stets  eigentliche  Kurven  js weiter  Ordnung 
und  Klasse. 

2.  Fol  und  Polare.  In  der  Bezeichnung  §  18,  (11)  ist  jetzt, 
wenn  wir  den  Faktor  —  a*6*  in  (1')  der  Kürze  wegen  unterdrücken: 

(4)  /i»^.,     f,'li,f, 1    {4')F,==a>u,F,^h\F, s. 

Nach  §  18,  10  bestehen  daher  zwischen  Pd  P  '=>  x,  y,  t  und 
Polare  p  ^  u,v,  s  in  bezug  auf  die  Kurve  (1),  (1')   die  Beziehungen: 

sc  t/ 

(5)  QU  =  -j,     (>t?=  |-,,  QS^  —  t    (5')  öx^a^Uy  <yy-»6*t;,  öt^—s. 

Die  Gleichungen  der  Polare  des  Punktes  P^'^  Xq,  y^,  t^  und  des  Poles 
der  Geraden  Po^^o,  ^q,  Sq  lauten: 

(6)  ""'J  +  ^t-ht^O  (60    aXt*  +  6V-V  =  0 

und  die  Bedingungen  für  zwei  konjugierte  Punkte  P^^x^,  y^,  t^  und 
Pj «  rcj,  y,,  t^  oder  Geraden  p^  =  ti^,  v^,  s^  und  p^ «  m^,  »,,  s^: 

(7)  »j^^  +  hJ^i  -t^t^^o  (7-) '  a\u,  +  l\v, -  s^s,  =  0 . 

Mit  Pi-^  P^—  P  und  i)i  =  ft  =  i)  gehen  ans  (7)  nnd  (7')  wieder  die 
Kurven  (1)  und  (1  ;  als  Orter  der  sich  selbst  konjugierten  Punkte  und 
Geraden  hervor. 

Mit  t  =  ly  s  =^  l  geht  man  überall  von  homogenen  zu  gemeinen 
Koordinaten  über. 

3*  Besondere  Paare  von  Pol  und  Polare.  Der  Mittelpunkt 
Xyyyt^O,0,l  ist  der  Pol  der  unendlich  fernen  Geraden  u, i;,s  =  0,0, 1. 
Daher  geht  die  Polare  jedes  unendlich  fernen  Punktes  durch  den 
Mittelpunkt.  Die  unendlich  fernen  Punkte  der  ic- und  j/-Achsea:,y,^=l, 0,0 
und  0,  1,  0  haben  als  Polaren  die  y-  und  o? -Achse  «,  v,  s  =  1,  0,  0 
und  0,  1,  0. 

Die  Polaren  der  beiden  Brennpunkte  x,  y,  t  ^  ±  Cy  0,  1  sind  die 
entsprechenden  Direktricen  u,  f,  5  =  T  c,  0,  a*  (§  4,  (24)).^*) 

Die  gemeinsame  Ordinate  PP'  zweier  Punkte  P  ^  x,  y  und 
P'  ^  X,  —  y  der  Kurve,  deren  Tangenten  sich  nach  §  13,  (3)  in  einem 
Punkte  T  der  iP-Achse  treffen,   ist  nach  §  11,  10  die  Polare  von  T. 

Daher  wird  die  große  Acfise  der  Ellipse  und  die  reelle  Adise  der 
Hyperbel  von  der  Ordinale  und  Tangente  eines  Punktes  der  Kurve  har^ 
monisch  geteilt ^^) 
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4.  Involution  harmonischer  Polaren.  Die  Involution  harmo- 
nischer Polaren,  welche  die  Ellipse  oder  Hyperbel  (1')  an  einem  Punkte 
^o;  Vo  ^^^  Ebene  bestimmt^  ist  nach  §  17,  (4): 

(8)  (a*  -  V)  tg<Pi  tg^^s  +  ^oyo(tg9i  +  tgy,)  +  {V  -  yo')  -  0 . 
Fflr  den  Mittelpunkt  x^^Oj  y^^^  geht  sie  über  in: 

(9)  tg9'itgV»+  ii  =  0, 

die  Involution  konjugierter  Durchmesser  von  §  14,  (5). 

Die  Involution  (8)  wird  eine  gleichseitig  hyperbolische  (§  8,  13)^ 
wenn  der  Punkt  Xq,  y^  dem  Kreis  §  13,  (25)  angehört,  und  wird  eine 
Invdution  rechter  Winkel  (§  8,  12)  Itlr  die  vier  Brennpunkte  §  13,  (26). 

L  Die  Brennpunkte  der  Ellipse  oder  Hyperbel  sind  diejenigen  Punkte 
der  Ebene,  an  denen  die  von  der  Kwrve  bestimmte  Involution  harmo- 
nischer Polaren  eine  Involution  rechter  Winkel  ist.^) 

n.  Sonst  gehen  durch  jeden  Punkt  Xq,  y^  der  Ebene  nur  jswei  zur 
einander  senkreckte  harmonische  Polaren,  nämlich  nach  §  17,  1  und 
%  8,  12,  I  die  Halbierungslinien  des  Tangentenpaares  §  13,  (20). 

6.  Senkrechte  harmonische  Polaren.  Zwei  zueinander  senkrechte 
harmonische  Polaren  u,  v,  $  und  u',  v',  s'  überhaupt  sind  nach  (7^) 
durch  die  beiden  Bedingungen  verknüpft  (I  §  18,  (5)): 

(10)  a*t«ti'+ 6*vt;'=  ss'  (11)  uw'+t;t;'=0. 
Hieraus  ergibt  sich  bei  gegebenem  u,  v,  s: 

(12)  u  :  v' :  s^  =^  vs  :  —  US  :  (a*—  b^uv . 

Zu  jeder  Geraden  g  ^  u,  v,  s  gehört  nach  (12)  eine  bestimmte  senk- 
rechte harmonische  Polare  g'  =^  u',  v\  s\ 

Man  konstruiert  sie  (Fig.  81),  indem  man  durch  den  Pol  P  von 
g  eine  Senkrechte  g'  auf  g  fällt  (§  17,  3). 

Eine  AusnaJime  bilden  die  beiden  Hauptachsen  u,v,s=>  1,0,0; 
0,  1,  0  und  die  unendlich  ferne  Gerade  0,  0,  1,  für  die  u:v':s'  in 
(12)  unbestimmt  werden.  In  der  Tat  sind  nach  3.  alle  zu  einer  Haupt- 
achse senkrechten  Geraden  harmonische  Polaren  derselben,  weil  sie 
durch  ihren  Pol  gehen.  Eine  Ausnahme  bilden  ferner  alle  außer  den 
Hauptachsen  durch  den  Mittelpunkt  gehenden  Geraden  u^O,v=^0,  s^O, 
für  die  u\  v\  s'  nach  (12)  die  unendlich  ferne  Gerade  wird. 

6.  Schnittpunkte  zweier  senkrechter  harmonischer  Polaren  mit 
den  Hauptachsen.  Schließen  wir  diese  Ausnahmefälle  aus  und  gehen 
mit  5  =  5'  =  1   zu  nicht  homogenen  Koordinaten   über,   so  bestehen 
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Pig.  81. 


nach  (10)  und  (11)   zwischen  zwei  senkreckten  harmonischen  Polaren 
die  Beziehungen: 

(13)  (a*-fe>w'=  1,  (&»-a«)t;t;'=  1. 

Da  aber  allgemein  (I  §  19,  1)  ic  —  —  1  :  m,  y  =  0  und  a?  =  0, 
y  =«  —  1  :  t;  die  Koordinaten  der  Schnittpunkte  einer  Geraden  u,  v  mit 
den   Koordinatenachsen    sind,   so    genügen   die   Schnittpunkte  X,  X' 

/  zweier    rechtwinkliger    harmonischer 

^^4,  Polaren   g  und  g'  (Fig.  81)  mit  der 

x-j  bezüglich  Y,  Y  mit  der  y-Achse 
mit  ihren  Koordinaten  x^  x  und  y,  y' 
den  Gleichungen: 

o..^ > ac  (14)  xx'  =^a^—h^ 

'f      '^   (14')  yy'=6«--a«. 

Sie  gehören  also  nach  §  8,  (15);  (14) 
der  InvolvUion  an,  deren  Doppelpunkte 
die     reellen,     bezü^ich     imaginären 
Brennpunkte  sind®^),  oder  (§  8,  16): 

I.   Zwei'    zueinander   senhredUe   harmonische  Polaren   g   und   g' 
(Fig.  81)  sind  zu  den  redien  oder  imaginären  Brennstrahlen  r  und  r 
ihres  Schnittpunktes  S  harmonisch,  und  nach  §  8,  13,  11: 

IL  Zwei  zueinander  senkrechte  harmonische  Polaren  haHntren  die 
Winkel  der  reellen  Brennstrahlen  ihres  Schnütpunktes. 

7.  Anwendung  auf  Tangente  und  Normale.  Zu  einer  Tangente 
ist  nach  §  17,  4,  III  jede  durch  den  Berührungspunkt  gehende  Gerade 
harmonische  Polare.  Daher  sind  Tangente  und  Normale  in  einem 
Punkte  P  der  Kurve  zwei  zueinander  senkrechte  harmonische 
Polaren. 

I.  Sie  halbieren  also  nach  6,  II  den  Winkel  der  Brennstralden  des 
Purstes  P  (§  13,  4).»*) 

Die  y-Achse  wird  von  irgend  zwei  senkrechten  harmonischen  Polaren 
g  und  g'  in  entsprechenden  Punkten  der  Involution  (14')  geschnitten, 
so  also  von  Tangente  und  Normale  eines  Punktes  P  der  Kurve,  so 
nach  4,  I  auch  von  irgend  zwei  durch  einen  Brennpunkt  F  gelegten 
senkrechten  Strahlen.  Sind  nun  T  und  3^  (Fig.  82)  die  Schnittpunkte 
von  Tangente  und  Normale  mit  der  y -Achse,  so  muß,  wenn  der  eine 
Schenkel  eines  rechten  Winkels  vom  Scheitel  F  durch  T  geht,  der 
andere  Schenkel  durch  N  gehen,  da  ja  zwei  entsprechende  Punkte 
einer  Involution  sich  gegenseitig  eindeutig  bestimmen  (§  8,  2).  Es 
inp  also  TFN  ein  rechter  Winkel  sein  oder  (Fig.  82)  »i): 


«• 
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IL  Der  Kreis,  der  durch  einen  PuM  P  der  Kurve  und  die  Schnitt- 
punkte T  und  N  von  Tangente  und  Normale  mit  der  y-Ädtse  bestimmt 
ist,  geht  durch  die  Brennpunkte  F,  F\ 

8.  Der  konjugierte  Normalstralü  eines 
Punktes.  Indem  jeder  Punkt  P  ^  x,  y 
nach  (5)  eine  bestimmte  Polare  hat  mit  den 
Koordinaten  (5  =»  1,  ^  =»  1): 


(15)  «=-J,        ^--ir, 

gehört  ihm  auch  eine  bestimmte  Gerade  zu^ 
die  durch  ihn  senkrecht  zu  seiner  Polare 
gelegt  ist  und  der  ihm  zugeordnete  Normal" 
strahl  heißt.«»)  ^ff  s«- 

Er  hat  in  laufenden  Koordinaten  X,  Y  die  Gleichung: 

(16)  |.(X-x)--*,(r-y)  =  0, 

also  die  Koordinaten: 


(17) 


w  —  — 


V 


6« 


Umgekehrt  gehört  zu  jeder  Geraden  g  ==  u,  v  ein.  auf  ihr  liegender 
Punkt: 


(18) 


a;  =  — ,    ,      y 


c»» 


{ux  +  vy+ 1^0), 


dessen  konjugierter  Normalstrahl  sie  ist,  und  der  ihr  zugeordneter 
Pimkt  heißt.  Er  ist  der  Pol  der  zug  '^  u,  v  senkrechten  harmonischen 
Polaren  «',  t?',  wie  denn  nach  (13)  die  Formeln  (18)  auch  geschrieben 
werden  können  (vgl.  (6')  mit  5=1): 

(19)  x^-a^u,  y=.^b^v\ 

Der  konjugierte  Normalstrahl  eines  Punktes  der  Kurve  selbst  ist 
die  Normale  der  Kurve  in  ihm, 

9«  Nonnalen  der  Kurve  durch  einen  Funkt.     Geht  die  Gerade 
u,  V  durch  einen  festen  Punkt  Pq=  Xq,  y^,  so  daß: 

(20)  5?oi*  +  yoV  +  l  =  0, 

so  genügt  ihr  zugeordneter  Punkt  x,  y  nach  (17)  und  (20)  der  Glei- 
chung: 

(21)  ««'?o  +  ^+l=0 

oder: 

(22)  e^xy  +  b^y^x  —  a^Xoy  =  0 . 
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Sie  stellt  den  Ort  der  zugeordneten  Punkte  aller  Strahlen  des 
Büschels  am  Punkte  Pq  oder  den  Ort  der  Punkte^  deren  konjugierte 
Normalstrahlen  durcti  Pq  gehen,  dar. 

Die  Kurve  (22)  geht  durch  0  =  0,0  und  Pq^Xq,  j/q  und  erhält 
durch  die  Parallel  Verschiebung: 

(23)  x  =  ^  +  ^,      y^-^l^o+ri 

des  rechtwinkligen  Koordinatensystems  (I  §  14,  (1))  die  Gleichung: 

(24)  e»6i;  +  — f-!^  =  0. 

Der  Ort  (22)  ist  daher  (§  1,  (22);  §  3,  (16))  eine  gleichseitige 
Hyperbel,  die  durch  0  und  P^  geht,  und  deren  Asymptoten  den  Haupt- 
achsen des  Kegelschnittes  (1)  parallel  sind, 

Ihre  vier  Schnittpunkte  mit  dem  Kegelschnitt  (1)  sind  nach  8 
die  Fußpunkte  der  vier  Normalen,  die  vom  Punkte  Pq  an  ihn  gelegt 
werden  können,^^) 

Für  einen  Brennpunkt  Pq  ^^  ±  e,  0  zerfällt  die  gleichseitige 
Hyperbel  (22)  in  ein  rechtwinkliges  Geradenpaar: 

(25)  ey(exq:a«)  =  0, 

die  X-Achse  und  die  dem  Brennpunkt  zugehörige  Direktrix  (§  4,  (24)). 
Der  konjugierte  Normalstrahl  eines  Punktes  P  der  Direktrix  geht  also 
durch  den  Brennpunkt.  Da  aber  einerseits  die  Polare  des  Punktes  P 
zu  seinem  konjugierten  Normalstrahl  senkrecht  steht  und  andererseits 
durch  den  Brennpunkt  als  den  Pol  der  Direktrix  geht,  so  folgt: 

Die  Polare  eines  Punktes  P  der  Direktrix  ist  die  im  zugehörigen 
Brennpunkt  F  auf  der  Verbindungslinie  PF  errichtete  Senkrechte.^) 

10.  Reelles  Folarsystem  der  imaginären  Bllipse.  Bei  negativen 
Werten  von  a*  und  &*  stellt  die  Gleichung  (1);  (1')  eine  imaginäre 
Ellipse  dar.  Sie  hat  Iceifien  reellen  Punkt  und  keine  reelle  Tangent^j 
aber  das  zu  ihr  gehörige  Polarsystem  ist  reeU,  indem  nach  (5);  (5') 
reellen  Polen  reelle  Polaren  entsprechen  und  umgekehrt  (vgL  §  8,  5).®^) 

11.  Das  Polarsystem  der  Dualität.  Insbesondere  gehört  zu  dem 
imaginären  Kreise: 

(26)  x^+y^+t^^O,    u^+v^+s^^O 
(a*=»  fe*=  —  1)  nach  (5);  (5')  das  Polarsystem: 

(27)  uiviS'^xiyit  (nicht  homogen  u^  x,  v  =  y), 
bei  dem  Pol  und  Polare  gleiche  Koordinaten  haben. 
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Dieses  Polarsystem  bildet  eine  Deutung  der  Dualität^  die  in  der 
Gegenüberstellung  der  Punkte  und  Geraden  der  Ebene  zum  Ausdruck 
kommt  (I  §  19,  3). 

Zwei  nach  (27)  sich  entsprechende  Gebilde,  z.B.  die  Kurven: 

(28)  fix,y)-0    und    f{u,v)^Q 

heißen  dual  oder  polarreziprok.  Da  die  Gleichung  (26)  gegen  jede 
Drehung  des  rechtwinkligen  Koordinatensystems  inyariant  ist  (I§  14,(9)), 
so  hängt  das  Polarsystem  nur  vom  AnfangsputJd  0,  dem  Ursprung 
der  Polarresfiprozität^  ab.     Ihm  entspricht  die  unendlich  ferne  Gerade. 

12,  Kreis  und  EegelBohnitt  als  resiproke  Kurven.  Der  Kreis 
mit  dem  Mittelpunkt  M  ^  a,h  und  dem  Radius  r  hat  in  bezug  auf 
ein  rechtwinkliges  System  Oxy  in  Punkt-  und  Linienkoordinaten  die 
Gleichungen  (§  12,  (1);  (27)): 

(29)  F{x,  y)  -  (o;  -  a)»+  (y  -  6)«-  r«=  0, 

(30)  f{u,  v)^{au  +  lv  +  ly -  r\u^  +  t;«j  -  0 . 

Die  reziproke  Kurve  mit  Bezug  auf  den  Ursprung  0  hat  daher  in 
Linien-  und  Punktkoordinaten  die  Gleichungen: 

(31)  F{u,  v)  =  (w  -  a)*+  (v  -  6)«-  r««  0, 

(32)  f{x,  y)  =  (ax  -h  6y  +  1)^  -  r\x'  +  y»)  =  0 . 

Führt  man  nun,  um  die  Bedeutung  der  Gleichung  (32)  zu  er- 
mitteln, ein  neues  rechtwinkliges  System  O^ri  ein,  dessen  g-Achse  die 
Richtungskosinus : 

(33)  ««-,      /?=-;       c^V^+t^^ÖM 

hat,  so  wird  (I  §  14,  (7j): 

(34)  ax  +  hy^d,    ^'+y'=f+i?' 
und  daher  die  Gleichung  (32): 

(35)  (|»+V)-^;(l+')*=0. 

Die  Reziproke  eines  Kreises  ist  daJier  (§  4,  (11))  ein  Kegelschnitt, 
dessen  Brennpunkt  in  den  Anfangspunkt  0  und  dessen  Brennpunktsachse 
in  den  Radiusvektor  des  Kreismittelpunktes  fcült.^)  Seine  Exzentrizität 
ist  s  ^  cir,  sein  Parameter  p  ==  1  :r. 

13.  Die  Parabel  als  Kurve  zweiter  Ordnung  und  Klasse.  Die 
Gleichungen  der  Parabel  lauten  nach  §  13,  (33)  und  (42)  in  homo- 
genen Punkt-  und  Linienkoordinaten: 

(36)  f^y^+2p{x  +  qt)t^0 
(36')                         --F^pv^-2qu^+2us^O. 


(37)      - 
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Die  hier  vorliegenden  Funktionen  f  und  F  stehen  in  der  Tat 
in  dem  §  18,  8  angegebenen  Zusammenhang,  insofern: 

Die  Determinante  §  18,  (2)  wird  mit  den  Elementen  üj^^  in  (37): 

(38)  A p\ 

Da  sie  nicht  verschwindet,  ist  die  Parabd  eine  eigentliche  Kurve 
zweiter  Ordnung  und  Klasse. 

14.  Fol  und  Polare.  In  der  Bezeichnung  §  18,  (11)  ist  jetzt, 
wenn  wir  den  Faktor  —  l  :p  in  (36')  der  Kürze  wegen  unterdrücken: 

(39)  f.^pt,    f^^y,    f,^p(x  +  2qt) 

(39')  Fl 2qu  +  s,    F^^pv,    Fj-m. 

Nach  §  18,  10  bestehen  daher  zwischen  Pol  P  ^  x,  y,  t  und  Polare 
g  =^  u,  V,  s  in  hezug  auf  die  Parabel  (36);  (36')  die  Beziehungen: 

(40)  (>M  =  p<,     (>t;  =  y,     QS-=-p{x  +  2qt) 

(40')  6x  ^  —  2qu  +  Sy    6y^pVf    6t  =  u.. 

Die  Glddiungen  der  Polare  des  Punktes  Pq^'Xq,  y^,  t^  und  des 
Poles  der  Geraden  g^  «  Mq,  t?^,  s^  lauten: 

(41)  y^y  +p{t^x  +  x^t  +  2qt^t)  -  0 

(41')  pv^v  —  2qu^u  +  s^u  +  u^s  =  0 

und  die  Bedingungen  für  zwei  konjugierte  Punkte  P^=»  x^^  y^,  t^  und 
P,  =  x^,  y„  ^  oder  Geraden:  g^  =  u^,  t?i,  s^  und  g^ «  «/,,  v^y  s^: 

(42)  yiy^  +  P(ti3Ci  +  Xit^+  2qt,t^)  -  0 

(42')  pv^v^  —  2qi4^u^  +  s^ii^  +  u^s^  =  0 . 

Mit  Pi^P^'^P  und  gi^  g^^^  g  gehen  aus  (42);  (42')  wieder  die 
Kurven  (36);  (36')  als  Orter  der  sich  sdbst  konjugierten  Punkte  und 
Geraden  hervor. 

Mit  ^  »  1 ,  s  ^  1  geht  man  überall  von  homogenen  zu  gemeinen 
Koordinaten,  mit  g  =  0  und  Umkehr  des  Vorzeichens  von  p  zu  den 
auf  die  Gleichung  §  13,  (37)  bezüglichen  Formeln  über. 

15.  Besondere  Paare  von  Pol  und  Polare.  Der  Pol  der  un- 
endlich fernen  Geraden  w,  v,  5  =»  0,  0,  1  ist  nach  (40')  der  unendlich 
ferne  Punkt  der  a; -Achse  x,  y,  ^=1,  0,  0.  In  ihm  berührt  jene  die 
Parabel  (§  2,  9). 

Die  Polare  des  Brennpunktes  x,  y,  t  ^  --  ^  —  q,  0,  1  ist  nach 
(40)  die  Direktrix  «,  «,  s  =  1,  0,  -  *  +  g  (§  2,  (19);  (20)). 
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Die  gemeinsame  Ordinate  PP'  zweier  Punkte  P  ^  x,  y  und 
P'  ^  Xj  —  y  der  Parabel,  deren  Tangenten  sich  nach  §  13,  (35)  in 
einem  Punkte  T  der  a;-Ach8e  treffen,  ist  nach  §  11,  10  die  Polare  von 
T,  Daher  liegt  der  Scheitel  der  Parabel  in  der  Mitte  zwischen  den 
SchnittpunJcten  der  Hauptachse  mit  der  Ordinate  vnd  Tangente  eines 
Punktes  der  Parabel  (ygl.  3.  und  §  13,  12). 

16.  Involution  harmonisolier  Polaren.  Die  Involution  hamio- 
nischer  Polaren,  welche  die  Parabel  (36 ')  an  einem  Punkte  Xq,  ^q  der 
Ebene  bestimmt,  ist  nach  §  17,  (4)  und  §  15,  (22): 

(43)  -  2(xq+  q)tgq)iig(p^  +  yQ(tgq)^+  tg(p^)  +p  -  0. 

Sie  wird  gleichseitig  hyperbolisch  (§  8,  13),  wenn  der  Punkt  Xq,  y^  auf 
der  Direktrix  (§  13, 16)  liegt,  und  wird  eine  Involution  rechter  Winkel 
(§  8,  12)  für  den  Brennpunkt  (§  13,  16). 

1.  Der  Brennpunkt  der  Parabel  ist  derjenige  Punkt  der  Ebene,  an 
dem  die  von  der  Parabel  bestimmte  Involution  harmonischer  Polaren 
eine  Involution  rechter  Witikel  ist. 

Sonst  gehen  durch  jeden  Punkt  Xq,  y^  der  Ebene  nur  jswei  zur 
einander  senkrechte  harmonische  Polaren,  nämlich  die  Hauptachsen  des 
Tangentenpaares  (§  13,  (45))  und  der  Strahleninvolution  (43). 

17.  Senkrechte  harmonisohe  Polaren.  Zwei  zueinander  senk- 
rechte harmonische  Polaren  u,  v,  s  und  u,  v',  s'  überhaupt  sind  nach 
(42')  durch  die  beiden  Bedingungen  verknüpft: 

(44)  pvv' —2quu  +  SU  +  US  =^0  (45)     uu'+vv'^O. 
Hieraus  ergibt  sich  bei  gegebenem  u,  v,  s: 

(46)  u':  v' :  s'=  wv  :  —  w^:  (p  +  '2q)uv  —  vs , 

Zu  jeder  Geraden  g  ^  u,  v,  s  gehört  nacJi  (46)  eine  bestimmte  senk- 
rechte harmonische  Polare  g'  ^  u',  v',  s\  die  wie  unter  6.  kon- 
struiert wird. 

Eine  Ausnahme  bilden  die  a;-Achse  u,  v,  s  ==  0,  1,  0  und  die  un- 
endlich ferne  Gerade  0,  0,  1,  für  die  g'  unbestimmt  wird. 

18.  Schnittpunkte  zweier  senkreohter  harmonischer  Polaren 
mit  der  Hauptachse.  Schließen  wir  diese  Fälle  aus  und  gehen  mit 
s  ==  s'  ^  1  zu  nicht  homogenen  Koordinaten  über,  so  besteht  nach  (44) 
und  (45)  zwischen  zwei  senkrechten  harmonischen  Polaren  die  Beziehung: 

(47)  -{P  +  2q)uu  +u  +  u'^0 

und  zwischen  den  Schnittpunkten  T  und  T'  mit  der  a:- Achse,   wie 
unter  6: 

(48)  x  +  x'+(p  +  2q)^0    oder    FT  =  T'F: 
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^-f-'^ 


I.  Zwei  senkrechte  harmonische  Polaren  schneiden  die  Hauptachse 
in  zwei  beiderseits  gleichweit  vom  Brennpunkt  F  gelegenen  Funkten,  Die 
Schnittpunkte  bilden  eine  gleichseitig  hyperbolische  Inyolution  (§  8,  6).®^) 
Daraus  folgt  weiter,  wie  unter  6: 

II.  Zwei  senkreckte  harmonische  Folarcn  g  und  g'  (Fig.  83)  sind 
zu  dem  durch  ihren  Schnittpunkt  S  gehenden  Brennstrahl  und  der  durch 

S  gehenden  Farallden  zur  Saupt- 
a^ihse  harmonisch,  halbieren  also 
die  Winkel  beider. 

Dasselbe  gilt  wie  unter  7. 
von  Tangente  und  Normale. 

19.  Nomialen  der  Parabel 
durch  einen  Fonkt.  Für  den 
einem  Funkte  x,  y  zugeordneten 
Normalsk-aJd  ergeben  sich,  wie 
unter  8,  aus  (40)  die  Gleichungen: 

(49)   yiX-x)-piY-y)^0 

und  die  Koordinaten: 


-7— -ifj-f-- 


^as 


Fig.  83. 


(50)     „--^ 


X 


V  « 


—p 


(p—^)y 


Setzt  man  diese  Werte  wie  unter  9.  in  die  Gleichung  (20)  ein,  so  er- 
hält man  als  Ort  der  Funkte,  deren  konjugierte  Normalstrahlen  durch 
den  festen  Funkt  Fq  gehen,  die  Kurve: 

(51)  xy  —  {p  +  XQ)y  +  i?yo  =  0 . 
Sie  nimmt  durch  die  ParaUelverschiebung: 

(52)  x=^p  +  XQ+i,    y^-'tj 

des  rechtwinkligen  Koordinatensystems  die  Form  an: 

(53)  U+pyo-0. 

Sie  ist  also  eine  gleichseitige  Hyperbel,  die  durch  Fq  geht,  und  von  deren 
Asymptoten  die  eine  die  x- Achse,  die  andere  eine  Farallde  zur 
y- Achse  ist. 

Von  ihren  vier  Schnittpunkten  mit  der  Parabel  (36)  sind  drei 
die  Fußpunkte  der  drei  Normalen ^^),  die  von  Fq  an  die  Parabel  gelegt 
werden  können.  Der  vierte  Schnittpunkt  fällt  in  den  unendlich  fernen 
Punkt  der  x-Achse. 

Für  den  Brennpunkt  Pq==  —  ^  —  ?;  0  zerfällt  die  Hyperbel  (51) 
wie  unter  9.  in  die  x -Achse  und  die  Direktrix: 


§  20,  19—21.  107 

(54)  y(a;-|  +  «)  =  0, 

80  dafi  der  Schlußsatz  von  9,  ebenfalls  für  die  Parabel  gilt. 

20«  Stralüenpaar  und  Punktepaar  als  Kurven  mit  Doppel- 
element. Für  das  Strahlenpaar  und  sein  unendlich  fernes  Punkte- 
paar (§  13,  (57);  (57')): 

(55)  r(a;,y,0«»«!-F'  =  Ö      (5^^)    F(u,v,s)^a'u'--b'v'^0 

ist  im  Sinne  von  §  9,  (3)  und  §  15,  (1) : 

1  1  __  _^ 


(56) 


-^11  ~  As  "~  -As  ™  Al  "  A«  —  ^7         -^M 


a»6*' 


so  daß  nach  §  19,  1  folgt: 

Das    Linienpaar    (55)    is^    e/nej     Das  Pii»Ä^g>aar   (55')    ts^  e>«6 


Kurve  zweiter  Ordnung  mit  dem 
Doppelpunkt  ir,  y,  ^  =  0,  0, 1,  dem 
Schnittpunkt  der  beiden  Linien  des 


Kurve  zweiter  Klasse  mit  der  Doppel- 
geraden  UfVyS  '='  0,  0, 1,  der  Ver- 
1  bindungslinie  der  beiden  Punkte  des 


Faares.  '  Paares. 

Aber  es  gehört  nach  §  13,  (58')  Aber  es  gehört  nach  §  13,  (58) 
nicht  zu  den  Kurven  zweiter  Klasse '  nicht  zu  den  Kurven  zweiter  Ord- 
%  15,  (1).  .  nung  §  9,  (3). 

21.   Die   Folarentheorie   des  Linienpaares   oder  Funktepaares. 

In  bezug  auf  das  Linienpaar  (55)  ergibt  sich  aus  §  11,  (21);  (26)  und, 
unabhängig  davon,  in  bezug  auf  das  Punktepaar  (55')  aus  §  17,  (8);  (9): 

für  die  Polare  eines  Punktes  x,y,t:  für  den  Pol  einer  Geraden  u,  v,  s: 

(57)  (>M  =  ^,  pt?=— ^,,  Qs  =  0  (57')    6x  =  a^u,  öy=  —  Vv,  61=^0 
und  für  den  Pol  einer  Geradenu,v,s:  undtiXr  die  Pohre  eines  Punktes  x,y,t: 

(58)  6x^0,  tfy=0,  6t ^/^,.  (58')  qu^O,  pv-O,  qs a^bH. 

Die  Gleichungen  (57)  und  (58)  oder  (57')  und  (58'),  die  nicht 
mehr  Auflösungen  voneinander  sind  wie  (5)  und  (5')  oder  (40)  und 
(40'),  bringen  unmittelbar  die  Sätze  §  19,  4,  I — III  zum  Ausdruck. 

Die  Bedingungen  für  zwei  konjugierte  Punkte  x,  y,  t  und  x\  y",  t' 
in  bezug  auf  das  Litiienpaar  (65),  bezüglich  zwei  konjugierte  Gerade 
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Uy  Vj  s  und  u,v\s'  in  bezug  auf  das  Punktq^aar  (55')  lauten  (§  11,  (9); 
§  17,  (3)): 

(59)  ^'^^«0.  (590       a^uu' -i^v'^O. 

Sie  führen,  wenn  rc,  y  als  Koordinaten  des  Strahles  im  Büschd  (I  §  7,  (^2)) 
und  —  V,  M  als  Koordinaten  des  Ptmktes  auf  der  unendlich  fernen 
Geraden  (I  §  7,  (3);  §  23,  1)  betrachtet  werden,  auf  die  SiraJüen- 
involution  §  8,  (28)  und  die  PunJUinvolution  auf  der  unendlich  fernen 
Geraden  §  8,  16  zurück  (§  19,  6). 

22.  Das  Kreisstrahlenpaar  und  Ereisponktepaar.     Mit  a^^  —  b^ 

erhält  man  aus  (55)  und  (55 ^  in: 

(60)  x^+y^^O  (60')  u^+v^^O^) 


die  Gleichung  desKreisstrahle^ipaxires 
am  KoordinaienanfangspunJä  0  in 
Puvktkoordinaten. 


Für   zwei   konjugierte  Punkte  in 
bezug  auf  (60)  ist: 

(61)  xx+yy'=0. 


die  Gleichung  des  Kreispunktepaares 
auf  der  unendlich  fernen  Geraden 
in  Linienkoordinaten  (§  12,  10; 
§  13,  21). 

Für   zwei  konjugierte  Gerade  in 
bezug  auf  (60')  ist: 

(61')         uu'-{-vv'=0. 

Die  Gleichung  (61')  gibt  sofort  die  Sätze: 

I.  In  hezug  auf  das  Kreispunktepa^r  sind  zwei  Gerade  konjugiert 
(harmonische  Polaren)^  wenn  sie  aufeinander  senkrecht  stehen.^^) 

IL  Die  Involution  harmonischer  Polaren,  die  das  Kreispunktepa^ar 
an  einem  Punkte  P  der  Ebene  bestimmt,  ist  stets  eine  Involution  recfiter 
Winkel  (das  Tangentenpaar  von  P  an  das  Kreispunktepaar  ist  ein  Kreis- 
strahlenpaar). 

Ferner  folgt  aus  (61)  und  (61'): 

III.  Die  Polare  eines  Punktes  P I  HF.  Der  Pol  einer  Geraden  p 
in  bezug  auf  das  Kreisstrahlenpaar  I  in  bezug  auf  das  Kreispunktepaar 
ist  die  zum  Leitstrahl  OP  durch  0\ist  der  gemeinsame  unendlich  ferne 
gelegte  Normale,  '  Punkt  aller  Normalen  von  p. 

IV.  In  der  Auffassung  des  Schlußsatzes  von  21.  wird  (61)  die 
Involution  rechter  Winkel  §  8,  (30)  und  werden  zwei  entsprechende 
Punkte  der  Involution  (61')  durch  irgend  zwei  rechtwinklige  Gerade 
aus  der  unendlich  fernen  Geraden  ausgeschnitten.  Beide  Involutionen 
liegen  perspektiv. 

23.  Ereispunktepaar  und  Kegelsohnitt.  Die  BrennpunktCy  an 
denen  der  Kegelschnitt  (1')  oder  (36')  nach  4-,  I  und  nach  16,  I  eine 
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Inyolution  rechter  Winkel  bestimmt,  sind  in  der  Auffassung  22,  II 
auch  diejenigen  Punkte^  an  denen  der  Kegelschnitt  und  das  Kreispunkte- 
paar  beide  diesdbe  Involution  harmonischer  Polaren  bestimmen  oder, 
was  dasselbe  ist  (§  13,  8,  II;  16,  II),  von  denen  an  den  Kegelschnitt 
und  das  Kreispunktepaar  dasselbe  Tangentenpaar  geht;  oder  auch 
(§  19,  3,  nO: 

Die  vier  Brennpunkte  der  JEÜipse  oder  Hyperbel  (der  Brennpunkt 
der  Parabel)  sind  die  Schnittpunkte  der  von  den  beiden  imaginären 
Kreispunkten  an  den  Kegdscfinitt  gelegten  vier  (bei  der  Parabel  nach 
§  13,  15,  I  zwei)  Tangenten.^) 


IIL  Abschnitt. 

Einteilung  der  Kurven  zweiter  Ordnung  und  Klasse 

I.  Kapitel. 

Die  Arten  der  Kurven  zweiter  Ordnung. 

§  21.  Hauptacliseiiriclitimgen  und  HanptaoliBenkoefflzieiiten. 

1«  Begriff  der  nanptachsenriohtaiigen  und  Hauptaohsenkoeffi- 
zienten.  Wenn  die  auf  ein  rechtwinkliges  Koordinatensystem  Oxy 
bezogene  Gleichung: 

(1)  g{x,  y)  =  a^^(x?  +  2a^^xy  +  Oj^y*  +  2ai8a:  +  2a^^y  +  a^j  =  0 

mittels  der  Substitution  §  9,  (17)  auf  ein  neues  recht-  oder  schief- 
winTdiges  System  ß|iy  transformiert  wird,  so  erhalt  sie  die  Form 
§  9,  (19).  Dabei  hängen  die  drei  neuen  Koeffizienten  a/^,  a,2,  a^ 
nach  §  9,  (20),  (21)  einerseits  nur  von  den  drei  ersten  Koeffizienten 
^117  ^12»  ^%  ^^^  (1);  anderseits  aber  nicht  von  dem  Anfangspunkte  Sl, 
sondern  lediglich  von  den  Richtungen  a^,  ß^  und  a^,  ß^  der  Achsen  | 
und  rj  ab. 

Wir  nennen  nun  diese  ein  Paar  Ha/upta(^isenriditung€fi  (ygl. 
weiterhin  6,  II)  der  Kurve  (1),  wenn  sie  zueinander  rechtwinklig  stehen 
und  der  Koeffisfient  a^g  verschwindet,  so  daß  die  neue  Gleichung  die 
Form  erhält: 

(2)  g{x,  y)  =  a;j«  +  a,;.?«  +  2  a[,l  +  2  a^^n  +  a«;  =  0. 

Die  Koeffizienten  a/j,  a^^  sollen  alsdann  die  jsugehörigen  Hauptachsen- 
koeffizienten heißen. 

2.  Bedeutung  der  Hauptaohsenrichtungen  in  der  Folarentheorie. 

Mit  Rücksicht  auf  den  Wert  §  9,  (21)  von  a/^  und  die  Bedingung 
§11,  (12)  unendlich  femer  harmonischer  Pole  folgt  auch: 

I.  IJin  Paar  Hauptachsenriditungen  bestetit  aus  zwei  zueinander 
senkrechten  Richtungen,  deren  unendlich  ferne  Punkte  harmonische  Pole 
der  Kurve  sinrf;  oder  mit  Bezugnahme  auf  §  20,  22,  IV: 

IL  Ein  Paar  Hauptachsenrichtungen  besieht  aus  zwei  Richtungen, 
deren  unendlidi  ferne  Punkte  gleichzeitig  harmonische  Pole  der  Kurve 
und  des  imaginären  Kreispunktepaares  sind,^^) 
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3.  Notwendige  und  hinreichende  Bedingungen  der  Haupte 
aohBenriohtungen  und  HauptaohBenkoeffizienten.  Die  Hauptachsen- 
richtimgen  a^,  ß^  und  a^,  ß^  haben  nach  ihrer  Erklärung  den  Glei- 
chungen zu  genügen: 

(3)     a,'+ß,^^l,     a,«+^,«»l;  (4)     a,a,+  ß,ß,^0, 

(5)  <, «  h,(a,,  ß,)a,  +  h,(a,,  ß,)ß,  =  \  («„  ß,)cc,  +  h,{a^,  ß,)ß,  =  0. 

Die  Hauptachsenkoeffizienten  sind  alsdann  durch  die  Gleichungen: 

(6)  a,;  =  h(a^,  ß,),        a,;  =  h{a^,  ft) 
bestimmt. 

Die  sechs  Gleichungen  (3),  (4),  (5),  (6)  ejithalten  somit  die  voU- 
ständige  Erklärung  der  sechs  Unbekannten  a^^,  a^^;  «i,  A;  o,;  Ä  ^^ 
Haupiachsenprohlems. 

Aus  (3)  und  (4)  folgen  überdies  die  weiteren  Gleichungen 
^I  §  13,  (10)): 

(7)  «/+«,««!,     A»+A>=1,  (8)     a,ß,+  a,ß,  =  0. 

4.  Zusammengehörigkeit  einer  Richtung  und  eines  Koeffizienten«. 

Vertauscht  man  die  Richtungen  a^,  ß^  und  a^,  ß^  und  zugleich  die 
Koeffizienten  a{^  und  a^,  so  ändern  sich  die  Gleichungen  (3),  (4) 
und  (5)  nicht  und  yertauschen  sich  die  beiden  Gleichungen  (6) 
untereinander.  Die  Gesamtheit  der  sechs  Gleichungen  bleibt  unver- 
ändert. 

Die  sechs  Unbekannten  zerfallen  daher  in  zwei  Gruppen  a/j,  a^,  ß^ 
und  fljjj,  «2,  ft,  die  untereinander  vertauschbar  sind,  während  die  drei 
Elemente  jeder  Gruppe  zusammengehören. 

5.  Gleichung  für  den  Richtungswinkel  einer  Hauptachse.  Be- 
zeichnet <p  den  Richtungswinkel  der  g-Achse  gegen  die  a;-Achse^  also- 

9)  +  6  y(^  =  ±  1)  den  der  ly- Achse,  so  ist  (I  §  13,  (8)): 

«1  =  cos 9p,  /?!  =  sin  9;  flfj  =»  —  £  sin  9?,  /3j  =  £  cos  q). 

Damit  sind  die  Gleichungen  (3)  und  (4)  schon  erfüllt.  Dagegen  wird 
die  Gleichung  (5): 

2a;^=2(a^,cc^a^  +  a,^{a^ß^+  a^ß{)  +  a^^ß.ß,) 

=»  2  £(—  (Oii  —  a^i)  cos  9  sin  9  +  a^  (cos*  9  —  sin^  tp))  =  0 
(§8(31))  oder»»): 
(9)  (aji  —  Ojj)  sin  2  9  —  2  a^^  cos  2  9  =»  0. 

Sind  die  Koeffizienten  dieser  Gleichung  nicht  beide  0,  so  gibt 
die  Gleichung  einen  bestimmten  Wert  von  sin  2  97 :  cos  2  9?  und  daher 
von  Vielfachen  von  2;r  abgesehen,  zwei  Werte  von  2%  die  in  der 


f^:^' 


] 
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Beziehung  2(p  und  2q)  +  Jt^  also  vier  Werte  von  9?,  die  in  der  Be- 
Ziehung:  9?,  ^  +  -^7  <P  -\-  ^,  9  +  ^   stehen.     Die  |- Achse  kann  also, 

'^  Ton  der  Pfeilspitze  abgesehen^  zwei  zueinander  rechtwinklige  Lagen 

haben.  .  Da  aber  die  9^-Achse  zur   ^-Achse  senkrecht  steht,  so  folgt: 
Wenn  nicht  gleichzeitig  die  beiden  Bedingungen-, 

<10)  «ii  =  a„,     ai,  =  0 

bestehen,  so  gibt  es  stets  ein  wtd  nur  ein  Paar  von  Hauptach^enrich- 
tungen  der  Kurve, 

Ihre  Bezeichnung  mit  |  oder  mit  rj  und  ihre  Pfeilspitzen  bleiben 
dabei  willkürlich. 

Sind  dagegen  die  beiden  Bedingungen  (10)  erfüllt,  so  hat  schon 
die  Gleichung  (1)  die  Form: 

<11)  g(x,  y)  =-  a^^ia?  +  y*)  +  2a^^x  +  2a^^y  +  033 «  0 

und  behält  sie,  da  nach  (5)  und  (6)  für  irgend  zwei  rechtwinklige 
Achsen  a/^ «  0,  a^^ «  a^g  =«  a^^  ist,  in  jedem  rechtwinkligen  System 
Sl^ri,     Die  Hauptachsenrichtungen  sind  unbestimmt. 

6,  Notwendige  Gleioliiuigen  für  die  einzelnen  Gruppen.     Wir 

wiederholen  die  Gleichungen  (5)  und  (6)  in  der  Form: 

Multipliziert  man  je   zwei   Gleichungen   mit   a^,  a^   oder  ß^,  ß^  und 

addiert,  so  ergibt  sich  mit  Hinblick  auf  (7);  (8)  und  unter  Hinzu- 
nahme von  (3): 

I.  Die  beiden  Gruppen  von  je  drei  UnbekantUen  a,'^,  Oj,  ß^  und 
^227  ^%y  A  iviüssen  den  beiden  Systemen  von  je  drei  Gleichungen  ge- 
nügen: 

1*1  («1;  ßl)  =  »1>1>  {K{^^  ßi)  =  «M«2; 

<13)  A,(«i,  /3J « a;,ß,,  (130  Ä3(«2,  ^2)  -=  <ß2, 

W+ß,'-^i',  lv+Ä^»i. 

Ein  solches   System   hat  nach  §  11,  (3)  i.  Allg.  die  Bedeutung: 

II.  Jede  einzelne  Hauptachsenrichtung  ist  dadurch  churakterisiert, 
■daß  sie  auf  der  zu  ihr  lonjugierten  Geraden  senkrecht  stcht.^) 

7.  Hinreichende  Gleichungen  für  die  einzelnen  Gruppen.  Um- 
gekehrt folgt,  ohne  daß  i2|Tj  rechtwinklig  Torausgesetzt  wird,  aus  den 


<12) 


<12') 


(14) 
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beiden  ersten  Gleichungen  (13)   durch  Multiplikation  mit  aj^,  ß^  und 
Addition  mit  Rücksicht  auf  die  dritte  Gleichung  (IS): 

Ai(ai;  ßi)^  +  *,(«!,  ft)/?!  -  a/i     oder    h(cc^,  /3J  -  a/j 
und  ebenso  aus  (13')  die  andere  Gleichung  (6). 

Multipliziert  man  ferner  die  zwei  ersten  Gleichungen  (13)  mit 
€c^,  ß^  und  (13')  mit  a^,  ß^  und  addiei%  so  ergibt  sich: 

*i(«f«>  A)«!  +  A2(«j;  A)/*i  =-  «m(<^i^  +  ßiß%\ 

wo  die  linken  Seiten  beide  den  Ausdruck  a/,  in  (5)  darstellen.    Hier- 
aus aber  folgt^  falls  a[^  +  a^  (I  Anm.  2,  I,  (7)),  daß: 

(15)  a/j  -  0,         «1  a,  +  ft  A  =  0. 

Es  folgen  also  aus  den  sechs  Gleichungen  (13),  (1^')  die  sechs  Glei- 
chungen (3),  (4),  (5),  (6).  Ist  aber  a/j  =  a^,  so  folgen  aus  (14)  erst 
unter  Annahme  der  zweiten  Gleichung  (15)  beide  Gleichungen  (15). 
Die  sechs  Gleichungen  (13)  und  (13')  sind  hinreichende  Bedin- 
gungen für  die  Hauptachsenrichtungen  und  Hauptachsenkoeffizvnten^ 
falls  die  letzteren  a/^  und  a^  versdiieden  ausfallen.  Dagegen  sind  sie 
für  a/j  =  ajj  erst  unter  Hinzufügung  der  Gleichung  (4)  hinreichend. 

8.   Die  quadratische  Gleichung  der  Hauptachsenkoefftsienten. 

Ausführlich  geschrieben  lauten  die  Gleichungen  (13)  und  (13'): 


a,^+ß,'^l. 


(16)      a,,a,-f(a,,-a;,)/3,  =  0,        (16') 

Da  nach  der  letzten  Gleichung  (16)  oder  (16')  a^  und  ß^,  bezüglich 
a^  und  ß^  nicht  beide  yersch winden,  so  folgt  aus  den  beiden  ersten: 

I    «11  —  »l'l       «12  ,,  !    «11  -  «22       «12  i  ^ 

1  ,   I  =  u ,  ,     =  u. 

!    «21  «i2—  «11    .  «21  «22—  «22    I 

Jeder  der  beiden  Hauptachsenlcoeffizienten  a/^,  a^'g  muß  daher  der 
in  k  quadratischen  Gleichung^^): 

(17)  «11--^       «12  ^ 

9.  Bealität  der  Wurzeln.     Mit  den  Abkürzungen: 

(18)  ^83  =  »11  -f  a^ ,  ^38  =  «11  «22  —  «^2 

wird  die  Gleichung  (17): 

(19)  J{X)^k^-A^^k  +  A,,^0, 

statt  de,  Fljlchen  zweiter  Ordnung.  8 
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Ihre  Diskriminante: 

(20)  A'^  -4A„^ia,,-a„y+4  a«, 

ist  niemals  negativ,    dhre  beiden  Wurzeln  X^  und  X^  sind  daher  stets 
reell 

10«  Einfache  und  doppelte  Wurzeln.  Wenn  für  eine  Wurzel  X 
von  (19)  die  Diagonalelemente  a^  —  l  und  a^^  —  k  beide  verschwinden, 
so  wird  auch  der  Differentialquotient  von  -^(A): 

(21)  z/'(A)=-(a,,-A)  +  (a„-A) 

Null,  so  daß  k  eine  Doppelwurzel  ist.     Umgekehrt  folgt  daher: 

I.  Fik  eine  einfache  Wurzd  der  Gleichung  ^(A)  =  0  können  nickt 

beide  Hauptelemente  a^^  —  k  und  Ogg  —  A  der  Determino/nte  ^(k)  gleich-- 

zeitig  verschwinden. 

Eine  Doppdwurzel  tritt  nach  (20)  immer  dann  und  nur  dann  auf, 

wenn,  wie  in  (10): 

(22)  «ii===öt2g,        ajs—0. 

Der  Wert  der  Doppel wurzel  ist.  alsdann: 

(äO)  Aj  =  ^2  =  Ctjj  =  d^2  • 

IL  Für  eine  Doppdwurzel  der  Gleichung  z/(A)  =  0  verschunnden 
stets  aMe  vier  Elemente  der  Determinante  ^d{k). 

!!•  Positive  und  negative  und  verschwindende  Wurzeln.    Für 

die  beiden  Wurzeln  k^,  k^  der  Gleichung  (19)  ist: 

(24)  ^1+^2  =  -djg,        AjAg  =  -4g8. 

Ist  daher  A^^  +  0,  so  verschwindet  keine  der  beiden  Wurzeln  k^  und 


Aj  und  ihre  Vorzeichen  sind  für: 


(25) 


+  +, 


+ 


(26) 


lA„>o,  a;,>o 
A,,>o,  ^,;<o 

Dagegen  ist  fttr: 

-^83  ^^  ^f     -^83  =*  "  :  A^  =  ü,     A2  =  U. 
12«  Die  zu  einer  Wurzel  gehörige  Hauptaohsenrichtung.    Jeder 
Hauptachsenkoeffizient  a/^  oder  a^^  muß  nach  8  eine  Wurzel  A^^  (k  -=  1, 2) 
der  Gleichung  z/(A)  =  0  sein.     Die  zu  ihm  und  damit  zu  der  Wurzel 

A^  gehörige  Hauptachsenrichtung   a^^;  ßk  (^gl-  ®;  I)   ^^^  '^^^^   (1^)> 
(16')  den  Gleichungen: 

(«11- A;t)«*+öi2A==0, 


+  (<h2-h)ßk-0, 
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die  wegen  ^{^^)  »  0  miteinander  verträglich  sind,  und  der  Gleichung: 

(28)  a,'+ß,'-l 

genügen. 

Ist  nun  Xj^  eine  einfache  Wurzel,  so  verschwinden  nach  10,  I 
nicht  alle  Koeffizienten  der  Gleichungen  (27),  so  daß  diese  ein  be- 
stimmtes Wertsystem: 

(29)  tif^'ßk »11  '  «11-  -^*=  ^29  -  ^*  '•  -  «21 

liefern.  Mit  diesem  ist  zuzüglich  der  Formel  (28)  die  zu  X^  gehörige 
Hauptachsenrichtung  abgeseh^i  von  der  Pfeilspitze  bestimmt. 

Zu  einer  einfachen  Wwrzd  Xj^  gehört  daher  stets  eine  und  nur  eine 
den  Gleichungen  (27)  und  (28)  entsprechende  Hauptachsenrichtung, 

Um  also  bei  verschiedenen  Wurzeln  X^  und  X^  ewei  Hauptachsen- 
richtungen I  und  71  zu  erhalten,  muß  man  für  die  Hauptachsen- 
koeflizienten: 

(30)  <i-^,         ^n-^ 

nehmen  und  dann  a^,  ß^  und  a^y  ßi  ^^  Ic^l  und  Ä:  »  2  aus  (27) 
oder  (29)  und  (28)  bestimmen.  Die  Richtungen  ^  und  17  sind  dann 
nach  7  auch  rechtwinklig.  Einer  Yertauschung  der  Wurzeln  X^  und 
X^  in  (30)  entspricht  nach  (29)  eine  Yertauschung  der  Achsen  ^  und  77, 
so  daß  Aj  mit  |  und  X^  mit  ri  untrennbar  zusammenbleibt  (vgl  4). 
Bei  gleichen  Wurzeln  A,  =  A,   sind  nach  10,  U  die  Gleichungen 

(27)  identisch  in  a^^,  ßj^  erfüllt.     Es  bleibt   daher  nur  die  Gleichung 

(28)  für  Ä  =  1,  2  und  dieser  ist  nach  7  noch  die  Gleichung  (4)  hinzu- 
zufügen, so  daß  ^  und  ri  irgend  zwei  rechtwinklige  Achsen  sind. 

13.  Gesamtergebnis  der  Hanptaohsentransformation.    Hiemach 

« 

ergibt  sich: 

Die  auf  ein  rechtwinkliges  Achsensystem  Oxy  bezogene  Gleichung 
(1)  einer  Linie  zweiter  Ordnung  nimmt  durch  Transformation  auf  ein 
neues  rechttvinkliges  System  Sl^rj,  deren  Achsen  |  und  rj  bei  beliebigem 
Anfangspunkt  Sl  ^  x^,  y^  die  stets  vorhandenen  Hauptachsenrichtungen 
der  Kurve  haben,  folgende  Formen  an: 

1.  Für  -488+ 0: 

(31)  g{x,  y)  ==  2, g«  +  A,i?«  +  2 a,;!  +  2  <,!?  +  <,  =  0, 

wo  Ai  und  Aj  die  nicht  verschwindenden  Wurzeln  der  Gleichung 

sind. 

a)  Die  Hauptachsenrichtungen  g  und  ri  sind  für  zwei  ungleiche 
Wurzeln  A^+^s  eindeutig  bestimmt,  und  zwar  ist: 


8* 
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(32) 


(34) 


\'ßi o«  :  «11  —  ^1  =  «1»  —  ■^1  •  —  Oji. 

< 

Oj :  /J^  =«  —  «18  :  «11  —  A,  —  Oj,  —  i,  :  —  a^. 

b)  Bei  gleichen  Wurzeln  Ai  =  ^  sind  irgend  zwei  rechtwinklige 
Achsen  Hauptachsen. 

2.  Für  ^38=0,  ^33+0: 

(33)  g{x,  y)^X,ri^+2  a/^S  +  2a;,v  +  a^  -  0, 

wo  X^  =  -4^  die  nicht  verschwindende  Wurzel  der  Gleichung  zi(il)  =  0  ist. 
Die  Hauptachsenrichtungen  ^  und  iq  sind  eindeiäig  bestimmt^  und 
zwar  ist:     . 

3.  Für  A^,^0,  A;,^0: 

(35)  g  (x,  y)  =  2  a/jg  +  2^3?;  +  a^,  «  0. 

Irgend  zwei  rechtwinklige  Richtungen  |,  rj  sind  Hauptachsen- 
richtungen. 

14.  Unendlich  fernes  Punktepaar  der  Kurve.  Die  Kurve  (1) 
schneidet  nach  §  9,  (25)  die  unendlich  ferne  Gerade  ^  =  0  in  dem 
Punktepaar: 

(36)  h(x,  y)  =  a^^x^  +  2ai2^y  +  «jsy*  =  ^;        t^O, 

welches   bei   der   homogen    gemachten   Darstellung    (31)    die    Form 
erhält: 

(37)  .     h{x,  y)  ^  k^i^  +  k^ri' ^  0,         r  =  0. 

Mit  Bezug  darauf  folgt  aus  (25),  (26): 

Das  unendlich  ferne  Punktepaar  der  Kurve  eweiter  Ordnung  (1) 
ist  für: 

1.  -433  >0:  getrennt  imaginär; 

2.  ^33  <  0:  getrennt  reell; 

3.  -4.33=0,  J.g3+0:  zusammenfallend; 

4.  -433=0,  -4.33=0:  unbestimmt.^) 

Man  nennt  das  Punktepaar  auch  tom  Range  2,  1  oder  0  (vgl. 
§  18,  1),  je  nachdem  es  getrennt,  zusammenfallend  oder  unbestimmt 
ist.  Im  letzten  Falle  gehört  die  gange  unendlich  ferne  Gerade  der 
Kurve  an. 

Abgesehen  von  diesem  letzten  Fall,  geht  die  Kurve  (1)  durch  die 
imaginären  Kreispunkte  (§  12,  (25))  für  A^  =  Ag,  also  nach  (22)  unier 
den  Bedingungen: 

{39)      a,,  =  a.,,  a^,  =  0         ( ^^3  =  A/  =  al,  >  0,  ^3',  -  2 0,1). 


(38) 
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In  zwei  tsu  den  imaginären  Kreispunlien  harmonischen  Punkten 
(den  unendlich  fernen  Punkten  zweier  senkrechter  Richtungen^  §  20, 
22,  IV;  §  7,  (40))  schneidet  die  Kuroe  (1)  die  unendlich  ferne  Gerade 
für  ^1 «  —  Ag,  also  nach  (24)  unter  der  Bedingung: 

(40)  ^,'3  =-  0        (^,3  «  -  A,^  =  -  a\,  -  af,  <  0). 
Man  hat  in  (39)  und  (40)  SpezialfäUe  von  (38),  1.  und  2. 

15.  Die  Hauptaohaen  des  Strahlenpaares.  Die  Hauptachsen- 
transformation der  Kurve  (1)  liefert  zugleich  diejenige  des  Strahlen- 
paares.   Man  hat  nur  in  (1)  a^j  =  0,3  =  a^^  ==  0,  in  §  9,  (17)  Xq^j/q^O 

und  in  (31)  0^/3  =•  »23 '*"  ^ss  ^  ^  ^^  nennen: 

Die  auf  ein  redUivinkliges  Achsensystem  Oxy  bezogene  Gleichung 
des  StraUenpaares  (§  7,  (33)): 

(41)  h{x,  y)  =  a,ia;-  +  2a^^xy  +  a^y^  =  0, 

wo  Xy  y  FunJäkoordinaten  in  der  Ebene  oder  Strahlenkoordinatm  im 
Büschel  sind  (§  7,  11),  nimmt,  auf  die  stets  vorhandenen  rechtwink- 
ligen Hauptachsen  (Halbierungslinien)  O^ri  bezogen,  die  Form  an: 

(42)  Ä(^,y)  =  AJ«+A,  1^2=0. 

Es  gilt  dann  eine  entsprechende  Klassifikation  wie  in  (38).  In  der 
Tat  ist  das  Strahlenpaar  (41)  zu  dem  Punktepaar  (36)  perspektiv. 
Den  Sonderfällen  (39)  und  (40)  entspricht  das  Kreisstrahlenpaar  und 
rechtwinklige  Strablenpaar  §  7  (39);  (40). 

16.  Unendlich  fernes  Ponktepaar  in  Linienkoordinaten.     Wie 

(41)  kann  auch  (36)  unabhängig  von  der  Kurve  (1)  als  beliebiges  un- 
endlich fernes  Punkt^Orar  gelten.  Es  hat  nach  §  19,  (18)  in  Linien- 
koordinaten  die  Gleichung  (I  §  71,  (16')): 

(43)  a^u^  —  2a^^uv  +  a^^v^  =  0. 
Auch  auf  dieses  überträgt  sich  die  Klassifikation  (38). 


§  22.  Invarianten  der  Kurve  zweiter  Ordnung  im  gemeinen 

Koordinatensystem. 

1«  Übergang  von  einem  rechtv^inkligen  zu  einem  schiefwink- 
ligen System.  Transformiert  man  die  auf  ein  rechtwinkliges  System 
Oxy  bezogene  Gleichung  der  Kurve  zweiter  Ordnung: 

(1)    fi^y y,  0  =-  «11^*  +  0^32»*  +  2«i2^y  +  2a^^xt  +  2a^^yt  +  a^^t^  =  0 
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durch  die  Substitution  (I  §  14,  (11);  (14)): 


(3) 


l  St'  -  St. 


y  -  ßtx' +  ß,y' +  y,t', 
t=  (, 

auf  ein  beliebiges  schiefwiMiges  System  0' x'%f,  so  haben  die  Koef- 
fizienten der  neuen  Gleichung: 

(4)  fix, y, 0 - «!>''  +  <.»'*  +  2a,>'y  +  2a;3a;'^'+  2^3}/'/'  +  a'J^ ^ 0 

die  Werte  §  9,  (20)— (23).  Gleichzeitig  finden  die  Beziehungen  §  15, 
(12) — (16)  statt,  so  daß  für  die  Substitutionsdeterminante  die  doppelte 
Darstellung  gilt: 

(6)     S  =  sin  oj  =»  sin  oiy  = 


(5) 


S=- 


a. 


% 


0 
1 


a. 


«t 


ß, 
ß. 


2.  Zwei  Detenninanten  als  InTarianten.  Nach  dem  Multipli- 
kationstheorem  der  Determinanten  (I  Anm.  1,  Y,  2)  ist  nun  unter 
Benutzung  des  Wertes  (5)  von  -S  und  mit  Rücksicht  auf  die  Werte 

§  9,  (11),  (14),  (8): 


S- 


«81 


«12 


«1« 


a, 


81 


a 


SS 


a, 


B8 


Äi(«i/Ji)    A»(«iA)    ^.KA) 

Äi(aj/J,)     A,(c,/3,)     Ä,(a,/J,) 

^i(«oyo)   5'»(«oyo)  i/»(«oyo) 


und  abermals  nach  demselben  Multiplikationstheorem  und  §  9,  (20) 
bis  (23);  (9): 


«II 


a 


it 


(7) 


s». 


a 


21 


«18  I 
«28  ,  = 


a 


11 


a 


18 


a 


13 


a 


81 


a, 


88 


a, 


88 


31 


a 


38 


a 


33 


«82 
'   «81   «38   «*"  '      «' 

Ebenso  folgt  nach  dem  Multiplikationstheorem  (I  Anm.  1,  Y,  1)  imter 
Benutzung  des  Wertes  (6)  von  S: 


^>« 

«u 

«1» 

1 

1 

8' 

% 

o,, 

^^     1 

^   1 

1 

1 

4 

und 

weiter: 

(«) 

5»- 

«11 
o>i 

«12 
«88 

^(«l^l) 

A8(«8A) 


a 


11 


a 


18 


a 


81 


a, 


88 


Beim  Übergang  von  einem   rechtwinkligen  System  Oxy  m  einem 
schiefwinkligen   O'x'y   bestehen  zwischen   den  Koeffizienten  der  beider- 
:  ^itigen  Gleichungen  (1)  wnd  (4)  die  Beziehungen  (7)  und  (8). 


•  » 


(14)  S* 


^21  %2 
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3.  Kreis  und  Kurve  zweiter  Ordnung.  Die  Oleichung  des  um 
den  Punkt  0'  =«  x^y^  beschriebenen  Kreises  vom  Radius  r: 

(9)  k{x,  y,  t)  «  {x  -  x^ty+{y  -  y,ty-rH'=^0 
lautet  in  dem  schiefwinkligen  System  O'xy   nach  (2): 

(10)  Mx,  y,  t)  =-  x'*  +  y'*  +  2ya:'y'  -  r»f'«  =  0, 
wo: 

(11)  y  =«  cos  ß}  =»  a^ag  +  /Jj/Jj. 

Demnach  geht  die  Gleichung: 

(12)  fix,  y,  t)  -  klc{x,  y,t)^Q 
bei  beliebigem  Werte  von  k  durch  (2)  über  in: 

(13)  /•- A*  «  a,>'«+  ...  +  a,;^'*-  A(^'*+  y'«+  2yrcY-  r^^'«)  =-  0. 

Da  aber  auch  für  die  Kurve  zweiter  Ordnung  (12)  der  Satz  (8)  gelten 
muß,  so  ist  identisch  in  X: 

Diese  Oleichung  enthält  schließlich  nur  mehr  die  Koeffizienten  von 
(1)  und  (4),  so  daß  sich  ergibt: 

Beim  Übergang  von  einem  rechtwinkligen  System  Oxy  zu  einem 
schiefwinkligen  O'xy  bestdU  zwischen  den  Koeffizienten  der  beider- 
seitigen Gleichungen  (1)  und  (4)  identisch  in  k  die  Beziehung  (14), 
wo  8  nach  (6)  und  y  nadi  (11)  dem  System  O'x'y   eigentümlich  sind. 

Durch  Gleichsetzen  der  Koeffizienten  der  beiderseitigen  Potenzen 
von  k  folgt  dann  aus  (14)  neben  (8)  die  weitere  Gleichung: 

(15)  S*(aii  +  agj)  =  <!  +  »;,  -  2a;^y. 

4«  Invarianten  im  gemeinen  Koordinatensystem.  Dividiert  man 
die  Gleichungen  (7),  (8)  und  (15)  durch  5*,  so  hängt  die  linke  Seite 
jeder  Gleichung  nur  von  aj^j,  die  rechte  nur  von  aii  und  C3  ab.  Geht 
man  also  von  demselben  rechtwinkligen  System  Oxy  zu  verschiedenen 
schiefwinkligen  O'x'y  über,  so  bleibt  die  rechte  Seite  bei  wechselnden 
Werten  von  aii  und  o  immer  der  unveränderlichen  linken  Seite 
gleich.  Indem  man  also  die  Gleichung  (1)  fallen  läßt  und  in  der  auf 
das  schiefwinklige  System  bezogenen  Gleichung  (4)  die  Akzente  unter- 
drückt, kann  man  den  Satz  aussprechen: 

Die  Koeffizientenverbindungen^): 


(16) 


sin' CD 


«11       «12       «13    i 

1 

«21       «28       «28      ;        ginJjB 
«31       «82       «38 


«11     «12'       a^ -f  ttg, -~2ai,  COS» 


«21     «22 


'  ain'ö) 
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der  Gleichung  der  Kurve  zweiter  Ordnung: 
(17)       a^^x^+  «22»*+  '^(^x^^y  +  ^a^^xt  +  2a^^yt  +  2a^^t^-=  0 
haben  in  jedem  schief-  oder  rechttvinkligen  KoordincUensystem  Oxy  den- 
selben  Wert,  falls  C3  =  xy  den  jedesmaligen  Achsenwinkel   {also  beim 

rechttvinUigen  cd  =  y j  bedeutet 


(18) 


5.  Bedingte  Invariante.  Wie  in  (7)  die  Determinante  ^  =  { a^^, 
durch  die  Determinante  Ä'^\aii\^  so  kann  man  auch  die  Unter- 
determinanten Aj^^  von  A  durch  diejenigen  Au  von  A'  ausdrücken. 
Es  gelten  dann  die  Formeln,  deren  Beweis  wir  in  §  41,  12  nachholen 
werden: 

fS^-^ii"=  A>i*+  2A;^a^a^  +  A^^a^^+2A;^a^XQ+  2A^^cc^Xq  +  ^^sV? 
S'A,,^A;,ß,'+2A;,?,ß,  +  A;,ß,'+  2A;,ß,y,+  2A;,ß,y,  +  A;,y,% 

S*Ais=  ^i',/Ji  +  A^ßt  +  ^83^0. 

Ä»vl3,=  ^„  (wie  in  (8)). 
Hiernach  ist  nnter  der  Voraussetzung: 

(19)  ^»  =  0,    ^«  =  0,    ^,3=.0 
stets  auch: 

(20)  ^,=  0,    ^',-0,    ^,',=  0 

und  umgekehrt.     Zugleich  wird  dann: 

(21)  .s»(^„  +  ^) = a;,  +  ^;  +  2a;,y. 

Unterdrückt  man  also,  wie  unter  4.  die  Akzente,  so  folgt: 

Unter  den  Bedingungen  (19)  ist  für  die  Gleichung  (17)  auch  der 

Ausdruck: 

/22^  J^  +  J.„ +  2^,,  cos  CD 


sin*  09 


in  jedem  schief-  oder  rechtwinkligen  System  Oxy  von  gleichem  Werte^ 
falls  w  =>  xy  den  jedesmaligen  Achsenwinkel  (also  beim  rechtwinkligen 

Gj  «=  y)  bedeutet. 

6.  Die  quadratische  Gleichung  der  Hauptachsenkoeffllzienten  bei 
schiefwinkligen  Koordinaten.  Da  die  Gleichung  (14)  identisch  in  k 
gilt,  so  sind  auch  die  Wurzeln  A  =  Aj,  l^  der  beiderseitigen  Deter- 
minanten dieselben.     Es  folgt  also  mit  Rücksicht  auf  §  21,  (17): 

Ist  eine  Kurve  zweiter  Ordnung  durch  ihre  Gleichung  (4)  in  bezug 
auf  ein  schiefwinkliges  Koordinatensystem  O'x'y   mit  dem  Achsenmnkel 
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cj  »  x'y  (cos  G7  »  ;/)  gegebeny  so  lerntet  die  quadratische  Gleichung  der 
Hauptachsenkoeffizienten  k  —  A^,  Aj®^): 

a!.  —  k       GtA—  yk  ' 

(23)  I    V        ,       ?      \       =0. 

Die  Wurzeln  der  Gleichung  sind  stets  reeU, 

7.  Invarianten  des  Strahlenpaares.  Mit  a^^  "^  ^s  "^  «ss  "°  ^  kommt 
die  auf  Oxy  bezogene  Gleichung  (1)  auf  die  Gleichung  eines  Strahlen- 
paares im  Strahlbüschel  des  Anfangspunktes  0  zurück  (§  1,  (33)): 

(24)  h(xy  y)  =  ajjX*  +  2a^^xy  +  a„y^  =»  0 , 

wobei  man  x,  y  als  Koordinaten  ebensowohl  des  Punktes  P  in  der 
Ebene  wie  des  Strahles  jp  =  OP  im  Büschel  nehmen  kann. 

Für  dieses  Strahlenpaar  gelten  beim  Übergang  zu  einem  kon- 
zentrischen schief-  oder  rechtwinkligen  System  0^^  (in  {2)Xq^0,, 
y^—O  und  6>  V  ^^^  ^\  V)  ebenfalls  die  Inyariantenbeziehungen  (8) 
und  (15). 

Insbesondere    sind    bei    ebenfalls    rechtwinkligem    System    O^ri 

(ßj  =«  ö)  <iie  Ausdrücke: 

(25)  «11»«»-«^,    aii-ha„ 

invariant.  Es  sind  die  bei  der  Einteilung  §  21^  14  benutzten  Aus- 
drücke A^,A'^. 

8.  Das  Ereisstrahlenpaar.  Beim  Übergang  von  dem  rechtwink- 
ligen System  Oxy  zu  einem  anderen  rechtunnkligen  O^ri  bleibt  die 
Gleichung  des  imaginären  Kreisst/adhlenpa/ires  im  Büschel  (§  7,  (39)) 
selbst  invariant  (vgl.  §  21,  (11)): 

(26)  x'  +  y^^V+v'-O, 

Man  kann  diesen  Satz  noch  etwas  anders  auffassen.    Denkt  man 
sich  nämlich  den  Strahl  OP  als  j)'=  S>  ^  mit  dem  System  Oirj  starr 
verbunden   und   dreht   nun   das   System 
0^7]   bis   zum   ZusammenfaU   mit    Oxy    f^^  " 

(Fig.  84),  so  bleiben  die  Koordinaten  g,  ri 
des  Strahles  j>'  während  dieser  Bewegung 
immer  dieselben.  Daher  bestehen  zwischen 
der  alten  Lage  p  =^  Xj  y  und  der  neuen 
i>'=  I;  ^  in  bezug  auf  die  nunmehr  iden-  \^ii^'"'^    ^        ^  ^ Y^  ^ 

tischen  Systeme  Oxy  und  Oi,ri  nach  wie  ^  Fi    84. 

vor  die  Gleichungen  (2)  (mit  den  in  ?• 

angegebenen  Änderungen).  Infolge  von  (26)  genügt  dann  jeder  Strahl, 
der  in  seiner  alten  Lage  der  Gleichung  a:*+y*=»0  genügt,    auch  in 


122  §  22,  8—10. 

der  neuen  Lage  der  Gleichung  |*  + 1^*  —  0.  Beide  Gleichungen  be- 
ziehen sich  aber  nun  auf  dasselbe  System  Oxy  =  O^r^.  Daher  er- 
gibt Sichel): 

Das  imaginäre  Kreisstrahlenpctar: 

(27)  x^+y^^O 

bleibt  bei  jeder  Drehung  der  (starren)  Ebene  um  den  Mütdpunkt  des 
Strahlbüschels  fest 

9.  Bechtwinklige  Halbmesser  der  Ellipse  und  Hyperbel.  Er- 
hält die  auf  ein  rechtwinkliges  System  Oxy  bezogene  Gleichung  der 
EUipse  oder  Hyperbel: 

<28)  ^=|;+y_;_i  =  o 

wie  in  §  14,  (8)  in  einem  beliebigen  konzentrischen  System  O^t]  die 
Porm: 

(29)  «7  =  |;  +  ^'  +  2,.gi,-l-0, 

tmd  ist  das  zweite  System  0|i?  d>enf(üls  rechtwinklig  (5=1,  y  =  0), 
so  ist  nach  (15): 

<^)  i  +  f.-i  +  i- 

Da  aber  X  und  ft  nach  (29)  die  (reellen  oder  imaginären)  Längen 
der  in  die  §-  und  17 -Achse  fallenden  Halbmesser  der  Kurve  sind,  so 
folgt,  wie  §  5,  2: 

Die  Summe  der  reziproken  Quadrate  zweier  rechtmnkliger  Halb- 
messer der  EUipse  oder  Hyperbel  ist  konstant^^) 

Dies  ist  also  eine  Folge  davon,  daß  der  dritte  Ausdruck  (16),  der 

sich  für  ©  =  ^    auf  a^  +  a^^  reduziert,  in  jedem  rechtwinkligen  System 

derselbe  bleibt. 

Bei  der  gleichseitigen  Hyperbel  (§  1,  (22))  bleibt  er  in  jedem  recht- 
winkligen System  gleich  Null. 

10.  Konjugierte  Dorohmesser  der  Ellipse  tmd  Hyperbel.  Er- 
hält die  Gleichung  (28)  in  bezug  auf  ein  schiefwinkliges  System  Ol^rj 
aus  zwei  konjugierten  Durchmessern  nach  §  14,  (11)  die  Form: 

(31)  i^-|!  +  f.-l=0, 

so  folgt  aus  (8)  und  (15): 

<32)  ^i-.p  =  i^r  (33)        Ä>(i,  +  i)  =  i  +  i,. 
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Die  Gleichung  (32)  gibt: 

(34)  iV'8in»c}-a»fe> 

und  die  Gleichung  (33)  reduziert  sich  mittels  (32)  auf: 

(35)  A«  +  fi*  -  a>  +  &*. 

Diese  in  §  14,  (17);  (16)  aufgestellten  Sätze  sind  also  ein  Ätis- 
druck  der  Invarianteneigenschaften  (8)  und  (16).") 

11.  Der  Parameter  der  Parabel.  Nimmt  die  Scheitelgleichung 
der  Parabel: 

(36)  g^yl-2z  =  0 

in  bezug  auf  ein  schiefwinkliges  System  Hl^r^  wie  in  §  14,  (25)  die 
Form  an: 

(37)  i^-^*-2S-0, 
SO  folgt  aus  (15): 

(38)  S^l  -  l 

und  damit  fOr  den  neuen  Koeffizienten  st  der  Wert: 

(39)  Ä  -  -^  V 

V      ^  Bin*  a 

übereinstimmend  mit  §  14^  (25). 

13.  Das  imaginäre  Kreispunlctepaar  in  sohiefwinkligen  Koordi- 
naten. Nach  (10)  hat  das  imaginäre  Ereispunktepaar  in  dem  schief- 
winkligen System  O'x'y'  mit  dem  Achsenwinkel  cd  (cos  (o  ^  y)  die 
Gleichungen: 

(40)  a;'«  +  y«+2ya;y-0,    ^=0. 

Die  auf  dasselbe  System  bezogene  Kurve  (4)  geht  diMrch  diese  hindurch, 
wenn: 

(41)  <iy=-<2y  =  <8- 

Mit  (D  =a      gehen  wieder  die  Bedingungen  §  21,  (39)  hervor. 


§  23.  Einteilung  der  Kurven  zweiter  Ordnung  nach  dem  Mittelpunkt. 

1.  AUgemeiner  Begriff  des  Mittelpunktes.  Für  die  auf  ein  recht- 
winkliges (oder  schiefwinkliges)  Koordinatensystem  bezogene  Linie 
zweiter  Ordnung: 

(1)     f{x,  y,  t)  —  a^^x^  +  a„y*  +  a^t^  +  2a^^yt  +  2a^^tx  +  2a^^xy  =-  0 

floU  im  Anschluß  an  §  11,  (7)  jeder  Punkt,  dessen  homogene  Koordi- 
naten den  zwei  Gleichungen: 
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(2) 


genügen^  ein  Mittdpunkt  heißen. 

Ein  Mittelpunkt  in  diesem  (weiteren)  Sinne  ist  entweder  otcUich 
(t  »  1),  und  dann  auch  ein  Mittelpunkt  in  dem  (engeren)  Sinne  §  11,  (6), 
oder  unendlich  fem  (^  =  0).  In  beiden  Fällen  ist  seine  Polare  nach 
§  11,  (15)  die  unendlich  ferne  Gerade y  sofern  er  überhaupt  eine  be- 
stimmte Polare  hat  (f^  +  0) . 

2.  Mittelpunkt  und  Doppelpunkt.  Da  die  Oleichungen  (2)  einen 
Teil  der  Gleichungen  §  10 ,  (28)  des  Doppelpunktes  bilden,  so  folgt: 

I.  Jeder  endliche  oder  unendlich  ferne  Doppdpunkt  ist  zugleich  ein 
{auf  der  Kwrve  selbst  liegender)  Mittdpunkt. 

Mit  Rücksicht  auf  §  9,  (6)  folgt  aus  den  drei  Gleichungen: 

/i-O,    /i-O;    f^O 
stets: 

IL  Ein  endlicher  Mittelpunkt  (/i  =«0,  /i «  0,  ^  =  1),  der  auf  der 
Kurve  liegt  (/"«O),  ist  stets  ein  Doppelpunkt  (/i=*0);  und  ebenfalls 
aus  §  9,  (6): 

III.  Ein  unendlich  ferner  Mittdpunkt  (/i  ==  0,  /,  =  0;  t  ^0)  liegt 
stets  auf  der  Kurve  (/*==-  0),  aiich  wenn  er  kein  Doppdpunkt  ist.  Er 
liegt  eben  mit  seiner  Polare  vereinigt  (§  11,  9,  I). 

3.  Die  Anzahl  der  Mittelpunkte.  Die  Gleichungen  (2)  stellen 
zwei  Gerade,  die  Polaren  Jer  unendlich  fernen  Punkte  der  Ko- 
ordinatenachsen (§  11,  (21);  I  §  22,  (18))  dar,  deren  gemeinsame  Punkte 
Mittelpunkte  sind.  Es  ist  daher  zu  unterscheiden,  ob  die  beiden 
Geraden  einen  Punkt  gemein  haben  oder  ganz  zusammenfaüen  oder 
beide  unbestimmt  sind.**) 

Wenn  die  Unterdeterminanten  der  Koeffizienten  von  (2): 

(3)  -4,j,  ^,3,  ^88  laicht  alle  0 

sind,  hat  demnach  die  Kurve  einen  einzigen  bestimmten  Mittdpunkt  mit 
den  Koordinaten  (I  §  24,  2): 

Wenn  dagegen: 

(5)  ^3  =  0,    ^«,-0,    ^,=  0, 

aber  die  Elemente: 

(6)  a^i,  aj2,  «12,  «13,  «28  nicht  aUe  0 

sind,  hat  die  Kurve  eine  Mittdpunktsachse  mit  den  Koordinaten: 
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(7)  Wo  :  Vo  :  So  =  «a  '  ««  -  ö*8  y 

£  »  1  oder  2.     Mit  (5)  ist  stets  auch  die  Determinante: 

(8)  ^  =  0. 
Wenn  endlich  (§  19,  (4)): 

(9)  a^i-O,    a,,^0,    a,3  =  0,    *«1,2;     Ä"=^a^  +  0, 

wird  den  Gleichungen  (2)  durch  jeden  Punkt  der  Ebene  genügt;  der 
Mittelpunkt  ist  unbestimmt.  Mit  (9)  ist  neben  (5)  auch  A^^^^O, 
^g.=  0  und  damit  (§  19,  (3)): 

(10)  ^«0,    Ä'^Ä,,  +  Ä,,+  A^^O. 

4.  Untersoheidiing  einsB  endlichen  und  unendlich  fernen  Mittel- 
punktes. Der  Mittelpunkt  (4)  ist  ein  bestimmter  endlicher  Mittd- 
punkt,  wenn: 

(11)  ^  +  0. 

Er  hat  die  gemeinen  Koordinaten: 

<12)  x,^^",     y„-^-'-', 

zugleich  die  Auflösungen  der  Gleichungen  §  11,  (7). 
Er  ist  dagegen  unendlich  fem,  wenn: 

(13)  -4,3  «0,     -4,3,  -4j3  nicht  beide  0, 

nnd  hat  dann  nach  (4)  die  Richtungskosinus  (I  §  22,  6): 

(14)  «1  :  /?!  ==  ^18  '  Ai  • 

Die  unmittelbare  Auflösung  der  mit  ^  =  0  reduzierten  Gleichungen  (2) 
ergibt  aber  auch: 

(15)  ^0  •  »0===  «1  :  A  =  -  «12 :  ö^ii  =  a^j :  -  Os, . 

Die  Bedingungen  (3)  sind  in  (11)  und  (13)  schon  mit  enthalten. 

5.  Unterscheidung  einer  endlichen  und  unendlich  fernen  Mittel- 
punktsachse. Die  Mittelpunktsachse  (7)  ist  endlich,  wenn  die  Ele- 
mente von  ^33 : 

(16)  Oji,  a^j,  a^  nicht  alle  0. 

Sie  hat  die  Richtungskosinus: 

(17)  «1  :  /?! a,j  :  a,i  =  a^,  :  —  a,i . 

Sie  ist  dagegen  unendlich  fem,  wenn: 

(18)  0^11*=  0,     «18=0,     022  =  0;     ajg,  «23  nicht  beide  0. 
Die  Bedingungen  (6)  sind  in  (16)  und  (18)  aufgenommen. 

6.  Umformung  der  Bedingungen  eines  unendlich  fernen  Mittel- 
punktes. Die  für  die  Determinante  A  gültigen  Gleichungen  (§  19,  (5)): 

Aa^l  ==  ^2^33  ~"  -^23  '    -^^82=  -^33  -^11  ~"  -^81  f   -^^33  "^  ^11  -^2         -^12 
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geben  für  A^^  =«0: 

(19)  ^ai,=  -J|3,     ^a„=-.^>i 

und  daher  (§  21,  (18)): 

(20)  ÄÄ;,^^{A!,  +  Äi,). 

Bei  reellen  Koeffizienten  a^^  sind  daher  die  Bedingungen  (13)  eines 
unendlich  fernen  Mittelpunktes  auch: 

(21)  ^8s=^o,  ^^3;+o. 

?•  Umformnng   der  Bedingungen  für  eine  Mittelpunktsaohse. 
Die  Bedingungen  (5)  für  eine  Mittelpunktsachse  sind  nach  (20)  auch 
ersetzbar  durch: 
(22)  ^„=0,    ^^^-0 

oder  mit  Rücksicht  auf  (8)  durch: 

(22')  .  ^„=0,    ^-0 

Aus  den  beiden  Grleichungen: 

(23)  ^38  -  Oll  +  «22  ,       ^88  *  «11 0^22  -  ^t^ 

folgt  nun: 

^  U22^8=«21+«22+^88 

und  daraus  die  identische  Gleichung: 

(25)  Ä^  =  a^  +  2af,  +  a^,  +  2A^,, 

Aus  (23)  und  (25)  aber  ergibt  sich: 

Die  notwendigen  und  hinreichende^  Bedingungen  für  das    Ver- 
schwinden aUer  Elemente  «n,  «u,  »^  von  A^^  (womit  auch  A^O)  sind: 

(26)  ^88»=  0,  ^,;-o. 

Die  Bedingungen  (5)  und  (16)  eitler  endlichen  Mittdpunktsachse 
sind  daher  ersetzbar  durch: 

(27)  ^,»=0,    ^-0,    ^^  +  0. 
Wenn  mit  (26)  «n^O,  a^^O,  a^^O,  so  folgt  aus: 

A    =  -4-11  +  ^22  +  -^88  5    -^11  =^  ^22^88  ~  ^28  f    -^2  ™  %8%1  "~  ^81  * 

(28)  ^'=-(a»,  +  a«,). 

Die  Bedingungen  (5)  wnrf  (18)  rf^  unendlich  fernen  Mittelpunkts-- 
achse  sind  daher  ersetzbar  durch: 

(29)  ^8=0,     A^O,     A;,^0,     ^'+0; 

die   Bedingungen    (5)   wwd   (9)    einer  unbestimmten   Mitidpunktsachse 
auch  durch: 

(30)  A3-O,    ^  =  0,    ^,;  =  0,    ^'-0,    a„+0. 


(2) 
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8.  Gesamtergebnis.  Die  Kurve  zweiter  Ordnung  (1)  JuU  unter 
den  Bedingungen: 

Ä^  =^  0 :  einen  endlichen  Mittelponkt ; 

A^  =  0 ,  AA^  +  0 :  einen  oo  fernen  Mittelpunkt ; 

(31)  -^gj«  0,  -4  =  0,  ^53  +  0:  eine  endliche  Mittelpunktsachse; 

^33  =»  0 ,  A^Oy  A^^  =a  0,  J.'+  0:  eine  oo  ferne  Mittelpunktsachse; 

^33-  0,  ^  =  0,  ^3'8  =  0,  ^'=0,  Ä'^  «33  +  0:  Mittelp. unbest. 

§  24.  Mittelpunkts-  und  Hauptachsengleichung  der  Mittelpunktskurven. 

1.  Begriff  der  Mittelpunktsgleiohung.     Wird  die  Gleichung: 

(1)    g{x,  y)  =  a^^x^  +  2a^^xy  +  a^^y^  +  2a^^x  +  2a^^y  +  a33  -  0 

auf  ein  neues  rechtwinkliges  (oder  schiefwinkliges)  Koordinatensystem 
£11^71  transformiert^  so  yersch winden  die  Eoefßzienten  §  9^  (22)  der 
linearen  Glieder  der  transformierten  Gleichung  §  9,  (19),  wenn: 

V^s  +  ^s'/ä^^o- 

Da  aber  die  Determinante  a^  ß^  —  cc^ßi  nicht  verschwinden  darf  (I  §  13,  (7)), 
so  ist  für  das  Bestehen  der  Gleichungen  (2)  notwendig  und  hiu- 
reichend,  daß: 

(3)  V=0,    ^,»=0, 

also  nach  §  11,  (6)  der  neue  Anfangspunkt  £1  =  Xq,  y^  ein  (endlicher) 
Mittelpunkt  ist. 

Die  Gleichung  der  Kurve  zweiter  Ordnung  erhalt  daher  in  einem 
reckt-  oder  schießvinkligen  System  Sll^rj  immer  dann  und  nur  dann  die 
Farm  (vgl.  §  7,  (23)): 

(4)  g{ix^,  y)  -  aAS"  +  a^^if  +  2a;jiy  +  a^^  =  0, 

wenn  der  Anfangspunkt  Sl,  ohne  Rücksicht  auf  die  Richtung  der  Achsen 
S,  ?/,  ein  {endlidier)  Mittelpunkt  der  Kurve  ist.  Sie  heißt  dann  die 
Mittdpunktsgleichung  der  Kurve. 

2.  Das  konstante  Glied  der  Mittelpunktsgleiohung.  Der  Wert 
§  9,  (23)  des  Koeffizienten  aj^  in  (4)  wird  mit  Rücksicht  auf  §  9,  (9) 
infolge  von  (3): 

wo  für  Xq,  yo  der  den  Gleichungen  (3)  genügende  Mittelpunkt  (oder 
ein  solcher)  einzusetzen  ist.  Man  kann  daher,  um  a^^  zu  bestimmen, 
auch  Xq,  y^  eliminieren  aus  den  drei  Gleichungen  (2)  und  (5),  also  aus: 
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(6)  «21  ^0  +  Ö2s//0  +  «28  =  0  , 

'  «81^0  +  «32^0  +  «88  —  «M  ^  0. 

3.  Das  konstante  Qlied  im  Falle  eines  einzigen  Mittelpunktes. 

Da  die  drei  Gleichungen  (6)  in  Xq,  jfQ,  l  linear  und  homogen  sind,  so 
folgt  aus  ihnen: 

«11       «12       «18 

«21       «22       «28  "■  0 


«81       «82       «88         «; 
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oder  entwickelt: 

(7)  Ä  -  J„a/,  -  0 . 

Im  FäUe  eines  hesHmmten  endlichen  MiUdpunktes  (§  23,  (11))  ist 
somit  in  (4)  (vgl.  §  7,  (25)) »»)  : 

<8)  0,;=»^  (^,,+  0). 

4*  Das  konstante  Glied  im  Falle  einer  Mittelpunktsaohse.  Wenn 
dagßgen  eine  endliche  Mittelpunktsachse  vorliegt,  sind  nach  §  23,  (27) 
die  Koeffizienten  A  und  ^.33  in  (7)  Null. 

Jedoch  gibt  dann  die  Elimination  von  o^q,  1  aus  der  ersten  und 
dritten  und  von  y^,  1  aus  der  zweiten  imd  dritten  Gleichung  (6): 


«11       «12^0 +«18  Q 


«22       «21^0+  «23  !         ^ 


!    «81       «82yo  +  «33  —  «88  .   «82       «81^0  +  «88  —  «83    I 

oder  entwickelt,   wobei  y^  und  Xq   die   verschwindenden  Koeffizienten 
—  ^3  und  —^,8  erhalten  (§  23,  (5)): 

A^  —  «11«3S  ^  ^»       -^11  —  «22«33  ~  ^' 

Durch  Addition  folgt: 

(9)  ^'  -  K<  -  0  • 

Im  Falle  einer  endlichen  Mittdpunktsachse  (§  23,  (27))  ist  somit 
in  (4)  unabhängig  von  der  Wahl  von  Sl  auf  der  Mittelpunktsachse: 

(10)  a;,  =  jl  (A^  =  0,^-0,  A^  +  0). 

88 

Bei  unbestimmtem  Mittelpunkt  (§  23,  (30))  reduzieren  sich  die 
Gleichungen  (6)  auf: 

(11)  «33  =«88- 

5.  Begriff  der  Hauptachsen  bei  den  Mittelpunktskurven.  Haben 
die  Achsen  §,  ri  des  neuen  Systems  Sl^ri  die  JSauptachsenriditungen, 
so  erhalt  die  Gleichung  (1)  nach  §  21,  (31)  die  Form: 

(12)  gix,  y)  =  X,l^+X,7i^+2a[,l  +  2a„7y  +  a',,^Q, 
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unabhängig  von  der  Wahl  des  Anfangspunktes  £1,  von  dem  nur  die 
Werte  der  Koeffizienten  a^j,  a,,,  ttgj  abhängig  bleiben. 

Legt  man  andererseits  den  Anfangspunkt  Sl  in  einen  (endlichen) 
Mittelpunld  der  Kurve,  so  erhält  die  Gleichung  (1)  die  Form  (4),  un- 
abhängig von  der  Wahl  der  Achsenrichtungen  i,  rj,  von  denen  nur 
die  Werte  der  Koeffizienten  a^j,  a^j,  a^^  abhängig  bleiben. 

Legt  man  daher  gleichzeitig  die  Achsen  |,  17  nach  den  Hauptachsen- 
^Hddungen  und  den  Anfangspunkt  Sl  in  einen  endlichen  Mittelpunkt,  so 
muß  die  Gleichung  (1)  die  Form  erhalten: 

(13)  g(^,y)-^iV+W+aU-o. 

Die  alsdann  nach  Lage  und  Bichtung  gewählten  Achsen  ^  und  t] 
heißen  die  beiden  Hauptachsen  der  Kurve  und  die  Gleichung  (13)  die 
Hauptachsengleichung. 

Nach  §  21,  13  und  §  24,  3—4  sind  jedoch  sowohl  in  betreff  der 
Werte  von  Aj,  Aj,  als  auch  des  Wertes  von  a^j  weitere  Unter- 
scheidungen zu  machen. 

6.  Hauptaohsengleiohujig  der  Kurve  mit  einem  Mittelpunkt. 
Die  Ungleichung: 

(14)  ^,8  +  0 

ist  nach  §  21,  (31)  und  §  23,  (11)  die  gemeinsame  Voraussetzung 
dafür,  daß  keine  der  beiden  Größen  X^  und  X^  verschwindet,  und  dafür, 
daß  ein  bestimmter  endlicher  Mittelpunkt  vorliegt  und  das  konstante 
Glied  der  Mittelpunktsgleichung  den  Wert  (8)  hat. 

Unter  der  Voraussetzung  (14)  kann  die  Gleichung  (1)  auf  die 
Form  (vgl.  §  7,  (26)): 

(15)  ^(^,y)  =  AjHW+^  =  o 

gäyracht  werden,  wo  keiner  der  zwei  Koeffizienten  k^  und  X^  verschwindet. 
Für  das  rechtwinklige  Koordinatensystem  Sli^ri,  auf  das  sich  die 
Gleichung  (15)  bezieht,  ist  Sl  der  Mittelpunkt  §  23,  (12)  und  sind 
I,  71  die  beiden  Hauptachsen  der  Kurve.  Diese  sind  eindeutig  bestimmt, 
wenn  X^,  X^,  die  Wurzeln  der  Gleichung  ^(A)  =*  0  (§21,  13),  ver- 
schieden, dagegen  zwei  beliebige  von  Ä  ausgehende  rechtwinklige 
Achsen,  wenn  A,  =  V 

7.  nauptaohBengleichung  der  Kurven  mit  einer  Mittelpunkts- 
achse.    Die  Voraussetzung: 

(16)  ^,-0,    ^-0,    ^^+0 

hat  nach  §  21,  (33)  zur  Folge,  daß  eine  der  Wurzeln  >li,  A,,  etwa  X^ 
verschwindet,   die  andere  nicht,  und  hat  nach  §  23,  (27)    zur  Folge, 
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daß  eine  endliche  Mittelpunktsachse  vorliegt  und  das  konstante  Glied 
der  Mittelpunktsgleichung  den  Wert  (10)  hat. 

Unter  der  Voraussetzung  (16)  kann  die  Gleichung  (1)  auf  die 
Fonn: 

(17)  my)-hn^  +  4r-^ 

gebracht  werden^  wo  X^  nicht  verschwindet. 

Für  das  rechtwinklige  Koordinatensystem  Sli^ri,  auf  das  sich  die 
Gleichung  (17)  bezieht^  ist  Sl  irgendein  Punkt  der  Mittelpunktsachse 
(§  23^  (7))  und  sind  |  und  ri  die  Hauptachsen  der  Kurve.  Die  Haupt- 
achse 6  fällt  nach  §  21,  (34)  und  §  23,  (17)  in  die  Mütelpunktsachse. 

Unter   den  Voraussetzungen   eines    unbestimmten   Mittel{funktes: 

(18)  ^„-0,    A  =  0,    A',,=  0,    Ä'=0,    Ä"-a,,+  0 

ist  die  Gleichung  der  Kurve  in  homogenen  Koordinaten  in  jedem 
System  Oxy  oder  d^r}: 

(19)  f(^>y,t)^a,,t'^a,^t'^0, 

8«  Bedeutung  der  HauptachBengleiohungeu.  In  den  Gleichungen 
(15)  und  (17)  können  die  Koeffizienten  A^,  A,,  bezüglich  A^  unter  den 
bezüglichen  Voraussetzungen  nicht  mehr  verschwinden,  wohl  aber  das 
konstante  Glied.  In  jedem  Falle  ist  die  Bedeutung  der  Gleichung 
aus  ihrer  Form  bereits  zu  ersehen. 

Die  Gleichung  (15)  stellt  für: 

(20)  ^  +  0 

eine  eigentliche  (§  18,  (2))  Mittelpunktskurve,  nach  §  13,  (1)  eine  ima- 
ginäre oder  reelle  Ellipse  oder  eine  Hyperbel  dar;  für: 

(21)  A^O 

aber  nach  §  21,  (42)  ein  eigentliches  Strahlenpaar,     In  diesem  Falle 

muß  neben  (21): 

(21')  ^'+0 

sein,  da  sonst  nach  §  19,  (8)  gegen  die  Voraussetzung  (14)  Ä^  =  0 
wäre.  Der  Mittelpunkt  5  =  0,  ??  =»  0  des  Strahlenpaares  ist  zugleich 
sein  Doppelpunkt  (§  23,  2,  II). 

Die  Gleichung  (17)  mit  den  Bedingungen  (16)  stellt  für: 

(22)  ^'+0 

ein  reelles  oder  imaginäres  Parallellinienpaar  dar.  Der  unendlich  ferne 
Punkt  ^  =  0,  r  =»  0  der  |- Achse  ist  zugleich  der  Doppelpunkt  der 
Kurve.     Für: 

(23)  Ä'^0 
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wird  die  Kurve  (17)  eine  Doppdgerade,  In  diesem  Falle  muß  neben  (23): 
(230  ^"+0 

sein^  da  sonst  nach  §  19,  (24)  alle  a^^j  und  damit  gegen  die  Voraus- 
setzung (16)  auch  -4jj=  0  wäre.  Die  MUtdpwnktsachse  ^  «■  0  ist  zu- 
gleich Doppdlinie  der  Kurve. 

Die  Gleichung  (19)   stellt  die  unendlich  ferne  Doppelgerade  dar. 

9.  Übersloht  der  Hauptachsengleichungen.  Nach  dem  Range 
(vgl.  §  18,  1)  geordnet,  zerfallen  die  Kurven  mit  endlichen  Mittel- 
punkten in  die  folgenden  Formen: 

(24)  ^+0;  ^„4=0:  A^IH  >t2i?*+  4  =  0:  EUipsen  und  Hyperbeln  (§13,(1)); 
r^=0,  ^'4-0;  -4j«+0:  A,g»+;ijij»=0:  gekreuzte  Strahlenpaare  (§  7,  (35)); 

(25)  i4=0,^'+0;4„=0,X,+0:  Aji?»+^^  =0:  ParaUeUinienpaare; 

\  -^88 

A=0,  A'=(i,  ^"+0;  ^„-0,  ^j8+0:  Ajij»-  0:  Endliche  Doppelgerade; 
j1=-0,  ^'=0,^"-H);-4gj=0,  Jl^=0:ajjt*=0:  unendl.  ferne  Doppelgerade. 


(26) 


§  25.  Die  Kurven  olrne  endlichen  Mittelpunkt. 

1.  Einfahrong   der   Hauptachsenrichtuiigen.      Die    gemeinsame 
Bedingung  der  Kurven  ohne  endlichen  Mittelpunkt  ist  nach  §  23,  (31): 

(1)  ^M  =  0. 

Führt  man  daher  ein  Koordinatensystem  H^ri  ein,  dessen  Achsen 
ij  riy  hei  verfügbar  bleibendem  Anfangspunkt  Sl^x^jy^,  die  Haupt- 
achsenrichtungen haben,  so  wird  die  Gleichung  der  Kurve  nach 
§  21,  (33): 

(2)  ^V'  +  2a;,l  +  2a'„ti  +  a'^-0, 

je  nachdem  dann  mit  (§  23,  (20)): 

(3)  ^U  +  ^.  -  -  ^^U  +  0 

ein  einziger  unendlich  femer  Mittelpunkt  oder  mit: 

(4)  ^  =  0,  ^;,  =  o,  ^'+0 

eine  unendlich  ferne  Miitelpunktsachse  vorliegt,  wird: 

(5)  A,  =  AI,  +  0 
oder: 

(6)  ^^^0. 

2.  Beziehung    der  Hauptachsenrichtungen    zu  dem  nnendlich 

fernen  Mittelpunkt.     Wenn  der  Fall  (3)  eintritt,  liegt  der  unendlich 
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ferne  MütelpunU  nach  §  23,  (14);  (15)  in  der  Richtung: 

(7)  «1  :  ft  =  ^18 :  ^28  =  —  «12 '  «u  =  »2« '  -  0*1 

und  gehört  der  Kurve  selbst  an  (§  23,  2,  III).     Diese  Richtung  hat 

aber  nach  §  21,  (34)  auch  die  Hauptachse  §. 

Die  HauptachsenridUung  |  ist  dieselbe  wie  die  Richtung  nach 
dem  unendlich  fernen  Mittelpunkt 

Wir  verfugen  über  ihre  Pfeilspitze,  indem  wir  mit  Rücksicht 
auf  (3)  in: 

die  positive  Wurzel  nehmen. 

Im  FaUe  (4)  einer  unendlich  fernen  MiUdpunJctsachse  sind  nach 
§  21,  (35)  die  Hauptachsenrichtungen  unbestimmt. 

3*  Verschwinden  eines  linearen  Gliedes.  Die  beiden  Koeffi- 
zienten: 

Um==  V«2+VA 

können  mangels  eines  endlichen  Mittelpunktes  nach  §  24,  1  niemals 
beide  gleichzeitig  verschwinden. 

Wohl  aber  kann  über  den  Punkt  £1^x^,1/^  derart  verfugt 
werden,  daß  einer  dieser  Koeffizienten,  a^j,  und  außerdem  «33  ver- 
schwindet, also: 

(10)       «,'3  =  V«.  +  s'»"/?.  =  0,  (11)  o;,=./-o. 

4.  Der  Scheitelpunkt  der  Kurven  mit  einem  unendlich  fernen 
Mittelpunkt.  Im  Falle  (3)  sind  die  Hauptachsenrichtungen  ccj,  /3j  und 
cc^yßi  mit  (8)  bekannt.  Die  beiden  Gleichungen  (10)  und  (11)  bestimmen 
dann  nach  §  10,  (13)  den  Punkt  Xqj  y^  der  Kurve  derart,  daß  deren 
Tangente  in  ihm  die  Richtung  a^,  ß^  hat. 

Wir  nennen  diesen  Punkt  der  Kurve,  in  dem  Nomiale  und  Tan- 
gente die  Hauptachsenrichtungen  S  und  rj  haben,  den  Scheitelpunkt 
der  Kurve. 

Da  neben  (10): 

(12)  «ia,  +  Aft  =  0,    «,»  +  ^,»  =  1, 
SO  muß  mit  einem  Proportionalitätsfaktor  q  sein: 

(13)  V  +  (»ai  =  0,    g.^  +  Qß.^O. 

Auch   folgt   hieraus   umgekehrt  durch  Multiplikation  mit  c^,  ßf  und 
Addition  nach  (12)  wieder  die  Gleichung  (10). 

Der  Scheitelpunkt  hat  daher  den  drei  Gleichungen  (13),  (11)  unter 
Elimination  von  q  zu  genügen.    Wir  beweisen  im  folgenden,  daß  unter 


(15) 
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den  Voraussetzungen  (1),  (3)  ein  einziger  endlicher  Scheitelpunkt  vor- 
handen ist. 

Aus  (13)  folgt  überdies^  da  Oj'  +  ^i*  ™  1  ist,  für  den  nicht  ver- 
schwindenden Koeffizienten  a[^  in  (9): 

(14)  «is 9- 

6.  Die   Gleichungen    der   Hauptachse.     Die    Gleichungen   (13) 
lauten  ausführlich: 

«21^0  +  ötjjt/o  -1-  On  +  Qßi  =  0. 

Da  nun   für   die   Determinante  Ä   infolge   von  (1)   die   Gleichungen 
gelten  (I  Anm.  1,  II,  (6)): 

(16)    »11^8  + «21-^28  =="0,    aij^ij  +  a„J^j  — 0,    a^^A^^+a^^Ä^^^^A, 

so  folgt  durch  Multiplikation  der  Gleichungen  (15)  mit  A^^  und  A^ 

und  Addition: 

A  +  Q(a,A,^  +  ß,A,,)^0 

oder,  da  nach  (8):  «1-^,3  -f-  ßiA^^  =  ^(«1*  +  /J,*)  —  r  ist: 

A  +  Qt^O 
oder: 

Die  Produkte  qu^  und  gß^  werden  nach  (8)  und  (17): 
(18)  p<^  =  _4.^..._^,    P^x  =  t''- 

Setzt  man  diese  Werte  in  (15)   ein,  so  ergibt  sich  mit  Unter- 
drückung des  Index  0,  daß  der  Scheitelpunkt  den  Gleichungen: 

^1  =  «11^  +  ^liV  +  «18  +  -/*  =  0, 
(19) 


^s. 


genügen  muß.     Diese  stellen  aber,  da  nach  (16)  und  (3)  identisch: 

^18  ^1  "i"  -^8  ^2  ^  V 

und  A^^y  ^23  nicht  beide  verschwinden,  beide  diesdbe  Gerade  dar. 
Diese  ist  endlich  und  bestimmt,  da  nach  (3)  a^^,  a^,,  a^^  nicht  sämt- 
lich verschwinden  (§  23,  (26)),  und  hat  die  Richtung  (7)  (I  §  17,  (5)). 

Wir  nennen  diese  in  der  HauptcLchsenrichtung  S  durch  den  Scheitel- 
punkt gehende  Gerade  die  Hauptachse  der  Kurve. 

Jede  der  beiden  Gleichungen  (19)  stellt  die  Hauptachse  dar. 
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§  26,  6-7. 


6*  Lineare  Gleichungen  für  den  Scheitelpunkt.  Da  die  Haupt- 
achse durch  den  unendlich  fernen  Mittelpunkt  der  Eurre  geht^  ist  der 
Scheitelpunkt  ihr  anderer  Schnittpunkt  mit  der  Kurve.  Dement- 
sprechend wird  die  Gleichung  (11)  infolge  von  (13)  linear: 

/  -  fh'^o  +  ff^'Vo  +9^'--  9(«i^o  +  /»iJ/o)  +  ^8^  -  0, 

wo  die  Werte  (18)  einzusetzen  sind. 

Der  Scheitdpfmkt  ist  daher  aus  den  drei  linearen  Gleichungen  zu 
bestimmen: 


(20) 


«11^0 
«81^0 


+     «122/0 


+   «18   + 


AL 


0, 


8S 


Ä. 


.(«"-3^)^o  +  (a.,-^t:>o  +  «» 


=  0, 


von  denen  die  beiden  ersten  nur  für  eine  zählen. 

Nach   (7)   ist:   —  a^^A^^  =  «22^3   ^^^   —  «21-^8  ^  «11-^18   ^<* 
daher: 

(21)         «ii-Agg  —  a^s^is  =  ^33^8;       —  ^21-^38  "H  «22-^18  ^  -^SS-^IS* 

Daher   sind   die  Determinanten   der  Koeffizienten  von  x^y  y^  in 
der  ersten  und  dritten  bzw.  zweiten  und  dritten  Qleichung  (20): 


(22) 


a 


11 


a 


12 


«.1-^ 


a 


^li 


98 


21 
«81  -T^ 

-^88 


«82  — 


a 


^8 
^8% 


22 
«82  —  "7^ 


88 


«11 

«81 

«11 
«82 

1 

^8'8 

- 

«21 
«81 

«22 
«82 

1 
AU 

a 


11 


^18 


a 


21 


■■18 


« 

« 
A 


==  —  2ilg3, 


23 


23 


Da  sie  nach  (3)  nicht  beide  0  sind,   folgt,  daß  die  Gleichungen 
(20)  stets  einen  einzigen  endlichen  Scheitelpunkt  bestimmen. 

7.  Die  Koordinaten  des  Scheitelpunktes.     Um  die  Gleichungen 
(20)  gleichmäßig  aufzulösen,  betrachten  wir  sie  als  drei  Gleichungen, 

die  in  den  vier  Größen  Xq,  y^,  1,  -p-  linear  und  homogen  sind.    Dann 

-^88 

folgt  (I  Anm.  2,  lU,  (14))  aus  ihnen: 

(23)  x,:y,:l:-^^X:^Y:S:^R, 

-^88 

wo  zur  Abkürzung  gesetzt  ist: 


(24) 


S 


§  25, 

7—9. 

«1« 

«„ 

^W 

«11 

1 

«1» 

•^U 

«M 

OjS 

■^ 

,   r-  '^i 

«18 

Ä„ 

<hi- 

«8» 

0 

i 
1 

1 

«81- 

A. 

«M 

0 

«11 

o„ 

^1. 

«11 

0|» 

A» 

0    ' 

1 

«21 
«81 

««S 

0 

^ 

«11 

«1» 

A. 

1 

A'„ 

«M 
^1, 

«M 

0 
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oder  mit  Benatzimg  von  (21): 

(25)   8-  (A%  +  Al)  +  iiiilHiii.4J.  _  2{A\,  +  ^,)  -»  -  2^^,. 

Endlich  ist  B  die  Unterdeterminante  aus  den  drei  letzten  Kolonnen 
der  Koeffizienten  in  (20). 

Die  Koordinatmi  des  Scheitelpunktes  sind  daher  ^): 

X  Y 


(26) 


^0""        ^ÄAU'      ^® 


2ää:  ' 


'88 


WO  X  und  Y  die  Bedeutung  (24)  haben  (vgl.  (3)). 

8.  Die  Hauptaohsen-Scheitelgleiohung.    Die  Gleichung  (2)  wird 
nun  nach  (5),  (10),  (11),  (14),  (17): 


(27)  gix,  y)  «  A'^n'  ^  2  ^-  -^T-^"  g  »  0. 

-^88 

t/»fer  de»  Voraussetzungen  (1),  (3)  crAätt  rfie  Gleichung  §  24,  (1) 
m  hezug  auf  ein  neues  System  Sli^ri^  dessen  Anfangspunkt  Sl  der  Scheitel 
(26)  der  Kurve  ist  und  dessen  Achsen  die  Hauptachsenrichtungen  haben, 
die  Form  (27). 

Die  Pfeilspitze  der  Hauptachse  |  ist  dabei  durch  die  Formeln  (8) 
bestimmt.  Die  Quadratwurzel  aus  —  AA'^^  ist  nach  (3)  reell,  ihr 
Vorzeichen  ist  dasselbe  wie  in  (8).  Die  Kurve  ist  eine  Parabel,  die 
nach  der  Richtung  (8)  hin  offen  ist  (§  2,  6). 

9.  Kurven  mit  unendlich  femer  Mittelpunktsaohse.  Im  Falle  (4) 
kommt  die  Gleichung  der  Kurve  auf: 

(28)  g(x,  y)  -  ia^^x  +  2a^^^y  +  a^j  «  0; 

f{x,  y,  t)  —  {2a^^x  +  2a^^y  +  a^^t)t  -  0 

zurück,  wo  nach  §  23,  (28): 


(29) 


«?s  +  «l.=--^'+o. 


"23 
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§  26,  9.     §  26,  1. 


Die  Kurve  besteht  aus  einer  endlichen  und  der  unendlich  fernen 
Geraden. 

Wählt  man  die  erstere  als  |- Achse  des  übrigens  beliebigen 
Systems  Sl^ri,  setzt  man  also  (I  §  14^  (16)): 

(30)  17  =»  ^i«^+^«y  +  i^» 

so  geht  die  Gleichung  der  Kurve  über  in: 

(31)  g{x,y)^2V-^A'>n-0. 


§  26.  üntersoheidimg  nach  den  Vorzeichen  der  Koeffizienten. 

1.  Eanoniaohe  Gleichungen.  Das  Gesamtergebnis  der  vorstehen- 
den Entwicklimgen  ist  dies^  daß  die  auf  ein  rechtwinkliges  Koordinaten- 
system Oxy  bezogene  Gleichung  der  Kurve  zweiter  Ordnung: 

(1)      g{x,  y)  -  a^^a?  +  2a^^xy  +  a^y^  +  2a^^x  +  2a^^y  +  ajj  =  0 

durch  Einftihrung  eines  neuen  rechtwinkligen  Systems  A^i?  auf  eine 
kanonische  Form  gebracht  werden  kann.  Indem  nämlich  einerseits  die 
neuen  Achsen  i,,  t]  die  stets  (eindeutig  oder  mehrdeutig)  vorhandenen 
Hauptachsenrichtungen  erhalten,  verschwindet  jedesmal  das  Produkt  ^ri 
aus  der  Gleichung  der  Kurve,  bisweilen  auch  noch  eins  der  Quadrate 
1^,  ri^  oder  beide;  indem  anderseits  der  neue  Anfangspunkt  H  in  einen 
(endlichen)  Mittelpunkt  oder,  falls  solcher  fehlt,  in  einen  Scheitdpunkt 
verlegt  wird,  verschwinden  die  beiden  linearen  Glieder  oder  eines  von 
ihnen  mit  dem  konstanten  Glied. 

Nach  ihrem  eigenen  Bange  (§  18, 1)  und  dem  Bange  des  Schnitt- 
punktepaares  mit  der  unendlich  fernen  Geraden  (§  21,  14)  gekört  jede 
Kurve  (1)  in  ein  Feld  der  folgenden  Tahdle,  und  hat  dann  die  dort 
angegebene  kanonische  Gleidiungsform  (§  24,  (24)— (26);  §25,(27);  (31)): 


(2) 


I.  ^  +  0 
Eigentl.  Kegelschn. 


Getrennt.  Linienp.  j  Doppell. 


1-        As  +  O. 
Getrennt.  Panktep. 


98 


i.r  +  i.n'  =  o 


2.  ^,-0,  ^'.  +  0 

Doppelpunkt. 

3.  A„  -=  0,  A'„  =  0 

Unbestimmt. 


l,l'-2 


V-AAÜ 


AI 


S=0 


St 


88 


2*/— A'.7JT  =  0 


a,i,«=o 


T*  =  0 


§  26,  1—2. 
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In  den  frei  bleibenden  Feldern  *  und  **  widersprechen  sich  nach 
§  19,  (8)  und  §  23,  (26)  die  Bedingungen  der  Kolonnen  und  der  Zeilen. 

Die  weitere  Unterscheidung  beruht  auf  den  Vorgeichen  der  Koeffi- 
zienten. 

2.  Die  Arten  der  eigentliohon  Kurven.     Die  Gleichung: 

(3)  hi'  +  W  +  4--0,    ^  +  0,    ^85  +  0 

nimmt  mit 

(4) 

die  Form  an: 

(5)  ii  +  ^;  +  i.o. 

Dabei  ist  nach  §  21,  (24): 


-^88^ 


(6)       a  +  ß 


■^88 


x,x. 


^88 


aß 


-^88^*1  -^88-^88 


Für  die  Vorzeichen  von  a,  ß  folgt  hieraus: 

Iwenn  J^^  >  0,  ÄÄ^^  >  0  :  +  + 
„      ^83>0,  ^^3'3<0:-- 

Die  Bedingungen  zweiter  Zeile  (7)  sind  aber  ersetzbar  durch  die 
Bedingungen: 

(8)  -4,8  >  0;     -4^83  ^^^  -^88  iiictt  beide  >  0. 

Denn  diese  lassen  nur  die  Möglichkeiten  ÄÄ'^^  <  0  oder  ÄA^^  =  0 
zu,  von  denen  die  letztere  nach  §  23,  (25)  mit  -4  =(=  0  und  ^,8  >  ^ 
nicht  verträglich  ist. 

Bezeichnet  man   daher  in   den   drei  Fällen  (7)  die  Koeffizienten 
a,  ß  mit  «*,  ß^]  —  «*,  —  ß^]  —  a^  ß\  so  erhält  man  die  Tabelle: 

u44=0 
A  ^i,  >  0,  ^„  >  0  Ä  ^;, ,  ^3,  nicht  beide  >  0 


(9) 


-^88  >0 


^^88  +  0 


^'4.'''  -1-1-0 

„8    +    ^8+1-0 


A8<0 


-^-  — 4r  — 1  =  0 


ß' 


In    dem    freien    Felde    widersprechen    sich    Zeilen-    und    Kolonnen- 
bedingungen. 

Da  nun  nach  §  25,  (3)  für  die  Kurve  §  25,  (27),  nämlich: 


(10) 


A,^«-2J^-^^^'^|  =  0,     y^^=poieT^ß\ 


Ä\ 
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§  26,  2-4. 


stets  ÄA^  <  0,   so  reiht  sich  die  Kurve  an  die  zweite  Kolonne  der 
TabeUe  (9)  an: 


(11) 


^„  =  0,  ^'„  +  0 


»j«  — 2|)|  =  0 


3.  Die  Arten  der  Linienpaare.    Das  Linienpaar: 

(12)  X,i*  +  A,i2»  =  0 

ist  nach  §  21,  (24)  imaginär  oder  reeU,  je  nachdem: 

(13)  ^88  >0     oder    Ä^^<0. 

Da  für  ^  «-  0,  Ä^^  +  0  nach  §  19,  (6)  stets  ^33  Ä'  >  0,  so   könnte 
man  für  (13)  auch  sagen: 

<14)  A'>0     oder    Ä'<0. 

Wir  fassen  die  Bedingongen  (18)  in  die  Tabelle: 


(15) 


4  =  0,  A'-^O 
^„>0         I  A.<o 


^.>0 


^.+0 


^..<o 


1« 


CC' 


A' 


Das  Paraliellinienpaar: 

(16)  v'  +  ^-O 

ist    den   Bedingungen    (14)    entsprechend   imaginär  oder   reell, 
das  Paar: 

(17)  2y^^Ä^ri^Q 

ist  nach  §  23,  (28)  A <0,     Man  erhält  daher  die  Tabelle: 


Für 


(18) 


A'>0 


^'<ü 


^,  =0,  ^Js  +  O  i 


>' 


+  1 


^ss  =  0,  ^;,  =  0 


§' 


—  1  =  0 


ij  =  0 


4.  Arten  der  Kurven  zweiter  Ordnung.  Durch  Einreihung  der 
TabeUen  (9),  (11),  (15)  und  (18)  in  die  HaupttabeUe  (2)  ergibt  sich 
(§  21,  (38)): 

Die  auf  ein  rechtwinkliges  System  Oxy  belogene  Gleichung  (1) 
stellt  unter  den  folgenden  Bedingungen  die  folgende  Art  von  Kurven 
zweiter  Ordnung  dar  (vgl.  §  7,  (28))^^): 


§  2«.  *• 
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1 
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a 
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1 

140  §  26,  4-6. 

Hier  ist  A  die  Determinante  §  9,  (15)  der  Kurve  (1)  und  be- 
deuten A^^  deren  Unterd^tenninanten  §  9,  (16).     Femer  ist: 

(20)  A'  =  -iji  +  ^„  +  ^„,        ^3,  =  a^  +  a„. 

In  der  Überschrift  der  IIJ.  und  IV.  Kolonne  soU  in  A^{A')'>0  nur 

-4jj  gelten,  solange  A^  +  0  (1.  und  2.  Zeile  (19)),  dagegen  A'  ein- 
treten, wenn  A^^  =  0  (3.  und  4.  Zeile).  Zwar  könnte  nach  (13)  und 
(14)  auch  überall  A'  gelten,  aber  wir  ziehen  mit  Rücksicht  auf  die 
in  (21)  und  (22)  zu  erwähnenden  Eigenschaften  die  Teilung  in  A^ 
und  A'  vor. 

5.  Invarianten  und  Bedingongen  der  Art  im  sohiefwinkligen 
System.  Die  Bedingungen  des  Ranges:  A  +  0]  J.  =  0,  -4'+  0;  -4  —  0^ 
J.'=  0  in  der  obersten  Zeile  der  Tabelle  (19),  die  auch  in  der  Form 
§  19,  (27)  geschrieben  werden  können,  sind,  wie  dort  bemerkt,  in 
jedem  reckt-  und  schiefwinkligen  System  dieselben. 

Die  übrigen  in  der  Tabelle  (19)  vorkommenden  Ausdrücke: 

(21)  Ay    -4j,3,    J.33  =  a^i  +  «22,    {A  — '  A^^  +  -^22); 

der  letzte  jedoch  nur  unter  der  Voraussetzung  J.  =  0,  A^  =»  0  (oder 
nach  §  23,  (5);  (22')  A^^  =  0,  ^j  =  0,  A^  =  0),  sind  nach  §  22, 
(16);  (22)  sämüieh  Invarianten  der  Kurve  (1)  im  rechtwinkligen  System, 
Bezieht  sich  die  Oleichung  (l)  auf  ein  schiefwinkliges  System 
Oxy  vom  Achsen winkel  o,  so  sind  sie  nach  §  22,  (16);  (22)  durch 
die  gleichwertigen  und  im  schiefwinkligen  System  invarianten  Ausdrücke: 

(22)  ^  -""^         ^11  +«ii  — ^<»n  ^8  ®         Mn  +  Ai  +_2^  C08  CD\ 

^      '        sin*  flo '       sin*  09 '  sin*  00  '       \  sin*  ta  / 

ZU  ersetzen. 

6«  Unterarten  der  Kurve  zweiter  Ordnung.  Nach  §  21,  (39) 
geht  die  Kurve  (1)  bei  rechtwinkligem  System  Oxy  durch  die  ima- 
ginären Kreispunkte,  ist  ein  Kreis  im  allgemeinen  Sinne  §  12,  (23)^ 
wenn: 

(23)  0^11  =  ajj,     «13  =  0. 
Damit  wird: 

(24)  ^33 -«11.     ^U-^^^iy     ^  =  «ii(«ii«88-aJs-«l8)- 

Die  Kurve  (l)  ist  dann  ein  imaginärer  oder  reeller  Kreis  oder  ein 
Kreisstrahlenpaar  (in  (19)  Zeile  1  mit  a^  =  /3'),  je  nachdem  (vgl. 
§  12,  (22)): 

(25)  «11  «88  —  afj  —  a|3  >  0,  <  0     oder     =  0, 

oder  sie  enthält  die  unendlich  ferne  Gerade  ganz  (in  (19)  Zeile  4)^ 
wenn  in  (23)  a^  «  a^j  =  0  (vgl.  §  12,  (24)). 
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Nach  §  21,  (40)  geht  die  Kurve  (1)  durch  gwei  au  den  Kreis- 
punkten  harmonische  Punkte  der  unendlich  fernen  Geraden,  wenn: 

(26)  A'„-0    (4»  =  -«?i-«!,<0). 

Sie  ist  dann  eiue  gleichseitige  Ht/perbd  oder  ein  rechtwinkliges  Linien-- 
paar  (in  (19)  Zeile  2  mit  a*  ==*  ß*),  je  nachdem  ^  +  0  oder  A^O, 
Bei  schiefwinkligem   System    Oxy   gehen   die   Bedingungen   (23) 
nach  §  22,  (41)  über  in: 

(27)  Oji  cos  (0  =«  a^f  cos  o  ^  a^^ 
und  die  Bedingung  (26)  nach  §  22,  (15)  in: 

(28)  aji  +  Oja  —  2a^^  cos  o  —  0. 

n.  Kapitel. 

Die  Arten  der  Kurven  zweiter  Klasse. 
§  27.  Einteilung  der  Kurven  zweiter  Klasse  nach  dem  Mittelpunkt. 

1.  Einteilung  nach  dem  Bang.  Auf  ein  rechtwinkliges  Koor- 
dinatensystem Oxy  bezogen,  sei  die  Gleichung  der  Kurve  zweiter 
Klasse: 

(1)  F{u,  V,  s)  -  b,y+  ftjgvH  2b,,uv  +  2b,^us  +  2b^vs+  b,^s'^  0. 
Die  Determinante  der  Kurve  ist: 

^1       ^12       &13 

(2)  5-    b,,     b„     b^ 

!  ^81     h%     hi 
und  zur  Abkürzung  werde  gesetzt: 

[JB"=-       6,1+      6j8+       ftjg, 

Nadi  der  Anzahl  der  Doppelgeraden  (Doppeltangenten)  zerfallen 
die  Kurven  (1)  na^ch  §  19,  9  in  folgende  Gruppen: 

IL  B  +  O:  Eigentliche  Kurve  zweiter  Klasse; 
IL  J?  =  0,  jB'+O  (5  =  0,  B^j+Ol):  Punktepaare; 
m.  JB  =  0,  jB'^O,  jB"+0  (5^,-0!,  6*,+ Ol):  Doppelpunkte. 

2.  Einteilung  in  bezug  auf  die  unendlich  ferne  Gerade.     Die 

anendlich  ferne  Gerade  u=»0,  i;  =  0,  5=1  genügt  der  Gleichung  (1) 
immer  dann  und  nur  dann,  wenn  b^ » 0.  Sie  genügt  femer  den 
drei  Bediugungen  der  Doppeltangente  §  16,  (16)  immer  dann  und 
nur  dann,  wenn  6,j  =»0,  b^^  0,  633  =  0. 


^0    ^^11+  -^82? 
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In  hezug  auf  die  unendlich  ferne  Gerade  <?»  zerfallen  die  Kurven 

(I)  in  die  drei  Gruppen: 

II*  ^38  +  ^'  9^  i^^  keine  Tangente  der  Kurve; 
2.  &SS  «-0,  6] 3^  &28  laicht  beide  0:  (/«  ist  einfache  Tangente; 
3.  ^sa  "^  ^;  ^1«^  Ö?  ^28=  0:  ^ao  ist  Doppeltangente. 
Für  633  =  0  ist  JBii «  —  ftf,,.  JJ^,  =-  —  6*^,  also  nach  (3): 

(6)  ^0  =  -  (6?,  +  6^)- 

Daher  sind  die  Bedingungen  (5)  auch  ersetzbar  durch: 

(7)  1.  63,+  0;     2.633=0,50+05     3.  633-0,  Bo-0. 

3.  Der  Mittelpunkt  der  Kurve  sweiter  Elasse.  Transformiert 
man  die  Gleichung  (1)  auf  ein  neues  rechtwinkliges  Koordinaten- 
system O'xy'y  so  werden  nach  §  15,  (19);  (16)  die  in  u',  v  linearen 
Glieder  immer  dann  und  nur  dann  fehlen,  wenn: 

^  ^         ^^'3 -  -P'sC««,  ft>  yoO  -  hz^  +  »28 A  +  &88yo' -  0 

oder  mit  Benutzung  von  §  15,  (12);  (16): 

^3(«1^0  +  ßiVo)  =="  ^3«l  +  Kßu 

Hieraus  folgt  aber  durch  Multiplikation  mit  a^,  cc^  oder  ß^,  ß^  und 
Addition: 

(10)  -  6330^0  =  ^8?       ^88^0  =  ^28; 

woraus  auch  umgekehrt  wieder  die  Gleichungen  (9)  oder  (8)  hervor- 
gehen. 

Die  auf  das  neue  System  O'xy  transformierte  Gleichung  (1)  er- 
hülty  unabhängig  von  der  Richtung  der  Achsen  x\  y\  immer  dann  und 
nur  dann  die  Form: 

(II)  •         J(u,  V,  s)  -  b;y'+  26,>V+  &,>'«+  63;/^-  0, 

tvenn  der  Anfangspunkt  (y  ^  Xq,  y^  den  Bedingungen  (10)  genügt. 

Er  ist  dann  nach  §  17,  (8)  der  Pol  der  unendlich  fernen  Ge- 
raden, der  Mittelpunkt  der  Kurve, 

4.  Einteilung  nach  dem  Mittelpunkt.  Ist  nun  633  4=  0,  so  gibt 
es  nach  (10)  einen  bestimmten  endlichen  Mittelpunkt: 

(12)  x,^l^,     y„  =  ^. 

Die  Kurve  (1)  ist  eine  Mittelpunktskurve  und  die  Gleichung  (11)  ihre 
Mittelpunktsgleichung.  Die  unendlich  ferne  Gerade  ist,  da  sie  nicht 
mit  ihrem  Pol  vereinigt  liegt,  keine  Tangente. 


(9J  { 


§  27,  4—5.     §  28,  1. 


14» 


Ist  &SS—  0^  aber  b^^  und  b^  nicht  beide  0,  so  gibt  es  nach  (12) 
einen  unendlich  fernen  Mittelpunkt.  Die  unendlich  ferne  Gerade  liegt 
mit  ihrem  Pol  vereinigt  und  ist  Tangente  wie  in  (5). 

Ist  endlich  b^^  «=»  0,  6^,  =  0,  fej,  =  0,  so  ist  nach  (10)  der  Mittel* 
punkt  unbestimmt,  die  unendlich  ferne  Gerade  Doppellinie  und  nach 
(8)  stets  auch  6/3 -0,  ftj'j-O,  sowie  (§  15,  (20))  fr,;- 63,-0.  Die 
Kurve  hat  in  jedem  Koordinatensystem  eine  Gleichung  von  der  Form: 

(13)  F{u,  V,  s)  «  b^y+2b^^uv  +  6gjt?«=-  0. 

Sie   ist   ein  in  der  unendlich   fernen   Geraden    liegendes   Punktepaar 
(§  21,  (43)). 

In  den  Fallen  (5)  1.,  2.  und  3.  hat  daher  die  Kurve  einen  be- 
stimmten endlichen,  einen  bestimmten  unendlich  fernen  oder  einen 
unbestimmten  Mittelpunkt. 

5.  Binteüung  nach  Bang  und  Mittelpunkt.  Hiernach  zerfallen 
die  Kurven  zweiter  Klasse  nach  ihrem  Range  einerseits  und  nach 
ihrem  Mittelpunkt  oder  ihrer  Beziehung  zur  unendlich  fernen  Geraden 
andererseits  in  folgende  Gruppen^): 


(14) 


Eigen tl.  Kurven 
2.  Kl. 


{best.  endl.  Mitteln. 
g^  keine  Tang. 


5,,  =:  0,   I  best.  00  f.  Mittelp. 
-Bo  +  0    \9^  einf.  Tang. 


I.  1 


1,2 


J9  =  0, 
Punktepaare 

11,1 


5«0, 

J5'  =  0: 

Doppelpunkte 


11,8 


B 


o«0     l 


0,   f    nnbest.  Mittelp. 
9»  Doppeltang. 


0 


IT,  8 


m,  1 


0 


111,8 


'13 


Der  FaU  I,  3  ist  unmöglich,  da  mit  63,  «0,  ^o  "  ^  ^^^^  ^ss  "^  ^r 
'  ö>  ^»8  ="  ö  ^^^^  B  ^0]   der  Fall  III,  2   ist   unmöglich,  da  mit 


aUen  B^,  =  0  nach  (3)  stets  B^  =  0. 


§  28.  Hauptachsenrlchtungen  und  Hauptachsenkoeffizlenten 

der  Mittelpunktskurven. 

1.  Die  Hauptachsen  der  Mittelpunktskurven.  Hat  die  Kurve 
zweiter  Klasse  §  27,  (1)  einen  bestimmten  Mittelpunkt  Xq,  y^  in  §  27, 
(12),  so  hat  ihre  Gleichung  in  jedem  von  diesem  ausgehenden  Koor- 


<■>        C" 
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dinatensystem  O'x'y   die  Form  §  27,  (11).     Die  neaea  Koeffizienten 
sind  dann  nach  §  15,  (18);  (16)  infolge  der  Bedingungen  §  27,  (8): 

■„^Fi(cc^ß,y,')a^  +  F,(a,/J,yo')A- 
(2)  6,; - F,{a,ß,x,')a,+F,{a,ß,x,')ß,-F,{a,ß,y,')a,  +  F,{a^ß,y^)ß,. 

Wir  nennen  die  vom  Mittelpunkt  0'  ausgehenden  Achsen  x',  y    die 
Sauptachsen  der  Kurve,  wenn: 

<3)  6;,  -  0. 

Die  Koeffizienten  b^^,  b^^  heißen  alsdann  Hauptachsenko^fieienteti. 

Es  handelt  sich  nunmehr  um  die  Bestimmung  der  sechs  Un- 
bekannten ftj'j,  6,^;  «j,  ß^]  «2,  /3j  aus  den  drei  Gleichungen  (1)  und 
^(3)  und  den  drei  Gleichungen: 

(4)     «,»+^^«-1,         «,«+^,»-1,  (5)     a,a,+  ßj,^0, 

aus  denen  außerdem  die  drei  Gleichungen: 

(6)     «i»+a,»-l,        ^,»+^,»=1,  (7)     «,/?,  + «,ft=0 

folgen.     Wir  fügen  dazu  unter  Bezugnahme  auf  §  27,  (8)  noch  zwei 
weitere  Unbekannte  Xq,  yQ   mit  zwei  weiteren  Gleichungen: 

(8)  F,  («,  ß,  O  =  0,         F,  (a,  ß,  y,')  =  0, 

:80  daß  wir  acht  Unbekannte  mit  acht  GUicliungen  haben. 

2.  Notwendige  Bedingungen.     Entnimmt   man   aus  (1)  und  (2) 
die  Gleichungen: 

.gx  1  J^i(«i  AO«!  +  F,{cc,ß,x,')ß,  =  6;, , 

'^  ^  \F,{a,ß, <) a,  +  F, (a, ß, x,') ß,  -  0, 

multipliziert  mit  a^^  a^  oder  ß^,  ß^  und  addiert  mit  Hinblick  auf  (6) 
imd  (7),  so  folgt: 

(10)  F,  («,  /J,  X,')  -  6,;  a, ,        F,  {a,  ß,  <)  =  6/,  j3, . 

Man  hat  daher  für  die  zweimal  vier  Unbekannten  b^^,  a^,  ß^,  Xq   und 

^22 f  «2?  ßi>  Vo   ^^^  Gleichungen: 


(11) 


F,{aißiXQ')-^hiißi> 

Fs(«x^,<)  =  0, 


(11') 


Fiia^ßtyo)  =  &«««, 

Ftifißtlfo)  =  Kßi> 
F»{a,ß,y,')  =  0, 


3.  Hinreichende  Bedingungen.  Umgekehrt  folgt  aus  den  beiden 
ersten  Gleichungen  (11)  durch  Multiplikation  mit  «i,  ß^  und  Addition 
mit  Riickaicht  auf  die  vierte  wieder  die  erste  (1)  und  ebenso  aus 
'(11')  die  zweite  (1).    Multipliziert  man  femer  die  beiden  ersten  Glei- 


§  28,  3—5. 
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chuDgen  (11)  mit  cc^,  ß^  und  (IT)  mit  04,  ß^  und  addiert;  so  ergibt 
sich  mit  Rücksicht  auf.  (2): 

(12)        b;,  -  6,;  («,  «,  +  18,  ß,),     6,;  -  6^  («^ «,  +  ^^  ß,\ 

Hieraus  folgt  unter  der  Voraussetzung  b^^  4"  ^22'  ^^^' 

(13)  6,;=-o 

und: 

(14)  cc,a,  +  ß,ß,^0. 

Ist  dagegen  b^^  »  b^^   so  folgt  aus  (12)  erst  unter  Hinzunahme  der 
Gleichung  (14)  wieder  (ld\ 

Die  acht  Gleichungen  (11)  und  (IT)  sind  an  sich  hinreichende 
Bedingungen  für  die  beiden  Gruppen  der  Unbekannten  ft/^,  ^7  ßif  V 
und  b^,  «2,  /Jj,  yo',  /"aifo  t/j  +  ftg^»  dagegen  erst  unter  Hinzufügung  von 
(5)  /a«s  6,;  -  6^. 

4.  Die  quadratische  Gleichung  der  Hauptaohsenkoeffizienten. 

Die  Gleichungen  (11)  lauten  ausfiihrlich  geschrieben: 

Q>n  —  ^i)«i  +  ^s/^i  +  *i8  V  =  0, 
&,!«,  +  (pii  -  bu)ßi  +  bn'^o  =  0, 
*8l  «1  +  hißi  +  ^ss  V  =  0, 


(15) 


und  entsprechend  die  Gleichungen  (11')*    Damit  folgt,  wie  in  §  21,  8: 
Jeder  der  beiden  Hauptaclisenkoeffizienten  b^^,  b^^  muß  der  in  /i 
quadratischen  Gleichung  genügen: 


(16) 


E({i)  = 


'11 


'21 


'31 


^12  ^18 

^22         M'       ^28 


«0. 


'82 


'88 


der  quadratischen  Gleichung  des  Hauptadisenproblems  der  Kurve  zweiter 
Klasse. 

5«  Andere  Form  der  quadratischen  Gleichung.  Die  Elimination 
von  «1,  /Sj,  Xq',  die  von  (15)  zu  (16)  führt,  kann  noch  auf  andere 
Weise  ausgeführt  werden.  Eliminiert  man  nämlich  mit  Rücksicht 
auf  die  Voraussetzung: 

(17)  K+o 

Xf,'  aas  der  ersten  and  dritten  Gleichung  (15),  so  ergibt  sich: 
(18)  { (6,1  -  6,',)  6,3  -  6J, }  a,  +  1 6,,  6«  -  6„6„ )  ^i  =  0 

Stande,  Flfluhon  zweiter  Ordnung.  10 
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oder  mit  Hinzufägting  der  entsprechenden  Gleichung: 

(19)  -'B,,u,  +  {B,,^b^b;,)ß,^0, 

Umgekehrt  folgt  aus  der  Gleichung  (18)  und  der  dritten  Glei- 
chung (15)  unter  der  Voraussetzung  (17)  auch  wieder  die  erste 
Gleichung  (15).  Die  Gleichungen  (15)  sind  daher  ersetzbar  durch  die 
Gleichungen  (19),  wenn  man  zu  diesen  noch  die  vorletzte  Gleichung 
(15)  hinzubehält. 

Die  Bestimmung  der  sechs  Unbekannten  t/j,  «j,  ß^  und  6,j,  Oj,  ß^ 
kann  daher  auch  mittels  der  Gleichungen  (lU)  und  der  drei  ent- 
sprechenden mit  6j„  ttg,  ß^  geschehen. 

Die  quadratische  Gleichung  für  b^^,  b^^  ergibt  sich  aber  dann  in 
der  Form: 

(20)  6«s£(/t)=         ^«-^«»^       "^^^ 


—  Bfi  5ii— ftjjfi 


0. 


Sie  unterscheidet  sich  nur  um  den  Faktor  b^^  von  der  Gleichung  (16). 

Die  Gleichungen  (19)  und  (20)  haben  aber  dieselbe  Form  wie 
die  Gleichungen  §  21,  (16);  (17),  .nur  daß  B^,  —  B^^,  jB^,  b^^  an 
SteUe  von  a^,  «ij,  a^^,  X  getreten  sind. 

Die  quadratische  Gleichung  E((i)  =  0  in  (16)  oder  (20)  hat  daher 
stets  zwei  redle  Wurzeln  fi^  und  ftj-,  und  weiter  wie  in  §  21,  12: 

Die  Kurve  zweiter  Klasse  6,3  +  0  hat  stets  zwei  vom  Mittelpunkt 
ausgehende  Hauptachsen,  in  bezug  auf  welche  die  Gleichung  der  Kurve 
die  Form  erhalt: 
(21)  F{u,  V,  s)  =  (i,u'+  ^,v'  +  b^sK 

Die  Hauptaclisen  sind  eindeutig  bestimmt,  wenn  die  Wurzeln  ft^,  yi^ 
beide  verschieden,  dagegen  einfach^  unbestimmt,  wenn  die  Wurzeln 
gleich  sind,- 

6.  Entwicklung  der  quadratisohen  Gleichung.  Die  DifPerential- 
quotienten  der  Determinante  (16)  sind: 


63J  —  (i     ^28  ^11  ~"  f*     ^ 
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'    bsi    •  ^88  .   ^81  ^88 

Daher  ist: 


(22)    ^(ft)  =  E(0)  +  E{0)  (i+l  £"(0)  (i'-B- (B,,  +  B^)(i,  +  6,,/i 

oder  mit  der  Abkürzung  §  27,  (3): 

(23)  E{ii)  =  6„^«  -  ^oft  +  -B- 
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Dasselbe  folgt  aus  (20),  da  (I  Anm.  1,  II,  (5)): 

1  -^21     nii 

7.   Die  Hauptachsengleiohungen.     Da  für   die   Wurzeln   fi^,  [i^ 
nach  (23): 

80  ergibt  sich: 

Die  Gleichung  der  Kurve  zweiter  Klasse  mit  einem  Mittelpunkt 
(^38  +  ^)  ^^^  ^^  «w/*  eine  der  folgenden  Formen  gebracht  werden: 

(25)  B  =  0,  B,+  0:  ^t^'«+ fc,,«'*«  0; 

ljB-0,  Bo=0:  h^s'^^0. 

Sie  ist  daher  enteprechend  eine  Ellipse  oder  Hyperbel  (§  20,  (1'));  oder 
ein  endliches  Funktepaa/r  (auf  der  y'-Achse,  §  13,  (59'))  oder  ein  end- 
licher Doppelpunkt  (I  §-22,  (9)). 


8.  Andere  Form  der  Bedingungen.  Wenn  J?  »  0  und  B"  =^0y 
so  verschwinden  (§  27,  (4))  alle  ünterdeterminanten  JB^,  und  damit 
auch  Bq  in  (23). 

Ist  umgekehrt  B^O  und  B^^O,  so  ist  zunächst  nach  §  27,  (3): 

B^  ^  ^3- 

Nach  §  19,  (5)  ist  aber  für  B  =  0: 

und  daher  für  ^o  ="  ^   *^^^  ^is  ==  ^7  -^28  '^  ^   ^^<i  damit  infolge  der 
für  J?  =  0  gültigen  Gleichungen  {k  =  1,  2,  3): 

auch  &8*-^83^  ^;  ^^^^>  wenn  nicht  alle  63^^  verschwinden,  -Bjg^  0  oder 

Falls  6,8,  628?  ^88  ^*^*^  ^^  verschwinden,  sind  die  Bedingungen: 

(26)  JB=0,     J?o=0 
ersetzbar  durch: 

(27)  5«0,    JB'=0. 

Nach  (26),  (27)  können  die  Bedingungen  der  Tafel  (25)  auch 
durch  folgende  ersetzt  werden: 

5+  0:  ^^w'»+  fi2^'*+  ^8^'*=  0; 

(28)  U  =  0,  B'  +  0:  ^,v''  +  h,,s''  =  0; 

IjB^O,  i?'=0:  688«'*=  0. 


10 
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§  29.  Die  Enrven  olrne  Mittelpunkt. 

1.  Bestimmung  der  HauptaohBenTiehtangen.   Die  Kurven  mit  un- 
endlich fernem  Mittelpunkt  §27,(14);  (6)  sind  durch  die  Voraussetzungen: 

(1)  &„=-0,    Bo--W.  +  ft|»)  +  0 

bezeichnet.     Bei  der  Transformation  der  Gleichung  §  27,  (1)  auf  ein 
neues  System  O'x'y'  werden  die  Koeffizienten  §  21,  (8)  nach  (1): 

Sie  können  nach  (1)  nicht  beide  yerschwinden.     Soll  jedoch  einer  von 
ihnen  yerschwinden,  etwa: 

(3)  b^  -  ■?,(«,/»,%')  ■=  *ia «.  +  «»«» A  =  ^» » 
so  folgt  mit  einem  Proportionalitätsfaktor  q: 

(4)  ^«2 ^8;     Qßi^-hi, 

wo  mit  willkürlicher  VerfuguDg  über  die  Quadratwurzel  sei: 

(5)  Q^Vi^Tih'-V^. 

Infolge  von  §  28,  (5)  wird  dann: 

(6)  P^i-^is.     Qßi-hi 
und  damit  nach  (2): 

(7)  ^13  «  -        ^ ^  Q  . 

Der  Bedingung  (3)  t(;ird  rfwrcÄ  rf/c  Bestimmung  (4),  (6)  rfcr  JRtcÄ- 
<wn^  der  Adisen  x'  und  y'  genügt y  worauf  der  Koeffizient  h[^  den  Wert 

(7)  hat 

Wir  nennen  die  so  bestimmten  Richtungen  (6)  und  (4)  die  Haupt- 
achsenrichtungen  der  Kurve, 

2»  Bestimmung   des  Anfangspunktes  0\     Infolge   von  (1),  (3) 
und  (7)  wird  nach  §  15,  (18);  (16): 

{Kl  -  ^1 K ,  A,  ^o>i + ^»(«1 ,  A ,  O/Ji  +  9< 

*M  ^  ^1  («» y  ßi>  Vo)  «S  +  -^2  («2  y  ßi  7  Vo)  ßi  =  ^1  («2>  ßi)^2  +  ^t  («2  A)ßt ; 

^'2  ^  -f\(«2?  ßiyVo)^!  +  -P'2(«2)  A;yo')  A 

'-^i{^yß%yi+H^{^iyßi)ßi+Qyo'==H^{^^,ß^)a,+H^(a^^^ 

Wir  bestimmen  nunmehr  den  Punkt  0'  =  rc^,  y^,   für   den  nach 
§  15,  (13): 


(8) 


(9) 


(11) 
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ist^  aus  den  beiden  Bedingungen: 

(10)  j;,=o,  6;,=o, 

die  nach  (8)  auch  geschrieben  werden  können: 

Multipliziert   man   diese  Gleichungen  mit  a^y  a^  oder  ß^y  ß^  und 
addiert,  so  folgt  nach  (9): 

,pyo=^»(«iA)-ifi"(«.A)A, 
WO  Q  den  nicht  verschwindenden  Wert  (5)  und  a^,  ßi  die  Werte  (6) 
haben. 

Der  hierdurch  bestimmte  Punkt  O'^x^,  y^  soll  der  ScheitdpufM 
der  Kurve  genannt  werden. 

3.  Bestimmung  des  Koeffiaienten  bi^'    Die  zweiten  Gleichungen 
(10)  und  (8)  können  auch  geschrieben  werden: 

^iKftyo')«!  +  F,{a,ß,y^)ß,  -  0; 
F^(a,ß,y,')a,  +  F,{a,ß,y,')ß,  ^  b^ . 

Hieraus   folgt   aber   durch  Multiplikation   mit  a^,  cc^  oder  ß^y  ß^  und 
Addition: 


wozu  nach  (3): 
oder  ausfQhrlich: 


F,{a,ß,y,')  ^  0 


^21  «2  +  (*22  -  ^22) /'s  +  hiVo   -  0; 
&81«2+&32/'2  =="0. 

Danach  genügt  b^^  der  Gleichung: 

'    ^1  -  ^       ^12  ^8 

(12)  E{fl)^      621  *22-/*       &28 

631  ^82  0 

die  aus  §  28,  (16)  mit  633  ==  0  entsteht.    Daher  ist  hier  nach  §28,(23): 
(13)  E(ji)^^B,ii  +  B. 

Der  Koeffizient  b'^  hat  also  den  Wert: 

(14)  K,  =  ^. 


0, 


160  §  29,  4-6. 

4.  Elanonisohe  Gleichungen  der  Kurven  mit  unendlich  fernem 
Mittelpunkt.  Aus  (10),  (14),  (7),  (3)  geht  nun  hervor:  Die  Gleichung 
der  Kurve  aweiter  Klasse  mit  unendlich  fernem  Mittelpunkt  (h^  =  0 , 
Bq+  0)  Jcann  stets  auf  eine  der  beiden  Formen  gd/rackt  werden: 

^jg^  .5  +  0:      /t3^'*+2l/="fo   t*V-0,     .a,=  |, 

JB=0:  2V^ls^'Us'^0. 

Sie  ist  daher  (§  13,  (43))   eine  Parabel  oder  ein  PunMepaar  aus 
einem  endlichen  («'=»  0)  und  einem  unendlich  fernen  (w'=  0)  Punkt. 
In  den   beiden  Fällen  ist  nach  §  28,  (26),  (27)  auch  bezüglich: 

(16)  -B  +  0;    -B  =  0,    B'+O. 

Hierbei  liegt  der  Anfangspunkt  0'  des  Koordinatensystems  im 
Scheitelpunkt  (11)  und  sind  die  Bichtungen  der  Achsen  x'  und  y'  durch 
(6),  (4)  tmrf  (5)  bestimmt, 

5.  Punktepaare  in  der  unendlich  fernen  Geraden.  Der  noch 
übrige  Fall  §  27,  (14)    dritte  Zeile   ist   durch   die  Voraussetzungen: 

(17)  6,,«0,     6,3»  0,    63,«  0     (633  =  0,    J?o==0) 
bezeichnet.     Er  ist  schon  in  §  21,  16  erledigt.     Danach  ergibt  sich: 

Die  Kurve  zweiter  Klasse: 

(18)  F{u,  v,  5)  ==  611  w*  +  2b^^uv  +  6j,r«  =  0 

Tcann  bei  unveränderlichem  Anfangspunkt  0  des  Systems  Oxy  durch 
Einführung  neuer  Achsen  x\  y'  stets  auf  eine  der  beiden  Formen  ge- 
bracht werden: 

Hier  ist: 

(20)  ^,=K+b,, 

und  sind  i/^,  i/g  die  Wurzeln  der  quadratischen  Gleichung®^): 

also: 

Mit  (17)  ist  auch  Bii  =  0,  J?jj  =  0,  also: 

(23)  B'  =  B,, , 

sowie: 

m  B"  -  B',, . 


§  29,  6.     §  30,  1—2. 
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Daher  können   die  Bedingungen  der  beiden  Zeilen  (19)  auch  in 
der  Form  gegeben  werden: 

(25)  5'+0;     B'=0,    B"+0. 


§  30.  Btttersolieidang  nach  den  Vorzeichen  der  Eoefflzienten. 

1.  Eanoniflohe  Gleichungen«.  Das  Ergebnis  der  vorstehenden 
Entwicklungen  ist  dies,  daB  die  auf  ein  rechtwinkliges  Koordinaten- 
system Oxy  bezogene  Gleichung  der  Kurve  zweiter  Klasse: 

(1)    F(m,  V,  s)  =  b,y  +  b^y  +  2b,^uv  +  2b^^us  +  2b^^vs  +  b^^s^  -  0 

durch  Einführung   eines   neuen  Systems  O'x'y'   auf  eine  kanonische 
Form  gebracht  werden  kann. 

Nach  ihrem  Bange  einerseits  und  nach  ihrer  Beziehung  zur  un- 
endlich fernen  Geraden  g^  andererseits  gehört  jede  Kurve  (1)  wie 
§  27;  (14)  in  ein  (ausgefülltes)  Feld  der  folgenden  Tabelle  und  hat 
die  dort  angegebene  Gleichungsform.  Die  Tabelle  muß  also  alle  Kurven 
zweiter  Klasse  enthalten: 


(2) 


I.  ^4=0 

Eigenil.  Kurven  2.  El. 


n.  JB  =  0,  B'4=0 
Eigentl.Punktpaare 


Doppelpunkte 


1-      ft»8+0 
g^  keine  Tang. 

2.  5„=0,  5o+0 
Qxi  einf.  Tang. 


,*y«+f4t;'«+6„«'«=0|  M,«''  +  &.s«'*  =  0 


Ks'' 


0 


f*jV 


'»  +  2)/T5"m'ä'  =  0,  2)/— 1?oM'8'  =  0 


0 


g^  Doppeltang. 


0 


ViU'*  +  »,i?'«  =  0 


v,t?'*==0 


Innerhalb    eines   Teils   der    kanonischen    Gleichungen    sind    nun 
weiter  die  Vorzeichen  der  Koeffizienten  zu  unterscheiden. 

2«  Die  eigentlichen  Kurven  zweiter  Elasse.     Die  Gleichung  1, 1 
der  Tafel  (2)  kann  mit  den  Abkürzungen: 


f*i 


ß 


fh 


&« '       ''       b,. 


(3) 

in  der  Form: 

(4)  au'«+j3i;'»+l=0 

geschrieben  werden,  wo  nunmehr  nach  §  28,  (24): 


(5) 


a  +  ß^^P^^^,     aß 


'88 


'88 


*'88 
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Die  beiden  Koeffizienten  a,  ß  haben  daher  die  folgenden  Vor- 
zeichen: 

för  Bb,^>0,    B^>0:     +  + 

(6)  i568s>0,     ^o<0:     -- 

Sh^<0  -  + 

Die  Kurve  ist  in  diesen  drei  Fällen  bezüglich  eine  imaginäre 
t)der  reelle  JEÜipse  oder  Hyperbel. 

Die  Bedingungen   zweiter  Zeile  (6)   sind   aber  gleichwertig  mit: 

(7)  Bb^^  >  0,     Bijj  und  B^  nicht  beide  >  0. 

Denn  die  Bedingungen  (7)  lassen  nur  zu,  daß  Bq<0  oder  Bq  => 0. 

Wäre  aber  B^  =  B,^  +^22=0,  so  wäre  Bb^=B^^B^^--Bl^ A\-^i\ 

nicht  >  0;  es  bleibt  also  nur  die  Möglichkeit  Bq<0  wie  in  (6). 

Die  Kurve  I,  2,  deren  Gleichung  nach  §  29,  (15)  so  geschrieben 
werden  kann: 


(8) 


B 


pv'^+2u'=^0,     p=~^ 


B^-^B. 


ist   eine  Parabel.     Hier   ist  B^,  <  0  und  Bh^^  =  0,  also  JB633  und  B^ 
nicht  beide  >  0.     Es  genügen  aber  nach  (2)  schon  die  Bedingungen 

JB  +  0,  633-0,  :Bo+o. 

Die  eigenÜichen  Kurven  zweiter  Klasse  können  also  in  die  Tabelle 
eingeordnet  werden: 

(9)  I  JB635>0,    B^>0     ;  jB638,-Bo»ii«h*l>öi<le>0 


&«  +  0 


5^8  >0 


Bh,<0 


Imag.  Ellipse 


5„  =  0, -Bo4=o 


Ellipse 

a»M'*  — /J»f'«— 1  =  0 
Hyperbel 


pr'«  +  2t*'  =  0 
Parabel 


B 


0 

SS 


3.  Die  Funktepaare.     Die  Gleichung: 

(10)  ^,t,'»+6„s'*=0;      b,,  +  0,      B^O,      B'+O;      /i,- ^ 

stellt   ein    imaginäres  oder  reelles  Punktepaar  auf  der  y'- Achse  dar, 
je  nachdem: 

(11)  -Bo>0     oder    i?o<0. 

Da  aber  nach  §  19,  (6)  für  B  =  0  stets  B'  und  Bq,  soweit  sie  nicht 
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0  sind,   dasselbe  Vorzeichen  haben,   kann  man  dafür  auch  sagen:  je 
nachdem: 

(12)  B'>0    oder    B'<0. 

Für  die  Gleichung: 

(13)  2l/=r^uV«0, 

die  einen  endlichen  (s'— 0)  und  einen  unendlich  fernen  Punkt m' =  0 
darstellt,  ist  nach  §  29,  (1)  B^  und  daher  B'<0. 
Die  Gleichung  (§  29,  (11))): 

(14)  vy*+v,v''^0,    v,v,^B,,,    v,  +  v,^BU 
stellt  ein  imaginäres  oder  reelles  Punktepaar  dar,  je  nachdem 

(15)  B^>0    oder    B^<0. 

Man  erhält  daher  für  die  Punktepaare  die  Tabelle: 

!  ^  =  0  B'  +  o 

(16)  5o(^.a)>0  1  ^o(^»,)<0 


b,,  4-0  r  I  r 

Iinag.  endl.  Punktepaar  '   Reell,  endl.  Punktepaar 


6„«0,  Bo  +  0 


6„  =  0,  B,^0 


§  t 


Imag.  oof.  Punktepaar 


U'9  =  0 

endl.  u.  oc  f.  Punkt 


Reell.  (X)f  Punktepaar 


Hier  soll  in  B^{B^>^^  0,  wie  §  26,  4,  B^  gelten,  solange  i?o  +  0, 
jedoch  jBj8  eintreten,  wenn  -Bq  =  0. 

4.  Übereinstininiung  bei  den  Kurven  zweiter  Ordnung  und 
Klasse.  Ist  die  Kurve  (1)  eine  eigentliche  und  mit  der  Kurve  §  26,  (1) 
identisch,  also  nach  §  18,  8: 

(17)  K-A,,,    B„~Aa,„    B  =  Ä\ 

SO  müssen   die  Bedingungen  der  Tabelle  (9)   mit   denen  der  Tabelle 
§  26,  (19)  übereinstimmen.     In  der  Tat  ist  infolge  von  (17): 

(18)  Bh,,  -  Ä'Ä,,,    B,  -  Ä(a,,  +  a„)  -  ^^33 . 
Zugleich  wird  für  die  Koeffizienten  in  (4)  und  (8): 

(19)  a  +  ß=^ß^,    '^ß-T-i^A-y-^     P  =  l-V^^4r' 

-^88  -^88    \-^S8'  A^^y  —    AA^^ 

übereinstimmend  mit  §  26,  (6);  (10). 

6.  Invarianten  und  Bedingungen  der  Art  im  schiefwinkligen 
System.    Die  Bedingungen  des  Ranges  -B  +  0;  JB  «  0,  JB'+  0;  J?  —  0, 
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J?'  —  0  sind  wie  %  26,  5  in  jedem  recht-  und  schiefwinJdigen  System 
dieselben. 

Die  übrigen  in  den  Tabellen  (9)  und  (16)  vorkommenden  Ans- 
drücke: 
(20)  5,    B^=B,,+  B„,    6«,    (■»„), 

der  letzte  jedoch  unter  der  Voraussetzung  iis^^%s—^is'='0{BQ'^Ojb^^=^0\ 
sind  Dacb  §  31,  (13);  (20)  sämtlich  Invarianten  der  Kurve  (1)  im 
redhtmnJdigen  System, 

Bezieht  sich  die  Gleichung  (1)  auf  ein  schiefwinkliges  System 
Oxy  mit  dem  Achsenwinkel  cd,  so  sind  sie  nach  §  31,  (13);  (20) 
durch  die  gleichwertigen  und  im  schiefwinkligen  System  invarianten 
Ausdrücke: 


(21) 

ZU  ersetzen. 


B 


B,|  -f-  -ßti  —  2  Bj,  cos  00 


sin^  a 


sin^fi) 


sin*  a> '      Vsin*  <a) 


§  31.  Invarianten  der  Kurve  zweiter  Klasse. 

1.  Die  Determinante  alB  Invariante.    Erhält  die  auf  ein  recht- 
winkliges System  Oxy  bezogene  Gleichung  der  Kurve  zweiter  Klasse: 

(1)  F{uy  v,  5)  =  6iiu«  +  fe„v'  -h  2h,^uv  +  2h^^us  +  26,3 1;5  +  K^-0 

durch   die  Substitution  §15,  (11)   in  bezug   auf  ein  schiefwinkliges 
System  O'x'y'  die  Form: 

(2)  S'F{u,v,s)^h[,u^+b,,v^+2b[,u'v+2b[,u's+2bi,vs'^^^ 

so  haben  die  neuen  Koeffizienten  die  Werte  §  15,  (18) — (20).     Zu- 
gleich ist  neben  §  15,  (14): 

(3)  y  «  cos  03  =  «lOTj  +  ßißi 
und  (I  Anm.  1 ,  II,  (4)) : 

A   ^1   Sx," 

(4)  S^^IA,    B,    Sy,' 

!  0      0        S 

Nach  dem  Multiplikationstheorem   der  Determinanten  wird  nun 
mit  dem  Werte  (4)  mit  Rücksicht  auf  §  15,  (18)— (20): 


S"' 


*11       ^J       ^8 


FMiB^Sx,')    F,{A,B,Sy,')    b,,S 
K     h%    6»    -    F,{Ä^B,Sx^\)    F,{A,B^Sy,')    b,,S 

FMi^iSxo)    F.iÄ.B.Sy,')    b,,S 


^31       ^82 
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und  wiederum  nach  dem  Multiplikationstheorem : 

&n     in     &13  I       I  &11     h[i     fcis  j 

(5)  fi^  •    ^1     hf     *2«  !  =  '  Kl    Ki    Ki    • 

hl     K     ifa  ^'i     *M     *M 

jBw'm  Übergang  van  einem  rechtmnJdigen  System  Oxy  zu  einem 
schieftvinTdigen  O'x'y'  besteht  zwischen  den  Koeffizienten  der  beider- 
seitigen Gleichungen  (1)  und  (2)  die  Beziehung  (5). 


2.  Das  Kreiapunktepaar  im  reoht-  und  aohiefwinkligen  System. 
Darch  die  Substitution  §  15,  (11)  verwandelt  sich  die  Gleichung  des 
Ereispunktpaares  §  20,  (60')  in  der  Weise: 

(6)  iSf«(M«+  v^)  =  u'«+  v'«-  2yuv'^0 
und  insbesondere  für  c?  =      : 

(7)  «»+»*=  ?«'»+t?'*=0. 

Das  imaginäre  Kreispunktpaar  hcU  in  jedem  rechtwinkligen  System 
dieselbe  Gleichung  (bleibt  bei  jeder  euklidischen  Bewegung  der  Ebene 
fest). ") 

3.  Ereispunktepaar  und  Enrre  sweiter  Klasse.  Da  vermöge  der 
Substitution  §  15,  (11)  nach  (2)  und  (6)  die  Gleichui^;: 

(8)  '   F{u,  V,  s)  -  l(u,*  +  V*)  -  0 
übei^eht  in: 

(9)  8*iF{u,  V,  s)  -  X{u*  +  V*))  -  h[,u*+  •  •  •  +  h'^s'* 

-A(u'»+t;'»-2yu't>')  =  0, 

so  gibt  die  Anwendung  des  Satzes  (5)  identisch  in  X: 


(10) 


Durch  Gleichsetzen  der  Koeffizienten  der  beiderseitigen  Potenzen 
von  l  ergibt  sich  alsdann  neben  (5): 

(11)  S*(JB,,+  B„)  =  5n+  5;,-  2B',y 

oder: 

(12)  S*\,  -  63', . 

Aus  (10)  folgt  zugleich  die  Form  der  quadratischen  Gleichung  des 
Hauptachsenproblenis  in  schiefwinkligen  Koordinaten  (§  28,  (16)). 


:*"- 

A 

6» 

h^ 

^'l  -  ^ 

i»  +  yA 

K. 

S*;ft„ 

6jj- 

X 

K 

-    b^+yX 

ft«-^ 

K. 

^81 

hi 

*M 

Kl 

*M 

K 

156  §  31,  4-6. 

4.  Invarianten  im  gemeinen  KoordinatenBystem.  Unter  Weg- 
lassung  der  Akzente  in  (2)  kann  man  die  Sätze  (5);  (11);  (12)  auch 
so  aussprechen  (§  22,  4j: 

Die  Koeffieientcnverhindungen^): 

hl    hi    *i8  ; 

^      ^  sin^eo       **        **        **     '  ein*«»  ^       ein*® 

i  ^1      h%      *M  ■ 

cfer  Gleichung  der  Kurve  zweiter  Klasse: 

(14)  b^^  u»  +  62, r*  +  2\^uv  +  26,3tis  +  2\^vs  +  6335« «  0 

haben  in  jedem  Koordinatensystem  Oxy  densdben  Wert,  faUs  (d  den 
jedesmaligen  Achsenwinkel  (beim  rechtwinkligen  System  <ö  =  ^]  bedeutet. 

6«  Invarianten  des  unendlich  fernen  Punktepaares.    Ist  in  (1) 

6j3  «  b^^  -  633  =  0,  so  wird  auch  in  (2)  nach  §  15,  (19) ;  (20) 
Kz^Ki'^Kz'^^'  Danach  folgt  aber  mit  den  reduzierten  Werten 
§  15;  (18)  durch  zweimalige  Multiplikation  mit  der  Determinante: 

(15)  S«      '       ' 


^1       ^12 


A 

B, 

Kl 

K. 

ft^i 

i» 

aus  (4),  ebenso  wie  §  22,  (8): 

Durch  Anwendung  dieses  Satzes  auf  das  Punktepaar: 
(17)  hy+  h^v*+2b^^uv  -  l{u^  +  v*)  =  0 

ergibt  sich  dann  wie  in  (10): 

]  6ji  6jj - A  I      ;  ftji  +  yA     b„-X     \ 

und  durch  Gleichsetzen  der  Koeffizienten  der  Potenzen  von  X  neben  (16): 

(19)  S\b,,  +  b„)  -  b[,  +  b'„  +  2b[,y . 

Unter  Weglassung  der  Akzente  in  der  mit  b[^  ^  b^^  *=  ^m  =  0  redu- 
zierten Gleichung  (2)  folgt  daher: 
Die  Koeffizientenverbindungen: 

1       '  ^11      ^2  &n  +6„  +  2^,  C08O 


(20) 


sin*©  \  h        h       '  sin-o) 

^2J        '^22    I 


der  Gleichung  des  unendlidi  fernen  Punktepaares: 
(21)  \y+  2&isWt;  +  ftjjt;*«  0 


r 
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haben  in  jedem  Koordinatensystefn  Oxy  je  denselben  Wert,  falls  o  den 
Achsenmnkel  ledeukt. 

6.  Die  Brennpunkte  des  KegelBOhnittea.  Für  den  Übergang  von 
dem  rechtwinkligen  System  Oxy  zu  einem  parallelen  O'x'y'  mit  dem 
Anfangspunkt  O'^x^jy^  wird  aus  §  15,  (11)  wie  in  §  15,  5: 

(22)  w  —  ti',    t;  =»  v',    s  ^ —  x^W —  y^v' -\- s\ 
Dadurch  wird  allgemein: 

(23)  Äu  +  Bv  +  Cs^{A-  Cxo)u  +  (-B  -  Cy^y  +  Cs\ 
Sind  nun: 

(24)  Dl  =  Ä^u  +  B^v  +  CyS  -  0,     iJj  =  A^u  +  B^v  +  CgS  -  0 

die  Gleichungen  zweier  Punkte,  Yon  denen  wenigstens  der  erste  end- 
lich ist  (C^  +  0),  und  nimmt  man  für  0'  diesen  ersten  Punkt: 

(25)  x^^A^:C„    yo-B.iC,, 
SO  wird  nach  (23): 

(26)  Ui=C^s\    C^U^^2au'+2bv'^es\ 

wo  zur  Abkürzung  gesetzt  ist: 

(27)  2a-Ci^,-C;^i,    26=-C,Bj-C;jBi,    -e^C^C^^. 

Die  Kurye  zweiter  Klasse  ^^): 

(28)  F(u,  V,  s)  -  u*  +  t?«  -ü,  D,  =  0 
wird  dabei  transformieH  in: 

(29)  F{u,  v,  8)  -  m'*+  t?'*-  (2au  +  26r'-  cs')«'=-  0 
oder  mit: 

(30)  ^.a«+6«-e: 

(31)  F(m,  V,  s)  -  (w'  -  asy  +  (t;'  -  65')* -  r*^'«  -  0 . 

Die»  ist  aber  nach  §  20,  (31)  ein  Kegelschnitt  mit  dem  Brenn- 
punkt 0'=-rrp,yQ  oder  f7i  =  0.  In  der  Tat  zeigt  die  Form  der  Glei- 
chung (28),  daß  jede  durch  einen  der  beiden  Kreispunkte  (7)  an  die 
Kurve  i^ «»  0  gelegte  Tangente  auch  durch  einen  der  Punkte  (24) 
geht  (§  20,  28). 

Die  Gleichung  (28)  stdU  aUo  einen  Kegelschnitt  mit  den  Brenn- 
punkten (24)  dar. 

So  haben  die  Gleichungen  §  13,  (18);  (43)  die  Form  (28): 

(32)  6«(m«  ■\-v^)+{  (a*  -  6«)u«  -  1 }  =  0  oder 
a\u^+v^  +  {(i«-  a«)t?*-  1 )  =0;    p{u^  +  v^)  -  {pu  +  2s)u  «  0; 

ebenso  §  12,  (27). 


IV.  Abschnitt. 

Konfokale  Kegelschnitte. 

§  32.  Das  System  konfokaler  Ellipsen  und  Hyperbeln. 

1«  Begriff  des  konfokalen  Systems.     Die  Gleichung: 

stellt  nach  §  1,  (7)  eine  Ellipse  (a*  >  €?)  oder  Hyperbel  (a*  <  e^)  dar, 
deren  Brennpunkte  x  ^  +  e  und  deren  Scheitelpunkte  a:  =*  ±  ^  sii^d. 
Sie  stellt  daher  bei  festem  e?  und  veränderlichem  a*  ein  System  von 
Ellipsen  und  Hyperbeln  dar,  die  bei  wechselnden  Scheitelpuniden  die- 
seihen  Brennpunkte  haben.  Man  nennt  es  ein  System  konfokaler  (und 
konfokal  gelegener)  Ellipsen  und  Hyperbeln.^ 

2.   Oleichting   und   Elemente    des   konfokalen    Systems.      Der 
Symmetrie  wegen  setzen  wir  mit  a>  ß: 

(2')  a*=a-r,     e«-a-/3. 

Die  Gleichung  des  konfokcUen  Systems^^)  lautet  dann: 

wo  bei  festem  a  und  ß  der  Parameter  t  sich  von  —  cx)  bis  +  oo 
bewegt: 

(2)  _  oo  <  r  <  +  oo . 

Die  gemeinsamen  Brennpunkte  sind  (§  13,  (26)); 

(3)  J5,  B'^+y«-^,  0    und     0,±iV^^ 
und  die  Sclieitelpunkte  der  einzelnen  Kurve: 


(4)  ^,  ^'=±>^~T,0. 

3.  Untersclieidung  der  Arten.  Je  nachdem  —  cx)  <  r  <  /5  oder 
^  <  r  <  a  oder  a  <  r  <  +  oo,  ist  die  Kurve  (1)  eine  Ellipse  oder  Hyperbel 
oder  imaginäre  Ellipse.  Um  die  beiden  reellen  Arten  auch  in  der 
Bezeichnung  auseinander  zu  halten,  nennen  wir  ihre  Parameter  be- 
züglich r  ^  X  und  t  =  ^.  Danach  verfällt  das  System  (1)  in  die 
beiden  Reihen: 


1 

§  82,  8—6. 

i             (5) 

1 

„U  +  ßU-'^'    ~<^<^. 

1 

(6) 

/,.+  -/..-!,           /J<.a<a, 
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von  denen  die  erste  alle  Ellipsen,  die  zweite  alle  Hyperbeln  des  Systems 
enthält. 

4.  Eigentliohe    und    Grensformen    des    konfokalen    Systems. 

Während  X  sich  von  -—  cx)  bis  ^  bewegt  (über  Aj,  Aj,  X^  in  Fig.  85) 
zieht  sich  die  Ellipse  (5)  aus  einem  unendlich  großen  Kreise  gegen 
die  Brennpunkte,  die  sie  beständig 
einschließt,  zusammen,  bis  sie  für 
A  »  j3  in  das  zwischen  den  Brenn- 
punkten B  und  B'  liegende  Stück 
der  a: -Achse  hineinfällt.  Die  bei- 
den außerhalb  B  und  B'  liegen- 
den Stücke  der  a: -Achse  stellen 
die  Hyperbel  fi  ^  ß  dar.  Diese 
flacht  sich  dann  mit  wachsendem 
ft  (über  f*i,ft|,ft8  in  Fig.  85)  gegen 
die  ^ -Achse  hin  ab,  in  die  sie  für 
fi  ^  a  von  beiden  Seiten  her  hin- 
einfällt. ^8-  8» 

5.  Die  durch  einen  Punkt  der  Ebene  bestimmten  Kurven. 
Um  diejenigen  Kurven  des  konfokalen  Systems  (1)  zu  finden,  die 
durch  einen  gegebenen  Punkt  x,  y  der  Ebene  gehen,  hat  man  die  in 
T  quadratische  Gleichung  (1)  oder: 

(7)  f(T)  -  (^  -  x)x*  +  («  -  T)y» -  («  -  r)(/J  -  t)  =  0 
nach  T  aufzulösen. 

Da  nun: 

(8)  /-(-oo). (X.,  m^{a-ß)y*>Q,  f{a)  =  iß-cc)x'<0, 

so  hat  die  Gleichung  (7)  stets  jswei  reeüe  Wurzeln,  die  zwischen  den 
Grenzen  —  oo  und  ß,  ß  und  a  liegen  und  daher  nach  den  Un- 
gleichungen bei  (5)  und  (6)  mit  X  und  ft  zu  bezeichnen  sind. 

I.  Durch  jeden  PunJct  der  Ebene  gehen  stets  zwei  Kurven  des  kon- 
fokalen  Systems,  und  zwar  eine  Ellipse  und  eine  Htjperbel. 

6.  Die  durch  zwei  ungleichnamige  Kurven  bestimmten  Punkte. 
Zwischen   den  Koordinaten  x,  y  eines   Punktes   und   den  Parametern 
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X^  (i  der  durch  ihn  gehenden  Kurven  besteht  nach  (7)  die  in  r  iden- 
tische Gleichung: 

(9)  (ß  -  r)x^+  (a  -  r)y'-(a  -  r)(/S  -  r)  -  ^  (t  -  A)(r  -  it)  . 
Aus  ihr  folgt  mit  r  «=  a,  /5: 

(10)  a:»=(^-^(«-'*),     y^^(ß-^)(ß-i^). 

Wenn  daher  k,  ^  den  Ungleichungen  bei  (5),  (6)  entsprechend 
gegeben  werden,  so  folgen  aus  (10)  vier  nur  in  den  Vorzeichen  ver- 
schiedene redle  Wertsysteme  rc,  y  (I  §  10,  6): 

IL  Irgend  zwei  ungleichnamige  Kurven  (5)  und  (6)  des  konfokalen 
Systems  schnei<len  sich  stets  in  vier  symmetrisch  gegen  die  Koordinaten- 
achsen gelegenen  Punkten. 

Da  nach  5,  I  durch  einen  Punkt  stets  zwei  und  nur  zwei  un- 
gleichnamige Kurven  gehen,  so  folgt: 

ni.  Zwei  gleichnamige  Kurven  des  konfokalen  Systems  haben  keinen 
{reellen)  Funkt  gemein. 

7.  Senkreohter  Durohaohnitt  ungleiclinaniiger  Kurven.  Ein 
gemeinsamer  Punkt  rr,  y  der  beiden  Kurven  A  und  ^  genügt  den  beiden 
Gleichungen  (5)  und  (6),  also  auch  der  durch  Subtraktion  folgenden: 

(«-i)(«-f*)  +  (F^(^-7)l  ^  ^• 

Diese  bedeutet  aber  nach  §  13,  (3),  daß  die  Tangenten  der  beiden 
Kurven  im  Punkte  x,  y  zueinander  senkrecht  sind,  oder,  wie  auch 
aus  §  13,  4  folgt: 

IV.  Zwei  ungleichnamige  Kurven  des  konfokdlen  Systeftis  schneiden 
sich  in  jedem  ihrer  vier  Schnittpunkte  senkrecht. 

8.  Das  konfokale  System  als  Eurvensohar.     Sind: 

(11)  F{u,v)^0,     G(u,v)^0 

die  Gleichungen  zweier  Kurven  zweiter  Klasse  (§  15,  (1)  mit  s  =  1), 
so  heißt  die.  Gesamtheit  aller  durch  die  Gleichung: 

(12)  -F(m,  t;)~rG(M,  t;)«0 

mit  dem  Parameter  t  dargestellten  Kurven  eine  Kegdschnittscliar.  Die 
Kurven  (11)  werden  als  Grundkunen  der  Schar  bezeichnet. 

Die  Gleichung  des  konfokalen  Systems  (1)  lautet  nach  §  13,  (18) 
in  Linienkoordinaten: 

<13)  (a-r)w.^+(/i-r)t;«=l 

oder: 

(14)  («u»  +  ßv^  -  1)  -  t(u^  +  v»)  -  0. 
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V.  Das  System  der  konfolcdlen  KegdschniUe  (l)  ist  eine  Kegel- 
schnittschar^^\  von  deren  beiden  Grundkurven: 

(15)       awH/Jt;»-l  =  0,  (16)  u^+v^^O 

die  eine  das  imaginäre  Kreispunktepaar  (§  20,  (60'))  ist. 

Da  die  Gleichung  (14)  in  r  vom  ersten  Grade  ist,  so  folgt  (wie 
auch  allgemein  für  (12)): 

VI.  Jede  gegebene  Gerade  der  Ebene  mrd  von  einer  bestimmten 
Kurve  der  Schar  berührt, 

9.  Die  vier  gemeinsamen  Tangenten.  Ausgenommen  von  dem 
Satze  VI  sind  die  vier  gemeinsamen  Tangenten  der  beiden  Grundkurven 
(15)  und  (16),  die  nach  (14)  gemeinsame  Tangenten  aUer  Kurven  der 
Schar  sind  und  daher  nach  VI  zusammen  mit  einer  fünften  gegebenen 
Tangente  die  einzelne  Kurve  der  Schar  bestimmen  (§  15,  6). 

Die  Koordinaten  dieser  vier  imaginären  Tangenten  sind  nach  (15) 
und  (16): 


(17)  u^±--^^,      v^±-^^, 

ihre  Gleichungen  demnach: 

(18)  x±iy±  V^^^ß  -  0 . 

Die  einzigen  reellen  Punkte  dieser  vier  Tangenten  sind  die  Brenn- 
punkte B,  B'  in  (3),  in  denen  sich  je  zwei  konjugiert  imaginäre  Linien 
schneiden  (§  20,  23). 

10.  Die  Enveloppe  der  Sohar.  Betrachtet  man  die  Kurvenschar 
in  der  homogen  geschriebenen  Form  (7): 

(19)  fix,  y,  t,  r)  =  (^  -  r)x'  +  («  ~  T)y>-  (a  -  t)(/S  -  t^ 

=  Pr«+^  +  jB  =  0, 
wo  zur  Abkürzung  gesetzt  ist: 

(20)  P^-^t\     Q^-x'-y'  +  {a+ß)t\    R^  ßx'  +  ay^  -aßt\ 

so  erhält  man  die  Enveloppe  der  Schar  durch  Elimination  von  r  aus 
(19)  und: 

(21)  djix^y^  «  2Pr  +  g  =  0, 

also    durch    Nullsetzen    der    Diskriminante    der    quadratischen   Glei- 
chung (19): 

(22)  ö*-4PlZ-0 

oder  mit  Einsetzen  der  Werte  (20)  und  in  Faktoren  zerlegt: 

(23)  {x  +  iy  +  Va-ßt)  {x  +  iy  -  V^^^ß t) 

{x  —  iy  +  Vä^t)  {x  —  iy  —Va-ßt)  «  0. 

Stande,  Flächen  zweiter  Ordnung.  11 


.     I 
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Die  Envdoppe  der  Kurvenschar  (19)  ist  daher  eine  Kurve  vierier 
Ordnung  (22),  die  in  die  vier  gemeinsamen  Tangenten  (18)  der  beiden 
Kurven  (15)  und  (16)  zerfaüU, 

Diese  Enveloppe  ist  zugleich  der  Ort  der  Punkte  x^  y,  {t),  für 
welche  die  quadratische  Gleichung  (7)  zwei  gleiche  Wurzeln  hat.  Die 
einzigen  reellen  Punkte,  fiir  welche  dies  eintritt,  sind  die  Brennpunkte 
B,  B'  in  (3),  für  die  auch  in  Übereinstimmung  mit  den  Ungleichun- 
gen bei  (5)  und  (6):  2,^  (i  =-  ß  ist. 

11.  Ponktepaare  der  Schar.  Unter  den  Kurven  zweiter  Klasse 
(13)  befinden  sich  außer  dem  Kreispunktepaar  (16),  das  dem  Werte 
T  =«  oo  entspricht,  noch  zwei  weitere  Punktepaare,  entsprechend  den 
Werten  r  ^  cc,  ß  (§  19,  3,  I'): 

(24)  {ß-a)v'^l,     (a-/3)u«-l, 
die  imaginären  und  reellen  Brennpunktepaare  (3). 

Die  beiden  Brennpunktepaare  sind  hiema^ch  die  neben  dem  Kreis- 
punktepaar  in  der  Schar  (13)  enthaltenen  Punliepaare. 

Bei  der  Darstellung  des  konfokalen  Systems  in  Linienkoordinatefi 
(13)  treten  also  die  Brennpunktepaare  und  das  Kreispunktqpaar  selbst  als 
Grenzformen  auf,  während  sich  nach  4.  bei  der  Darstellung  in  Punkt- 
koordinaten  (1)  die  Hauptachsen ^  bezüglich  Stücke  derselben,  und  die 
unendlich  ferne  Geralde  als  Grenzformen  ergeben. 

12.  Der  Ort  der  Pole  einer  Geraden.  Der  Pol  einer  gegebenen 
Geraden  g  ^^  u,  v: 

(25)  uz +  vy +1=0 

in  bezug  auf  die  Kurve  (13)  hat  nach  §  20,  (5')  die  Koordinaten: 

(26)  X  =  —  (a  —  t)u  y    y  =  —  (/}  —  t)  t; . 

Diese  Gleichungen  stellen  aber  bei  veränderlichem  r  eine  gerade 
Linie  g'  dar,  als  deren  Gleichung  man  durch  Elimination  von  r  erhält: 

(27)  vx  —  uy  +  (a-'  ß)uv  «  0 . 

Sie  steht  auf  der  Geraden  g  ^  u^v  senkrecht  und  enthält  deren 
Pole  in  bezug  auf  die  verschiedenen  Kurven  t,  also  auch  den  Be- 
rührungspunkt der  Geraden  g  mit  der  nach  8,  VI  sie  berührenden 
Kurve  Tq  der  Schar  (13). 

I.  Der  Ort  der  Pole  einer  Geraden  g  in  bezug  auf  die  Kurven  der 
Scliar  (13)  ist  eine  Gerade  g\  die  Normale  der  Geraden  g  in  ihrem 
Berührungspunkt  mit  der  von  ihr  berührten  Kurve  der  Schar}^^) 

Ausgenommen  sind  die  beiden  Hauptachsen  und  die  unendlich 
ferne  Gerade,  die  in  bezug  auf  alle  Kurven  (13)  je  denselben  Pol 
haben  (§  20,  3). 
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13.  Senkrechte  harmoniBOhe  Polaren.  Da  die  Gerade  (^7)  den 
Pol  der  Geraden  (25)  in  bezug  auf  jede  Kurve  der  Schar  (13)  enthalt 
und  auf  (25)  senkl-echt  steht,  ist  sie  in  Übereinstimmung  mit  §  20,  (12) 
die  senkrechte  harmonische  Polare  von  (25)  in  bezug  auf  alle 
Kurven  (13). 

IL  Eine  beliebige  Gerade  g  hat  also  in  bezug  auf  aUe  Kurven  der 
Schar  dieselbe  senkrechte  harmonische  Polare  g\ 

Durch  jeden  Punkt  P  der  Ebene  gehen  nach  §  20,  4,  II  zwei 
senkrechte  harmonische  Polaren  in  bezug  auf  jede  einzelne  Kurve  r, 
die  Hauptachsen  des  von  P  an  r  gelegten  Tangentenpaares.  Diese 
zwei  sind  aber  nach  12,  I  die  nach  7.  zueinander  senkrechten  Tan- 
genten und  wechselweise  zugleich  Normalen  der  beiden  durch  P 
gehenden  Kurven  der  Schar  (13)  (Fig.  86). 

III.  Die  Normalen  der  beiden  durch  einen  Punkt  P  der  Ebene 
gehenden  Kurven  der  Schar  (13)  sind  daher  die  gemeinsamen  Halbierungs- 
linien aller  Tangentenpaare,  die  von  dem  Punkte  P  an  die  verschiedenen 
Kurven  der  Schar  laufen ,  da/runter  auch  der  Brennstrahlen ,  der  Tan- 
genten an  die  Punktepaare  (24).^*^*) 

§  33.  Das  Hanptachsenproblem  des  Tangentenpaares  der  Ellipse 

und  Hyperbel. 

1.  Begriff  der  elliptischen  Koordinaten.  Die  Parameter  X,  /i 
der  beiden  nach  §  32,  5  durch  einen  Punkt  x,  y  gehenden  Kurven 
des  konfokalen  Systems  heißen  die  elliptischen  Koordinaten  des 
Punktes.^^^) 

Sie  sind  bei  gegebenen  Koordinaten  x,  y  des  Punktes  als  Wurzeln 
der  quadratischen  Gleichung  §  32,  (7)  bestimmt.  Sie  bestimmen  ihrer- 
seits nach  §  32,  (10)  den  Punkt  x^  y  vierdeutig. 

2.  Elliptische  Koordinaten  besonderer  Punkte.  Für  die  Punkte 
einer  Hauptachse  hat  nach  §  32,  4  im  allgemeinen  eine  elliptische 
Koordinate  einen  der  Grenzwerte  «,  ß:  auf  der  a: -Achse  ist  innerhalb 
der  Brennpunkte  A  =  /3,  außerhalb  ft  ==• /3;  auf  der  y-Achse  überall 
fi  =  a. 

Für  den  Mittelpunkt  0  ist  A  «  /J,  ft  =  a. 

Für  die  Brennpunkte  sind  beide  elliptischen  Koordinaten  gleich: 
A  =  ^  =  j3,  und  es  gibt  keine  anderen  reellen  Punkte  mit  gleichen 
A  und  ft. 

3.  Idenüsohe  Gleichungen  zwischen  gemeinen  und  elliptischen 

Koordinaten.      Bezeichnen   wir   mit  T  die  linke  Seite  der  Gleichimg 
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§  88,  3—4. 


§  32,  (1)^   SO   ist   nach   der  Definition   der   elliptischen   Koordinaten 
§  32,  (9) : 


(1) 


X' 


+  -Ö 


y' 


(T-l)(r-fi) 


Diese  Gleichung  besteht  zwischen  gemeinen  x,  y  und  elliptischen 
Koordinaten  k,  fi  des  laufenden  Punlies  der  Ebene  identisch  in  t. 
Mit  t  =  X,  (i  ergibt  sich: 


(2) 


X' 


+ 


y* 


-1  =  0, 


+ 


-1-0. 


a  —  X       ß — l        "        "^       a — n    '    ß  —  n 

Durch  Subtraktion  der  Gleichungen  (1)  und  (2)  folgt  nach  Di- 
vision mit  den  nicht  identisch  verschwindenden  Faktoren  r— >1,t  — fi: 


(3) 


X' 


+ 


y' 


(a— r)(a-Ä)    '    {ß^t)(ß  —  l)       x-l        («  — T){/J-r)' 


X' 


+ 


y' 


X  — r 


und   aus   dem   ersten   und   dritten  Gliede  dieser  Identitäten  bezüglich 
mit  T  —  A,  |[i: 


(4) 


(„  _  i)-.  +  (/J  -  i)'       (fl, -  X)(|J- 1)        i 


«' 


r.  +  /-«- 


y' 


X  flr 


*     ; 


,«J 


WO  1  :  P,  1  :  w*  als  Abkürzungen  je  für  die  beiden  gleichen  Aus- 
drücke' dienen.  Ebenso  geht  aus  der  ersten  Gleichung  (3)  mit  r  =»  ft 
oder  zweiten  mit  r  =  A  hervor: 


(6) 


X' 


-s  +  7S 


0. 


(6) 


Durch  Sabtraktion  der  Gleichungen  (3)  erMlt  man: 
«'  .  y*  T 


+ 


und  durch  Subtraktion  je  einer  Gleichung  (4)  von  der  entsprechen- 
den (3): 


(7) 


X*  y«  _       r  1   _ 


05" 


,.+ 


y* 


Endlich  folgt  durch  Vergleichung  der  Koeffizienten  von  t^  und  t°  in 
der  Identität  §  32,  (9): 

(8)     A  +  ,t  =  (a  +  ^)-(x»  +  y*),        (9)     A^  -  a/J- (/Jx» +  «»*)• 

4.  Elliptische  Koordinaten  und  Brennstrahlen.  Da  nach  §  32,  (4) 
2Va  —  X  uiid  2va  —  (i  die  Hauptachsenlängen  der  Ellipse  l  und  der 
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Hyperbel  [i  sind,  die  durch  den  Punkt  X,  fji  gehen,  so  ist  für  die  Ent- 
fernungen dieses  Punktes  von  den  Brennpunkten  (§  1,  (9);  (10)): 

(9)  r  +  r=2Va-X,     r  -  r  =  £2"K^^  ft, 

wo  f  =  +  1   für  den  rechten  und  =  —  1  für  den  linken  Zweig  der 
Hyperbel. 

Die  Fokaldistanzen  r  und  r  eines  durch  seine  elliptischen  Koordi- 
naJten  k,  ^  gegebenen  Punktes  sind: 

(10)  r  ^VT^li  -  sVa-^,     r^Va-k  +  sVä-'~fi. 

5.  Das  Aohsensystem  der  Normalen.  Die  Gleichungen  der  Tan- 
genten der  beiden  durch  einen  bestimmten  Punkt  P  =^  x^y  der  Ebene 
gehenden  Kurven  k,  {i  §  32,  (5);  (6)  sind  nach  §  13,  (3)  in  laufenden 
Koordinaten  X,  Y  in  bezug  auf  das  zugrunde  gelegte  Achsen- 
sjstem  Oxy  =  OXY: 


(11) 


ce 


^  +-^-1  =  0 


^^  +  y]L^i=.o, 


Die  Normalen  |,  rj  dieser  beiden  Tangenten  im  Punkte  P  haben  die 
Richtungskosinus: 

iny 


(12) 


«1  = 


Ix 


tnx 


WO  P,  m^  die  unter  (4)  eingeführten  Werte  haben  imd  die  positiven 
Wurzeln  Z,  m  die  Längen  der  von  0  auf  die  Tangenten  (11)  gefällten 


Perpendikel  bedeuten  (§  13,  (5);  (6)). 

Das  neue  Achsensystem  (Fi- 
gur 86)  ist  nach  §  32,  7  ebenso 
wie  das  alte  OXY  rechtwinklig. 

Zwischen  den  alten  X,  Y  und 
den  neuen  Koordinaten  S,  17  des 
laufenden  Punktes  bestehen  die 
Gleichungen  (I  §  14,  (15)): 

\a  —  i    '    a  —  (t/  ' 
^1 


1*4 


(13) 


>x.(X/ 


Fig.  86. 


6.  Tangentenpaar  an  eine  Kurve  des  Systems     Das  von  einem 
Punkte  P  ^  Xyy  an  die  Kurve: 
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(14)  _i^_  +  ^  =  1 

gelegte  Tangentenpaar  hat  nach  §  13,  (19)  in  laufenden  Koordinaten 
-X,  F  die  Gleichung: 

(15)  TR-S^^  0, 

wo  zur  Abkürzung  gesetzt  ist: 

(16)  iJ  =  (?--*)' +  <^^:^',     5  =  ^(^^)  +  i^-^\ 

V        /  Ot  —  X  p  —  t      '  d.  —  T  '  §  —  T        ' 

während  T  die  Bedeutung  (1)  hat. 

7.  Darsteliting  von  B  und  S  in  den  neuen  Koordinaten.    Durch 

die  Substitution  (13)  wird: 

oder  nach  (7)  und  (6): 

r 

oder: 
Ebenso  wird: 

oder  nach  (3): 

(18)  S^T[^i^  +  ^. 

8.  Die  Hauptachsengleiohung  des  Tangentenpaares.     Mit   den 

Werten  (17)  und  (18)  nimmt  die  Gleichung  (15)  die  Form  an: 

(19)  A  +  .-^  =  0. 

Dies  ist  die  Gleichung  des  vom  Funkte  P  =  A,  ^  an  die  Kurve  t 
des  konfohalen  Systems  (14)  gelegten  Tangentenpaares  in  hezug  auf  das 
neue  Koordinoitensystem  P|iy  (Fig.  86).^®*) 

Die  Form  der  Gleichung  bestätigt  den  bereits  §  32,  13,  III  ge- 
fundenen Satz: 

Das  von  einem  Punkte  P  der  Ebene  an  die  Kurve  r  des  konfo- 
kalen  Systems  gelegte  Tangentenpaar  hat  als  Hauptachsen  die  Normalen 
i,  7}  der  beiden  durch  den  Punkt  P  gehenden  Kurven  k,  ii  des  Systems, 


§  33,  8—10.  167 

Da  die  Kurve  r  in  (14)  als  beliebige  Ellipse  oder  Hyperbel  gelten 
kann^  durch  die  das  konfokale  System  bestimmt  wird ,  so  ist  damit 
das  Hanptachsenproblem  des  Tangentenpaares  allgemein  gelöst. 

9«  Versohiedene  Formen  des  Tangentenpaares  in  demselben 
Punkte.  Das  Tangentenpaar  (19)  ist  reell  für  A  <  r  <  jit.  Es  geht 
daher  von  P  ein  reelles  Tangentenpaar  an  jede  Ellipse  >l  und  jede 
Hyperbel  fi,  außerhalb  deren  P  liegt  (§  32,  4).  För  r  =  X  oder 
T  » fi  fällt  das  Tangentenpaar  in  die  doppelt  zählende  Tangente  der 
Kurve  k  oder  fi  zusammen. 

Für  r  =«  /S  geht  es  in  das  stets  reelle  Fokiüstrahlenpaar: 

über. 

10.  Versohiedene  Formen  des  Tangentenpaares  an  dieselbe 
Kurve.  Das  Tangentenpaar  (19)  ist  nach  §  7,  (40)  rechtwinklig, 
wenn  der  Scheitelpunkt  X,  fi  =  x,y  der  Bedingung  genügt: 

(21)  r-X  +  t-fi^O 

oder  nach  (8): 

(22)  ^2  +  y«^(«_r)  +  (/J-T). 

Der  Ort  der  Scheitelpunkte  aller  rechtwinkligen  Tangentenpaare  der 
Kurve  (14)  ist  also  der  Kreis  (22)  (§  13,  (25)). 

Das  Tangentenpaar  (19)  ist  nach  §  7,  (39)  ein  Kreisstrahlenpaar, 
wenn: 

(23)  r  —  A  =  r  —  fi     oder    A  =  iit, 

also   nach  2,,   wenn   sein   Scheitelpunkt   in   einen   Brennpunkt  fäUt 
(§  13,  (26)). 

Sollen  die  beiden  Tangenten  des  Paares  (19)  bei  festem  t  mit 
der  l'Achse  oder  der  ly-Achse  den  Winkel  cd,  also  untereinander  den 
Winkel  2(d  bilden,  so  muß  der  Scheitelpunkt  A,  ^  der  Bedingung: 

(24)  { (r  —  >L)  sin'  o  +  (r  —  ^)  cos^  o }  { (r  —  /t)  sin*  co  +  (r  —  A)  cos*  o )  =  0 

genügen. 

Diese  stellt  also  den  Ort  der  Scheitel  aller  Tangentenpaare  der 
Kurve  (14)  von  gegebenem  Winket  2(o  dar. 

Da  sie  in  k  und  ^  symmetrisch  ist,  wird  sie  nach  (8)  und  (9) 
in  X,  y  rational  und  vom  vierten  Grade. 
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§  34.  Das  System  konfokaler  Parabeln. 

1.  Begriff  des  konfokalen  Systems.     Die  Gleichung: 

stellt  nach  §  2,  (17)  eine  Parabel  dar,  für  deren  Brennpufüci,  Scheitel- 
punkt und  Direktrix: 

(2')      j;  =  -g-.J,  y  =  0;     x  ^  -  q,  y  ^  0:,     x 5  +  f- 

Die  Parabel  ist  «ine  linke  oder  rechte,  je  nachdem  i)  >  0  oder  p  <iO, 
Setzt  man: 

(3-)  p-ß-r,     a-y, 

80  nimmt  die  Gleichung  (1')  die  Form  an: 

(1)  _^  +  2a;  +  T=-0, 

während  die  Koordinaten  ron  BrennptiiM  B  und  Scheitelpunkt  S  und 
die  Gleichung  der  Direktrix  werden: 

(2)  a:  =  -|,  y  =  0;    x  =  -  ^  ,  y  -  0;    o?  -  |- ~  r. 

Die  Gleichung  (1)  stellt  daher  bei  festem  ß  und  yeränderlichem 
Parameter  r: 

(3)  —  oo  <  r  <  +  oo 

ein  System  konfokaler  (und  koachsialer)  Parabeln  dar.^) 

2.  Unterscheidung  linker  und  rechter  Parabeln.     Je  nachdem 

—  oo  <  r  <  /5  oder  /J  <  r  <  +  oo  ist  die  Parabel  (1)  eine  linke  oder 
rechte  Parabel.  Wir  nennen  ihren  Parameter  beziehungsweise  r  «=  A 
und  r  =  ^.     Danach  zerfällt  das  System  (1)  in  die  beiden  Reihen: 

W  ^  +  2^  +  ^  =  0,     -(X)<A<(3, 

(P)  ^  +  2a:  +  /i  =  0,  /3<^<+oo, 

von  denen  die  erste  alle  linken,  die  zweite  alle  rechten  Parabeln  des 
Systems  enthält. 

3.  Eigentliche  und  Grenzformen.  Während  k  sich  von  —  oo 
bis  ß  bewegt  (über  X^,  Aj,  A3  in  Fig.  87),  bewegt  sich  der  Scheitel  der 
linken  Parabel  A  auf  der  o;- Achse  von  rechts  nach  links  gegen  den 
Brennpunkt  B,  während  die  Parabel  selbst  sich  gegen  das  Ton  B 
nach  links  laufende  Stück  der  rr- Achse   zusammenzieht,   welches  die 
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letzte  linke  Parabel  I  » /3  bildet.  Mit  dem  ron  B  nach  rechts  laufen- 
den Stück  der  o:- Achse  /i  — /3  beginnen  die  rechten  Parabeln,  die  sich, 
während  ft  von  /}  bis  +  (X)  geht 
(über  ^1,/!,,  jü»  in  Fig.  87),  aus 
diesem  Stück  herausheben,  indem 
ihr  Scheitel  sich  von  B  nach 
links  bewegt. 

4.  Die  durch  einen  Punkt 
bestimmten  Parabeln,  um  die- 
jenigen Parabeln  des  konfokalen 
Systems  (1)  zu  finden,  die  durch 
einen  gegebenen  Punkt  x,  y  der 
Ebene  gehen,  hat  man  die  in  r 
quadratische   Gleichung  (1)  oder: 

nach  T  aufzulösen. 

Da  nun:  Fig.  87. 

(7)  /•(-<x>)  =  -oc,    A^)  =  y»>0,    /•(+ oo)  =- -  oo, 

SO  hat  die  Gleichung  (6)  stets  zwei  reelle  Wurzeln,  die  zwischen  den 
Grenzen  —  co  und  /},  ß  und  +  oo  liegen  und  daher  nach  den  Un- 
gleichungen bei  (4)  und  (5)  mit  k  und  /t  zu  bezeichnen  sind. 

I.  Durch  jeden  Punkt  der  Ebene  gehen  stets  zwei  Parahdn  des 
konfokalm  Systems,  und  zwar  eine  linke  und  eine  rechte, 

5.  Die  durch  Bwei  nngleiehnamige  Parabeln  bestimmten  Punkte. 
Zwischen  den  Koordinaten  x,  y  eines  Punktes  und  den  Parametern  A,  /t 
der  durch  ihn  gehenden  Kurven  besteht  nach  (6)  die  in  t  identische 
Gleichung: 

(8)  y^  +  (/3-r)(2a:  +  T)  «  -  (r- A)(r ~/t). 

Aus  ihr  folgt,  indem  man  einmal  die  Koeffizienten  Ton  r  beider- 
seits gleich  setzt  und  einmal  x^ß  nimmt: 


(9) 


X  -= 


2 


f^-{ß-i.){ß-(l). 


II.  Irgend  zwei  ungleichnamige  Parabeln  (4)  und  (5)  schneiden 
sich  daher  stets  in  zwei  symmetrisch  gegen  die  x-Achse  gelegenen  reellen 
Punkten. 

in.  Zwei  gleichnamige  Parabeln  schneiden  sich  nicht  in  reellen 
Punkten, 

Gleichzeitig  folgt  aus  (8)  mit  r  =  0: 

(10)  —  k^u  «  y*  -f  2ßx. 
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6«  Senkrechter  Schnitt  ungleichnamiger  Parabeln.  Ein  gemein- 
samer Punkt  X,  y  der  beiden  Parabeln  k  and  ft  genügt  den  beiden 
Gleichungen  (4)  und  (5)^  also  auch  der  durch  Subtraktion  folgenden 

(vgl.  (9)): 

(11)  (^-/^)|(^:zi)V,)  +  ll-0- 

Diese  bedeutet  aber  nach  §  13^  (35);  daß  die  Tangenten  beider 
Parabeln  m  Xyy  senkrecht  sind  oder: 

IV.  Zwei  ungleichnamige  Parabeln  des  konfokalen  Systems  schneiden 
sich  in  jedem  ihrer  beiden  Schnittpunkte  senkrecht, 

7.  Das  konfokale  System  als  Knrvenschar.  Die  Gleichung 
des  konfokalen  Systems  (1)  lautet  nach  §  13^  (42)  in  Linienkoordi- 
naten Uf  Vy  s: 

(12)  iß  —  '^)^^  -  ^«'  +  2us^0 
oder: 

(13)  (ßv^  +  2us)  -  r (w*  -f  t?«)  =-  0. 

V.  Das  System  der  konfokalen  Parabeln  (1)  ist  eine  Kegdschnitt- 
sdmr^^),  von  deren  beiden  Grundkurven  zweiter  Klasse: 

(14)  ßv^  +  2us  =  0,  (15)  u^  +  v^^O 

die  eine  das  imaginäre  Kreispunktepaar  ist. 

VI.  Jede  Gerade  der  Ebene  wird  von  einer  Kurve  der  Schar  be- 
rührt (§  32,  8). 

8.  Die  vier  gemeinsamen  Tangenten.  Ausgenommen  von  Satz  VI 
sind  die  yier  gemeinsamen  Tangenten  der  beiden  Qrundparabeln  (14) 
und  (15),  die  nach  (13)  gemeinsame  Tangenten  aller  Parabeln  der 
Schar  sind. 

Die  Koordinaten  dieser  vier  Tangenten  sind  nach  (14)  und  (15): 

w,t;,  s=  1,  ±i,   ^;    M,  t;,5-0,  0, 1;     u,v,s^O,0,l, 

worunter  die  unendlich  ferne  Görade  doppelt  vorkommt;   ihre   Glei- 
chungen lauten: 

(16)  x±iy+lt=^0]    t^O]     ^ « 0. 

9.  Die  Enveloppe  der  Schar.  Betrachtet  man  die  Eurvenschar 
in  der  homogen  geschriebenen  Form  (6): 

(17)  fix,  y,  t,  t)^y'  +  (ß-^r)(2xt  +  rt')  ^  Pr^  +  Qt  +  R  ^  0, 
wo  zur  Abkürzung  gesetzt  ist: 

(18)  P 1\     Q=^ßt^^2xt,    R^y^  +  2ßxt, 
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SO  erhält  man  die  Enveloppe  der  Schar  durch  Elimination  von  r 
aus  (17)  und: 

(19)  ^f^Y~^  -  2Pt  +  ö  =  0, 

also  durch  Nullsetzen  der  Diskriminante  der  quadratischen  Glei- 
chung (17): 

(20)  Q^  -  4PR  =  0 

oder  mit  Einsetzung  der  Werte  (18): 

(21)  4{x  +  iy  +  ißt)  {x  -  iy  +  ^ßt^  -  0. 

Die  Enveloppe  der  Kurvenscha/r  (17)  ist  daher  eine  Kwrve  vierter 
Ordnung  (21),  die  in  die  vier  gemeinsamen  Tangenten  (16)  der  beiden 
Kurven  (14)  und  (15)  zerfällt 

Diese  Enveloppe  ist  zugleich  der  Ort  der  Punkte  x^  y,  (<),  für 
welcbe  die  quadratische  Gleichung  (6)  zwei  gleiche  Wurzeln  hat.  Der 
einzige  endliche  reelle  Punkt,  für  welchen  dies  eintritt,  ist  der  Brenn- 
punkt (2),  für  den  auch  in  Übereinstimmung  mit  den  Ungleichungen 
bei  (4)  und  (5):  A  =-  f*  —  /3  ist. 

10.  Punktepaare  der  Sohar.  Unter  den  Kurven  zweiter  Klasse  (12) 
befindet  sich  außer  dem  Kreispunktepaar  (15),  das  doppelt  zählend 
dem  Werte  r  —  oo  entspricht,  noch  ein  Punktepaar  für  t  « /J 
(§  19,  3, 1'): 

(22)  2«(-4m  +  s)  =  0, 

welches  aus  dem  Brennpunkt  x:y  \t  ^  —  ~  :0:  1  und  dem  unend- 
lich fernen  Punkte  a? :  y  :  ^  =  1  :  0  :  0  besteht. 

11.  Der  Ort  der  Pole  einer  Geraden.  Der  Pol  einer  gegebenen 
Geraden  g  ^UjV. 

(23;  «a;  +  vy  +  1  «  0 

in  bezug  auf  die  Kurve  (12)  hat  nach  §  20,  (40')  die  Koordinaten: 

(24)  ^=_^  +  l,       y  =  (^_^)l.. 

Diese  Gleichungen  stellen  aber  bei  veränderlichem  x  eine  gerade 
Linie  dar,  als  deren  Gleichung  man  durch  Elimination  von  x  erhält: 

(25)  uvx  —  u^y  +  ßuv  —  t;  =  0. 

Sie  sieht  auf  der  Geraden  g  ^  u^v  senkrecht  und  enthält  deren  Pole 
in  bezug  auf  die  verschiedenen  Kurven  r,  also  auch  den  Berührungs- 
punkt der  Geraden  g  mit  der  sie  berührenden  Kurve  Xq  der  Schar  (12). 
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Der  Ort  der  Pole  einer  Geraden  g  in  bezug  auf  die  Kurven  der 
Schar  (12)  ist  eine  Gerade  g\  die  Normale  der  Geraden  g  in  ihrem 
Berührungspunkt  mit  der  von  ihr  berührten  Kurve  der  Schar. 

Ausgenommen  ist  die  Hauptachse  y  »  0  und  die  unendlich  ferne 
Gerade^  die  in  bezug  auf  alle  Eurren  der  Schar  denselben  Pol  haben. 

In  Übereinstimmung  mit  §  20,  (46)  ist  die  Gerade  (25)  die  senk- 
rechte harmonische  Polare  der  Geraden  (23)  in  bezug  auf  alle  Parabeln 
der  Schar  (12).  Danach  gelten  auch  hier  die  Sätze  §  32,  13^  II;  III 
(Fig.  88). 


§  35.  Das  Hauptachsenproblem  des  Tangentenpaares  der  Parabel. 

1.  Begriff  der  parabolischen  Koordinaten.  Die  Parameter  l,  (i 
der  beiden  nach  §  34,  4  durch  einen  Punkt  x,  y  gehenden  Parabeln 
des  konfokalen  Systems  heißen  die  parabolischen  Koordinaten  des 
Punktes, 

Sie  sind  bei  gegebenen  Koordinaten  x^  y  des  Punktes  als  Wurzeln 
der  quadratischen  Gleichung  §  34,  (6)  bestimmt.  Sie  bestimmen  ihrer- 
seits nach  34,  (9)  den  Punkt  zweideutig. 

Für  die  Punkte  der  o;- Achse  links  vom  Brennpunkt  B  ist  ^  — /3, 
für  die  rechts  ^  =  /J;  für  den  Brennpunkt  selbst  X  =  ft  =  /5. 

2«  Identische  Gleichungen  swischen  gemeinen  und  parabolischen 
Koordinaten.  Bezeichnen  wir  mit  T  die  linke  Seite  der  Gleichung 
§  34,  (1),  so  ist  nach  der  Definition  der  parabolischen  Koordinaten 
§  34,  (8): 

(1)  r_^?^^  +  2x  +  r  =  -('-;ii^7A 

Diese  GUidiung  besteht  zwischen  gemeinen  x,  y  und  parabolischen 
Koordinaten  k,  fi  des  laufenden  Punktes  der  Ebene  identisch  in  r. 
Mit  r  =»  iL,  ft  ergibt  sich: 

(2)  p!!i  +  2a;  +  ^  =  0,     ^l^+2«  +  ^  =  0. 

Durch  Subtraktion  der  Gleichungen  (1)  und  (2)  folgt  nach  Divi- 
sion mit  den  nicht  identisch  verschwindenden  Faktoren  r  —  A,  r  —  ft: 


(3) 


y*       4-1=    ^   -     ^-i" 


{ß-x)(ß-i.)     '      '  T-1  ß-x' 

"•  +1=-=^        =_^-^ 


(ß-t){ß-n)    "^  T-y.  ß-T> 

und  hieraus  mit  t  —  X  und  t  =-  ju: 
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(4) 


^'-.  +  1-'*-'-  ' 


(ß-l)'   '   -      ß-l      l 


1     9 


wo   1  :  P  und   1  :  m*  Abkürzungen  je   für   die  beiden  gleichen  Aus- 
drucke sind.     Ebenso  geht  aus  (3)  mit  r  «  ^  oder  r  =»  X  hervor: 

Durch  Subtraktion  der  Gleichungen  (3)  erhält  man: 

(6)  y- 'L^  - 

und   durch  Subtraktion  je  einer  Gleichung  (4)  von  der  entsprechen- 
den (3): 

y-        _  ^__I_ \ 

y»  _      r      _       1  _ 

3.  FaraboliBohe  Koordinaten  und  Brennatrahlen.  Bei  der  linken 
oder  rechten  Parabel  besteht  nach  §  2,  (15)  und  §  34,  (3')  zwischen 
der  Fokaldistanz  r  und  der  rr- Koordinate  eines  Punktes  bezüglich 
die  Beziehung: 

oder  nach  §  34,  (9)  in  beiden  Fällen: 

(8)  r  =  ^. 

Die  Fokaldistanz  r  eines  durch  seine  paraholisclien  Koordinaten  A,  ^ 
gegebenen  Punktes  hat  den  Wert  (8). 

4.  Das  Aohsensystem  der  Normalen.  Die  Gleichungen  der  Tan- 
genten der  beiden  durch  einen  bestimmten  Punkt  P  =  x,y  gehenden 
Parabeln  A,  /i,  §  34,  (4);  (5)  sind  nach  §  13,  (35)  in  laufenden  Ko- 
ordinaten X,  Y  in  bezug  auf  das  zugrunde  gelegte  Achsensystem 
Oxy^OXY: 

(9)  x+^y^j^  +  x  +  X=^0,    X  +  -y^  +  x  +  ii^O. 

Die  Normalen  |,  r^  dieser  beiden  Tangenten  im  Punkte  x,  y  haben 
die  Richtungskosinus: 


(10) 


7       a        ^y 


174 


§  35,  4—6. 


WO  l  und  m  die  positiven  Wurzeln  aus  den  in  (4)  eingeführten  Größen 
P  und  m^  sind.     Das  neue  Achsensystem  Pi^rj  (Fig.  88)   ist  wie  das 

;i$  alte  OXY  rechtwinklig. 

f^y(Y)  Zwischen  den  alten  X,  Y  und  den 


^flf-^iM- 


^CL) 


Fig.  88. 


neuen  Koordinaten  §^  r^  des  laufenden 
Punktes  bestehen  die  Gleichungen: 

5.  Tangentenpaar  an  eine  Parabel. 
Das  vom  Punkte  P=a;,y  an  die  Parabel: 


(12) 


^-x 


+2X+T=0 


gelegte  Tangentenpaar  hat  nach  §  13^  (44)  in  laufenden  Koordinaten 

X,  Y  die  Gleichung: 

(13)  TE  -  S«  =  0, 

wo  zur  Abkürzung  gesetzt  ist: 

während  T  die  Bedeutung  (1)  hat. 

Durch  die  Substitution  (11)  wird  aber: 


(14) 


n 


!L l*V*  A- 


y 


+  2 


«»*ij* 


{ß-T){ß-l)(ß-^) 


Iml^rj 


oder  nach  (6)  und  (7): 
Ebenso  wird: 

oder  nach  (3): 
(16) 


U  — i 


l-l 


6.  Die  Hauptachaengleichung  des  Tangentenpaares.     Mit  (15) 
und  (16)  wird  aus  (13): 

(17)  T3T  +  ,l'-..=0. 


D/es  ist  die  Gleichung  des  vom  Punkte  P  =  A,  /*  an  die  Parahd  x 
des  honfokalen  Systems  gelegten  Tangentenpaares  in  hemg  auf  das  neue 
Koordinatensystem  P^r^  (Fig.  88). 
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Die  Form  der  Gleichung  zeigt: 

Das  von  einem  Punkte  P  der  Ebene  an  die  Parabel  r  des  kon- 
fokalen Systems  gelegte  Tangentenpaar  hat  als  Hauptachsen  die  Nor- 
malen S,  rj  der  beiden  durch  den  Punkt  P  gehenden  Parabeln  des  Systems. 

7.  Versohiedene  Formen  des  Tangentenpaares  in  demselben 
Funkt.  Das  Tangentenpaar  (17)  ist  reell  für  il  <  r  <  ft,  so  daß  von 
P  ein  reelles  TaDgentenpaar  geht  an  jede  Parabel^  außerhalb  deren  P 
liegt.  Für  t  =^  X  oder  r  »  /i  fällt  das  Tangentenpaar  in  die  doppelt 
zählende  Tangente  der  Kurve  X  oder  /i  selbst  zusammen. 

Für  r  =  /8  geht  es  in  das  stets  reelle  Fokälstrahlenpa^r: 

=  0 


(18) 

ß-i'^ß-,.. 

oder  nach  (4): 

(19) 

(1    -!)(!  + 

über,  dessen  erster  Strahl  l^:ri=^l:m  nach  (10)  der  o:- Achse  parallel 
läuft,  während  der  andere  der  eigentliche  Fokalstrahl  PB  ist. 

8.  Versohiedene  Formen  des  Tangentenpaares  an  dieselbe 
Parabel.    Das  Tangentenpaar  (17)  ist  nach  §  7,  (40)  rechtwinklig,  wenn: 

(20)  r  -  A  +  T  -  ft  =  0 
oder  nach  §  34,  (9): 

(21)  ^«  l-r. 

Der  Ort  der  Scheitel  des  an  die  Parabel  §  34,  (1)  gelegten  recht- 
winkligen Tangentenpaares  ist  die  Direktrix  (§  13,  16,  I). 

Das  Tangentenpaar  (17)  ist  nach  §  7,  (39)  ein  Kreisstrdhlen- 
paar,  wenn: 

(22)  T  —  A  =  r  —  |u     oder     A  «  ft  «=  ^, 

also   nach    1,    wenn    sein    Scheitelpunkt    in    den    Brennpunkt    fällt 

(§  13, 16,  n). 

Der  Ort  der  Scheitel  aller  Tangentenpaare  der  Parabel  (12)  von 
gegebenem  Winkel  2(o  wird  wieder  durch  die  Gleichung  §  33,  (24) 
dargestellt. 

§  36.   Das  Ivorysche  Theorem  und  die  Jacobische  Form  der  Fokal- 
eigenschaften. 

1.  Die  Identität  des  Ivorysohen  Theorems  für  Ellipse  nnd 
Hyperbel.     Die  beiden  Kegelschnitte: 

(1)     jj  +  i;»!    («»>&»),  (2)     ^  +  ,^-1  =  1    (a'»>i'») 
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sollen  konfokal  sein  (§  32^  1),  also  daß: 

(3)  a•-a>-6«-ft'*  =  Ä^ 

wo  h^  den  gemeinsamen  Wert  der  Differenzen  der  Halbachsenquadrate 
bedeutet. 

Sind  nun  x,y  und  x^^y^   irgend  zwei  Punkte  der  Ebene,  so  ist: 

»•|(S+S-i)-(?-+?--01 

Da  aber: 

so  besteht  identisch  in  x,y  und  Xq\  y^  die  Gleichung: 

Wird  V  durch  —  6^  ersetzt,  also  &  durch  6i,  so  ändert  sich  auf  der 
rechten  Seite  das  Vorzeichen  des  zweiten  Quadrats  in  der  zweiten 
Klammer.  Wird  aber  gleichzeitig  6*  durch  —  6*  und  ft'*  durch  —  f 
e]*setzt,  so  ändert  sich  die  rechte  Seite  von  (4)  gar  nicht. 

Wir  setzen  jetzt  voraus,  daß  die  beiden  Kegelschnitte  (1)  und  (2) 
gleichartige^  also  beide  Ellipsen  oder,  mit  Umkehr  der  Vorzeichen  Ton 
V  und  V^y  beide  Hyperbeln  seien.  Alsdann  nehmen  wir  zwischen  den 
Punkten  der  Ebene  die  affine  Verwandtschaft: 

^"^^  ä  ~  a'       0         b' 

an,  vermöge  welcher  jedem  reellen  Punkt  P  ^  x,y  ein  reeller  Punkt 
P' »  x\  y  entspricht.  Hiernach  kann  der  Inhalt  der  Gleichung  (4) 
in  folgender  Weise  gefaßt  werden: 

1.  Sind  F'^Xyy,  P'=-x,y  und  Po^^o^yoj  Po^^o^Vo  «^^^ 
Paare  entsprechender  Punkte  in  der  Affinität  (5),  so  besteht  identisch 
in  Xfp  und  Xq\  y^  die  Gleichung: 

(«)  *'ie:-+S-i)-(5T*+iv-i)i 

2.  Das  Ivorysche  Theorem  für  Ellipsen  oder  Hyperbeln.    Für 

zwei  entsprechende  Punkte  P  und  P'  folgt  aus  (5): 

C^)  ^  +  £«■"■  ^  ""  ä"«  ''"  «r*  ~~  "^  * 

Liegt  daher  P  auf  der  Kurve  (1),  so  liegt  P'  auf  (2)  und  umgekehrt. 


] 


r 


§  36,  2—3. 


177 


X  X0         X    JTq  . 


IL  Vermöge  der  Affinität  (5)  entspricht  jedem  Punkts  der  einen  der 
beiden  Kurven  (1)  und  (2)  ein  Punkt  der  andern. 

Ist  nun  P=^x,y  irgendein  Punkt  der  Kurve  (1)  und  P^  =  Xq\  y^ 
irgendein  Punkt  der  Kurve  (2),  so  daß  auf  der  linken  Seite  von  (6) 
die  beiden  runden  Klammern  verschwinden,  so  bleibt: 

(8)      0  -  {(X  -  V)»+  (y  -  y,y}  -  {{x'-x,y+  (v'-y,)*] 

oder: 
(9) 

III.  Die  Entfernung  irgeml 
zweier  Punkte  P  und  Pq  der  beiden 
gleichartigen  kon  fokalen  Kegelschnitte 
(1)  und  (2)  ist  gleich  der  Entfer- 
nung der  beiden  entsprechenden 
Punkte  P  und  P^  des  jedesmal 
andern  Kegelschnittes^^) 

3.  Die  Identität  des  Ivory- 
schen  Theorems  für  die  Parabel.     Die  beiden  Parabeln: 


Fig.  89. 


(10)     ^  +  2x-b^^0  (11)     ^  +  2a;-6'*  =  0 

sind  konfokal  (§  34,  1),  da  beide   den  Brennpunkt   0   haben.     Wir 
setzen  zur  Abkürzung: 

(12)  6«-6'«=ä2 

Sind  nun  Xfy  und  x^^y^   irgend  zwei  Punkte  der  Ebene,  so  ist: 
Ä«jg-!  +  '2x-  V)  -  (äj;;  +  2xo'-  6'»)) 

Da  aber: 

(^  -  n  (S  -  It*)  =  (y  -  y.y  -  (t-  y  - 1  y^)' , 

80  besteht  identisch  in  x,y  und  Xq,  y^  die  Gleichung: 

(13)  Ä»{g;+2a;-6»)-(|;*  +  2<-&'»)) 

=  [{x-x,y+{y-y^r]-\{x-x^-hy  +  [^y-^y^)\ 

Wir  nehmen   nun  zwischen   den  Punkten  der  Ebene   die   affine  Ver- 
wandtschaft: • 

an,  vermöge  welcher  jedem   Punkte   P^^x^y  ein  Punkt  P'^x\y 
entspricht.     Dann  ergibt  sich  aus  (13): 


Stande,  Flftchen  e weiter  Ordnung. 


12 
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L  Sind  P^x,  y,  P'  =  x,  y'  und  P^  «  x^,  y^,  P^  «  x^,  y^  ewei 
Paare  entsprechender  Punkte  in  der  Affinität  (14),  so  hesteld  identisdi 
in  x^y  und  Xq\  y^'  die  Gleichung: 

(15)  h'  ( g;  +  2a;  -  6«)  -  (^l  +  2x,'  -  6'*) ) 

^[(x-x,y+{y-y,y]-{ix-x,y+{y'-y,y). 

4.  Das  Ivorysche  Theorem  für  die  Parabel.  Für  zwei  ent- 
sprechende Punkte  P  nnd  P'  folgt  aus  (12)  und  (14): 

(16)  ^  +  2x-b»=i[  +  2x'-b\ 

II.  Vermöge  der  Affinität  (14)  entspricht  jedem  Punkte  der  eineti 
der  beiden  Parabeln  (10)  und  (11)  ein  Punkt  der  andern. 

Aus  (15)  folgt;  danach  wie  unter  2: 

III.  Die  Entfernung  irgend  zweier  Punkte  P  und  P^  der  beiden 
konfoJcalen  Parabeln  (10)  und  (11)  ist  gleich  der  Entfernung  der  beiden 
entsprechenden  Punlte  P'  u/nd  Pq  der  jedesmal  andern. 

5.  Lage  entsprechender  Punkte  im  konfokalen  System.  Geht 
man  für  die  Kurven  (1)  und  (2)  zur  Bezeichnung  von  §  32, 1  über 
und  setzt  unter  Annahme  zweier  Ellipsen: 

(17)  a«  =  a-.A,     6«  =  /J-A;     a «  «  a  -  T,     V^  ^  ß  -  X\ 

so  lauten  die  quadrierten  Gleichungen  (5)  in  den  elliptischen  Koordi- 
naten A,  /[t  und  k\  fi'  der  beiden  Punkte  P  und  P'  nach  §  32,  (10): 

(18)  a  —  IL  ^^  a  —  ^'j    )3  —  ft  «  /3  —  fi',    also:    /i  =  /i'. 

Setzt  man  ebenso  für  zwei  linke  Parabeln  (10)  und  (11)  nach  §  34,  1: 

(19)  b^^ß^l,   x^x  +  {',    V^^ß-X\  x^x  +  {,  ^ 

so  geben  die  Gleichungen  (14),  nach  §  34,  (9)  in  den  parabolischen 
Koordinaten  X,  ft  und  X\  (i  der  beiden  Punkte  P  und  P'  dargestellt, 
da  nach  (12)  und  (19)  h^^X'-X  wird: 

(20)  ^-'^  =  ?--^--'^'  +  ^--\  ^-^  =  /J~^',  also^«/. 

Entsprechende  Punkte  zweier  konfokalen  EUipsen  (oder  linken 
Parabeln)  X  und  X'  haben  also  gleiche  elliptische  (oder  parabolische) 
Koordinaten  fi;  oder:  « 

Entsprechende  Punlte  zweier  kon fokalen  Ellipsen  (linken  Parabeln) 
liegen  (Fig.  89)  auf  derselben  konfokalen  Hyperbel  (rechten  Parabel). 

Das  Analoge  gilt  für  entsprechende  Punkte  zweier  koufokalen 
Hyperbeln  oder  rechten  Parabeln. 
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6«  Die  Jaoobisolie  Form  der  Fokaleigensohaften.  Wählt  man 
als  Kurve  (1)  eine  beliebige  Ellipse  k  des  konfokalen  Systems  und  als 
Kurve  (2)  das  Linienstück  X^  ß  zwischen  den  Brennpunkten  F^  und 
JFj  (Fig.  90),  so  entspricht,  in  ellipti- 
schen Koordinaten  angegeben,  einem 
beliebigen  Punkte  P  ==  k,  fi  der  erste- 
ren  ein  bestimmter  Punkt  P'  «  ß,  a 
der  letzteren,  ferner  entsprechen  den 
Schnittpunkten  A^^  'A^  ^  l,  ß  der  El- 
lipse l  die  Brennpunkte  F^,  F^  ^  ßy  ß 
selbst.     Nach  (9)  ist  dann: 

(21)  PF,  =  P%,     PF^^WA\. 

I.  Die  Ahstäfide  eines  Punldes  P  der  Eüipse  von  den  Brenn- 
punkten Fl  und  JPg  sind  gleich  den  Abständen  des  entspredtenden 
Punktes  P'  von  den  Scheitelpunkten  A^  und  A^ . 

Da  nun  zwischen  den  Entfernungen  der  drei  in  gerader  Linie 
liegenden  Punkte  A^j  A^y  P'  die  Beziehung: 

(22)  .      wa,  +  p%^ä;a] 

besteht,  so  ist  nach  (21)  auch,  wie  §  1,  (9): 

(23)  PP\  +  PF,^Ä,Ä,. 

IL  Die  Ellipse  ist  der  Ort  eines  Punktes  P,  dessen  Entfernungen  von 
zwei  festen  Punkten  F^,  F^  durch  dieselbe  Pelation  verbunden  sind, 
welche  die  EtUfernungen  eines  Punktes  P'  der  x-AcJise  von  den  zwei 
Sdteitdpunkten  A^y  A^  der  Ellipse  verbindet}^^) 

7.  Allgemeinere  Darstellung  der  Jacobischen  Form  der  Fokal- 
eigensohaften. Der  Flächeninhalt  F  eines  Dreiecks  drückt  sich  durch 
die  Längen  6jg,  e^^y  e^^  der  drei  Seiten  in  der  Weise  aus: 


(24) 


-  16F«  = 


0 

1 

1 

1 

1 

0 

eh 

eh 

1 

rl 

0 

e% 

1 

el 

e% 

0 

Indem  man  die  eine  Ecke  in  die  gegenüberliegende  Seite  fallen  läßt, 
gehen  die  drei  Seiten  des  Dreiecks  in  die  drei  Entfernungen  dreier 
Punkte  einer  Geraden  über.  Die  Bedingung  JP==0  ist  daher  die 
zwischen  diesen  Entfernungen  bestehende  Relation.  Sie  lautet,  wenn 
man  in  Anlehnung  an  die  Bezeichnung  (21)  setzt: 

(25)  """  ~ 


'28 


=  Ji^  =  ör,    e^i^A^F^r^y 


^12  =  A^  P' 


n 


VI* 
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und  entwickelt  (vgl  §  1,(4}): 

(26)  (r,*  -  r,y  -  2  a\r,'  +  r,»)  +  a^  -  0 
oder  auch  (I  §  1,  (3)): 

(27)  (r,+r,  +  a){r,  +  r,--a)(r,-r,  +  a)(r,-r,^a)^0. 

I.  Die  Bdatiofi  (26)  verbindet  also  die  Entfernungen  r^  und  r,  eines 
Punktes  P'  einer  Geraden  von  ewei  festen  Punkten  A^,  A^  dieser  Ge- 
raden. 

Unterwirft  man  nun  die  Entfernungen  eines.  Punktes  P  =  x,  y 
der  Ebene  von  zwei  festen  Punkten  F^  =  x^,  y^  und  F^^  x^^  y^  dieser 
Relation,  setzt  also: 

(28)  ^'*  ^  ^^  +  y*  -  2a?i^  -  2yiy  +  :r,«  +  y^^ 

rg'  ^x^  +  y^--  2x^x  -  2y2y  +  x^*  +  ya% 

so   erhält  man   in  (26)  eine  Gleichung  zweiten  Grades  in  x^  y.     So- 
mit folgt: 

II.  Der  Ort  eines  Punktes  P  der  Ebene,  dessen  Entfemutigen  von 
zwei  festen  Punkten  F^,  F^  durch  diesdbe  Relation  verbunden  sind, 
welche  die  Entfernungen  zweier  Punkte  Ä^y  A^  von  einem  Punkte  P' 
ihrer  Geraden  verbindet,  ist  eine  Kurve  zweiter  Ordnung, 


V.  Abschnitt. 

Bestimmung  der  Kegelschnitte  durch  fQnf  Funkte. 

§  37.   Das  Pascalsclie  Sechseck  und  Brianchonsclie  Sechsseit 

1.     Begriff    des    Fascalsolieii    Sechsecks   und   Brianchonsohen 


Sechsseits. 


Fig.  91.  Fig.  98. 

Ein  Sechseck  mit  den  sechs  Ecken  Ein  Sechsseit  mit  den  sechs  Seiten 
1,  2,  3,  4,  5,  6  hat  drei  Paare  von !  1,  2,  3,  4,  5,  6  hat  drei  Paare  von 
Gegefiseiteti:  GegenecTien : 

12  nnd  45         |        [1x2  und  4x5 
(1)     34  und  61  (1')    3  X  4  und  6  X  1 

56  und  23.  U  x  6  und  2x3. 

His  heißt  ein  Pascälsches  Sechs-       Es  heißt  ein^/a;icAö/;5cA^'5 Sechs- 
eck,  wenn  die  drei  Schnittpunkte:  \  seit,  wenn   die   drei  Verbindungs- 
linien: 


(2) 


12  X  45  =  I 
34  X  61  =  II 


(2') 


(Ix2)(4x5)  =  l 
(3  X  4)  (6  X  1)  =  II 
(5  X  G)  (2  X  3)  =  III 


56  X  23  =  III 

1 

je  zweier  Gegenseiten  auf  einer  je  zweier  Gegenecken  durch  einen 
Geraden  (der  Pascalschen  Geraden)  Punkt  (den  Brianchouschen  Punkt) 
Hegen  (Fig.  91).  gehen  (Fig.  92). 
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2.  Konstruktion  des  Pascalschen  Sechsecks  aus  fünf  Ecken. 

Um  ein  Pascalsches  Sechseck  zu  konstruieren^  nimmt  man  fünf  Ecken 
1,  2,  3,  4,  5  (Fig.  91  und  dual  Fig.  92)  beliebig  an.  Damit  sind  auch 
die  vier  Seiten  12,  45,  34,  23  und  der  Punkt  I  =  12  x  45  gegeben. 
Nun  legt  man  durch  I  eine  beliebige  Gerade  p  und  bestimmt  auf  ihr 
die  Punkte  II  =  34  Xi>  und  lU  ==  23  xp.  Dann  ist  6  =  11 1x1115 
die  fehlende  Ecke. 

Da  die  Gerade  p  durch  I  beliebig  ist,  bleibt  die  sechste  Ecke 
noch  einfach  unbestimmt. 

Zu  fünf  gegebenen  Punkten  kann  Zu  fünf  gegebenen  Geraden  kann 
man  <x>^  sechste  Punkte  konstruieren,  \  fnan  cx)^  sechste  Gerade  konstruieren, 
die  mit  jenen  ein  Pascalsches  Sechs-  die  mit  jenen  ein  Brianchonsches 
eck  bilden.  I  Sechsseit  bilden. 

3.  Ableitung  einer  Identität.    Mit  drei  Koeffizienten  Ay  B,  C  und 
sechs  Parametern  X.  (i  =  1,  2, .  .  .,  6)  bilden  wir  die  Ausdrücke: 

I  U,  =  Ä  +  B{X,  +  }^)  +  Ck,l,,  U,'  =  A  +  B{k,+  l,)  +  CX^X^, 

(3)     U,^Ä  +  B(k,  +  X,)  +  CX,X^,  r,'=^A  +  B{X,  +  X,)  +  CX,X,, 

\  Ü,=-A  +  B{X,  +  X,)  +  CX,X,,  U,'  =  A  +  B{X,  +  X,)  +  CX,X, 
und  setzen  femer: 

Qz  =  (^1  ~  h)  (^2  -  -^4)  7  Qz  ^  ih  -  -^1)  (^4  ^-  ^e)  • 

Alsdann  ergibt  sich: 

Qi  U,  -  Q,'U,'  =  ^  { (A,  -  As)  (X,  -  X,)  -  {k,  -  A,)  (A,  -  A,) ) 

(5)  +  B  ( (X,  +  A,)  ( A3  -  A5)  ( A,  -  A,)  -  (A,  +  A,)  (A^  -  A,)  (k,  -  A,)  | 

+  C{  A^  A,  (A,  -  A5)  (A,  -  Ae)  -  A, A^  (A,  -  AJ  (A,  -  A,) }  =  U, 
wo:  . 

(6)  U=AL  +  BM+CN, 
und: 

(  L  =  (AiA,  +  A,A4  +  A5Ae)-(A,Aä  +  AeAi  +  A,A,), 

Jf  =  A^  A,  (A^  +  A5)  +  Aj  A^(A6  +  A,)  +  A^  Ag  (A,  +  A3) 
-  A^AjCAi  +  Aj)  -  AgAi(A,  +  A,)  -  A, A,(A5  +  A«), 

,  -^  ^^  X^X^X^X^-f-  /rg  ^6  ^1  ^  "l    ^"1  ^2  ^8  ^4       ^6  ^1  ^  ^8       ^2  ^3  ^l  ^5       ^^4  ^5  ^6  ^1  • 

Die  Ausdrücke  L,  M,  N  und  damit  U  haben  nun  die  Eigenschaft 
ungeändert  zu  bleiben,  wenn  man  die  Parameter  X^  zweimal  zyklisch 
vertauscht,  weil  dadurch: 

X^X^  in  X,^X^y     X^X^  m  Ag/g,     ^5^6  ^^  ^1^2 f 

it^Ag  m  AgA^,     ^e'^'i  1^  ^2 '^3)     ^2^s  ^^  ^iX^, .  •  . 


(4) 


(7) 
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übergeht.  Dagegen  vertaascheD  sich  dabei  die  Ausdrücke  U^  U^,  U^ 
und  üi',  [Jj',  U^  sowie  pj,  9,,  q^  und  (>i',  p,',  q^  je  zyklisch  unter- 
einander. 

Zwischen  den  Ausdrücken  (3),  (4)  und  (6)  bestehen  daher  ohne 
Rücksicht  auf  die  Bedeutung  der  A,  B,  C  und  der  X^  die  identischen 
Gleichungen: 

4.  Das  einem  Eegelsohnitt  einbesohriebene  Seohseok.  Versteht 
man  nun  unter  A,  B,  C  die  Ausdrücke: 


X 


A^  --1, 


C  =  -(f  +  l) 


(9) 

oder: 

(9')  A=^2px,  B  =  --y,      C==l, 

so  sind  nach  §  6,  (15),  (15'): 

(10)  üi^O,  üi'=0;     /7,=  0,   Cr,'=0;     Cr,=  0,  1/3'=  0 
die  Oleichungen  der  Seiten: 

(11)  12,  45;      34,  61;      56,  23 

eines  Sechsecks,  dessen  Eckpunkte  auf  der  Ellipse,  Hyperbel  oder 
Parabel  liegen  und  im  Sinne  ron  §  6,  (10);  (12);  (14)  die  Parameter 
^,  Aj,  A3,  A4,  A5,  Ag  haben. 

Die  Identitäten  (8)    aber  sagen  (I  §  24,  (6))   aus,   daß   die   drei 
Schnittpunkte  der  Seitenpaare  (10)  alle  drei  auf  der  Geraden: 

(12)  U=^0 

liegen.  Das  duale  Resultat  folgt  ebenso  auf  Grund  von  §  13,  (^51);  (52), 
also:^®«) 

Z  ^      i 


.'     .--5 


Fig.  93. 


Fig.  94. 


Jedes  einem  (eigentlichen)  Kegel- '  Jedes  einem  (eigentlichen)  Kegel- 
schnitt einbeschriebene  Sechseck  ist  schnitt  umbeschriebene  Sechsseit  ist 
ein  Pascalsches  (Fig.  93).  ein  Brianchonsches  (Fig.  94). 
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5.  Die  analytischen  Bedingungen  des  Fasoalschen  Sechsecks. 

Hat  man  in  (10)  die  Gleichungen  der  Seiten  (11)  irgendeines  Pascalr 
scheti  Sechseckes  in  laufenden  Koordinaten  x,  y  und  ist  (12)  die  Glei- 
chung der  zugehörigen  Pasealschen  Linie^  so  liegt  die  Eigenschaft  des 
Pascalschen  Sechseckes  in  den  Gleichungen: 

(13)  \l^^U,+  iL^V,'  +  tiU^O, 
ausgesprochen  (I  §  24,  (6)).     Setzt  man  zur  Vereinfachung: 

so  lauten  die  Gleichungen  der  Geraden  (10)  und  (12): 

(14)  F,  =  0,  F/=0;  F,  =  0,  F,'=0;  F,=  0,  F,'=0-,  F=  0 
und  die  Bedingungen  (13): 

(15)  r,  +  r,'^r,   r,+v,'=v,   f,  +  f,'=f 

6.  Kegelschnitt  durch  die  sechs  Ecken.     Die  Gleichung: 

(16)  V*-  (F,  +  F,  +  F,)  F+  (v,v, + r,r,  +  V,V,)  =  0 

stellt  als  Gleichung  zweiten  Grades  in  x,  y  einen  Kegelschnitt  dar. 
Sie  kann  in  der  Form: 

Fi(F,  +  F,-F)  +  (F-F,)(F-F,)  =  0 

geschrieben  werden  oder  nach  (15)  und  mit  zyklischer  Vertauschung 
der  Indizes  1,  2,  3  in  jeder  der  drei  Formen: 

(F,(F,  +  F3-F)  +  F,'F3'«0, 
(17)  F,(F3  +  Fx-F)  +  F3'F/=0, 

Der  ersten  Gleichung  (17)  genügt  der  Eckpunkt  1'  als  Schnitt- 
punkt der  Seiten  Fi  =  0  und  V^  =  0  (Fig.  93)  und  der  Eckpunkt  2 
als  Schnittpunkt  der  Seiten  Fi=0  und  F8'=0.  Ebenso  genügen 
der  zweiten  Gleichung  (17)  die  Punkte  3  und  4,  der  dritten  die  Punkte 
5  und  6,  alle  sechs  Punkte  also  auch  der  Gleichung  (16). 

Da  aber  nach  §  9, 9  schon  fünf  Punkte  den  Kegelschnitt  bestimmen^ 
so  folgt  unter  Hinzufügung  des  dualen  Satzes: 

Die  sechs  Ecken  eines  Pascalschen  '  Die  sechs  Seiten  eines  Briandion- 
Sechsecks  liegen  stets  auf  dem  durch ,  sehen  Sechsseits  berühren  stets  den 
fünf  v<yn  ihnen  iestimmten  Kegel-  durch  fünf  von  ihneti  bestimmten 
schnitt.  j  Kegelschnitt. 

7.  Konstruktion  des  Kegelschnittes  aus  fünf  Punkten  oder 
Tangenten.     Da   man   nach   2   zu   fünf  Punkten  durch  Veränderung 


§  87,  7—9. 
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der  dort  durch  den  Punkt  I  gelegten  Geraden  p  in  p\  p\  i>'  ,  .  .  . 
(Fig.  95)  beliebig  viele  sechste  Punkte  6,  6',  6",  6'",  .  .  .  konstruieren 
kanU;  die  mit  jenen  ein  Pascalsches  Seckseck  bilden^  so  ergibt  sich 
jetzt  aus  6: 

Der  durch  fünf  gegebene  Punlie  I  Der  durch  fünf  gegebene  Gerade 
hestimmte  Kegelschnitt  ist  der  Ort  bestimmte  Kegelschnitt  ist  der  Ort 
des  Punktes y  der  mit  ihnen  ein  der  Geraden  y  die  mit  ihnen  ein 
Pascalsches  Sechseck  bildet.  Briatichomches  Sechsseit  bildet. 

Man    kann    daher 
nach  2  beliebig  viele 
Punkte    des    Kegel- 
schnittes mit  dem  Li- 
neal konstruieren.^®^ 

Vorausgesetztwird, 
daß  nicht  drei  von  den 
gegebenen  Punkten  in 
gerader  Linie  liegen, 
da    sie    dann    einem 

eigentlichen  Kegel- 
schnitt    nicht     ange 
hören  können  (§  9, 8).  Big.  ^5, 

8,  Bas  einbesohriebene  Fünfeck.  Fallen  die  beiden  Ecken  6 
und  1  eines  einem  Kegelschnitt  einbeschriebenen  Sechsecks  zusammen^ 
so  wird  die  Seite  6  1  die  Tangente  in  der  Ecke  1 .  Der  Satz  4  gibt 
daher  ^«»): 

In  jedem  einem  Kegelschnitt  ein- 
beschriebenen  Fünfeck  12345  liegen 
die  Schnittpunkte  von  zwei  Paaren 
nicht  benachbarter  Seiten: 

12x45-1    und   56x23«III 
in  einer  Geraden  mit  dem  Punkte  U, 
in  dem  die  fünfte  Seite  34   und   die 
Tangente    6 1    (vgl.  (2))    des    gegen- 
überliegenden Eckpunktes  sich  schnei-    ^ 
den  (Fig.  96). 

9.  Das  einbeschriebene  Viereck.  Fallen  die  Ecken  6  und  1 
sowie  3  und  4  zusammen^  so  werden  die  Seiten  1 6  und  3  4  Tan- 
genten und  folgt: 


'—r^^'^F 


J^< 


Fig.  96. 
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In  jedem  einem  Kegelschnitt  ein-  In  jedem  einem  Kegelschnitt  um- 
besdiriebenen  Viereck  1245  liegen  i  beschriebenen  Vierseit  1245  schnei- 
die  Schnittpunkte  zweier  Paare  von  I  den  sich  die  Verbindungslinien  zweier 
Gegenseiten:  Paare  von  Gegenecken: 

12  X  45  «  I  (1  X2j (4x5)  -  I 

und  56  X  23  «  III  '  und     (5  x  6)  (2  x  3)  =  III 

mit  dem  Scfmittpunkte  II  der  Tan-  und  die    Verbindungslinie  der  Be- 


genten  der  gegenüberliegenden  Ecken 
1  und  4  in  einer  Geraden  (Fig.  97). 


rührungspunkte  zweier  gegenüber- 
liegender Seiten  1  und  4  in  einend 
Punkte  (Fig.  98). 


Fig.  97. 


Fig.  98. 


Aus  der  Gleichberechtigung  folgt  dies  auch  fär  die  Tangenten 
in  den  Ecken  2  und  5  mit  dem  Schnittpunkt  IV. 

10.   Das  einbeschriebene  Dreieck.     Fallen  endlich  2  und  3,   4 
und  o,  6  und  1  zusammen^  so  erhält  man  den  Satz: 

Die  drei  Punkte,  in  denen  die       Die  drei  Geraden,   die  die  Eck- 
Seiten  eines  einem  Kegelschnitt  ein-  punkte  eines  einem  Kegelschnitt  um- 


beschriebenen  Dreiecks  135  von  den 
Tangenten    der    gegenüberliegenden 


beschriebenen  Dreiecks  13  5  mit  den 
Berührungspunkten    der   gegenüber- 


Ecken  gcsdinitten  tverden,  liegen  auf\  liegenden  Seiten  verbinden,  schneiden 
einer  Geraden  (Fig.  99).  ;  sich  in  einem  Punkte  (Fig.  100 ). 


§  38.    Erzeugung  der  Eegelsclinltte  durch  projektive  Gebilde. 

1.   Projektive  Gebilde  an  einem  gegebenen  Kegelsohnitt.     In 

§  6,  8   und   §  13,  18   wurden   für   die    drei   Kegelschnitte   Ellipse, 
Hyperbel  und  Parabel  die  dualen  Sätze  abgeleitet: 


§  38,  1—2. 
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Verbindet  man  zwei  feste  Punkte       Schneidet  man  zwei  festeTangenten 


der  Kurve  mit  dem  laufenden  Punkte 
der  Kurve,  so  erhalt  man  zwei  pro- 
jektive Strahlbüschel  (Fig,  35). 


der  Kurve  mit  der  laufenden  Tan- 
gente, so  erhält  man  zwei  projektive 
Punktreihen. 


Fig.  99 


Fig.  100. 


Beim  Kreis  waren  die  ßöschel  kongruent  (§  6,  9),   bei  der  Pa- 
rabel die  Pnnktreihen  ähnlich  (§  13^  19). 

2.  ErzeugniBse  gegebener  projektiver  Gebilde.   Sind  mit  ^»  1,2: 


X<  ^aiX  +  biij  +  c^t^O, 


U^  =  a^u  +  b^v  +  c^s  =«  0, 
üi'=  a^u  +  b^v  +  c^s  —  0 


^  ^  \x; ^ a;x  +  b:y  +  c:t ^ 0      ^ 

die  OleichuDgen  von  zweimal  zwei  Geraden,  bezüglich  Punkten,  so 
stellen  die  beiden  Gleichungen: 

(2)  Xi-/iX,-0,  X/-/iX/=0      (2')  U,-(iU^^O,  t/i'-fiüg'^O 

zwei  projektive  Strahlbüschel ,  bezüglich  Punktreihen  dar  (I  §  66,  (10); 
(11)).  Zwei  zu  demselben  Werte  fi  gehörige  Strahlen,  bezQglich 
Punkte,  sind  entsprechende  Elemente  der  beiden  Grundgebilde  (2),  be- 
züglich (2'). 

Der  Schnittpunkt  zweier  entsprechender  Strahlen  genügt  beiden 
Gleichungen  (2).  Für  den  Ort  dieser  Schnittpunkte  ergibt  sich  durch 
Elimination  von  ft  die  Gleichung: 

(3)  Xi X/  -  X,  X;  =  0,  (3')        üi  V^  -U,U,'^0, 

die  in  x,  y,  t,  bezüglich  u,  r,  s,  vom  zweiten  Grade  ist  (§  9,  (3); 
§  15,  (D).  Die  Büschelzentren  X^  =  0,  X,  =  0  und  X/-  0,  X/=  0 
genügen  der  Gleichung  (3).     Also*®^): 
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Der  Ort  der  Schnittpunkte  Ä,  B,  \  Der  Ort  der  Verbindutigslinieu 
C\  D,  P  (Fig.  101)  entsprechender  a,  fc,  c,  d,  p  (Fig.  102)  entsprechen- 
Strählen  zweier  projektiver  Strahl-  der  Punkte  zweier  projektiver  Tunkt- 
hüschel:  reihen: 

S(ahcdp)  und  S{äVcd'p)         s{ABCDP)  und  s{ABC'UP') 

ist  eine  Kurve  zweiter  Ordnung,  die  ist  eine  Kurve  zweiter  Klasse^  welche 
durch  die BüschdzentrenS  und  S  geht  die  Punktreihen  s  und  s'  berührt 


'^      mm» 


Fig.  101. 

3,  Zerfall  der  Kurve  bei  perspektiver  Lage.  Bei  der  Darstellung  (2) 
entsprechen  sich  die  Orundstrahlen  X^  —  0  und  X^'«  0  (|li=«0),  sowie 
X2  «=  0  und  Xj'  =  0  (^  «  00).  Andererseits  können  irgend  zwei  Paare 

entsprechender  Strahlen  als  Grundstrahlen 
innerhalb  jedes  Büschels  eingeführt  wer- 
den (I  §  9, 6).  Wenn  nun  der  besondere 
Fall  eintritt,  daß  der  gemeinsame  Strahl 
beider  Büschel ,  der  die  beiden  Scheitel 
S  und  S'  verbindet  (Fig.  103),  sich  als 
q=^  q  selbst  entspricht,  so  kann  man  ihn 
in  beiden  Büscheln  als  Grundstrahl  /i  =  0 
wählen,  also  X^  =  X^'  nehmen.  Die  Glei- 
chung (3)  wird  dann: 
(4)  X,(X,'-X,)-0; 

die  Kurve  zweiter  Ordnung  zerfäUt  in  zwei  Gerade.  Die  eine  von 
diesen  SS'  enthält  die  oc^  gemeinsamen  Punkte  der  entsprechenden 
Strahlen  q  und  q  (/i  «  0)  beider  Büschel,  die  andere  ist  der  Ort  der 
Schnittpunkte  A,By  C,Dj  P  der  übrigen  Paare  entsprechender  Strahlen. 
Die  Büschel  abcdp  und  äVc'd'p  liegen  daher  perspektiv  (I  §  5,  8). 
Haben  zwei  projektive  Strahlbüschel  (oder  Punktreihen)  einen  Strahl 
(oder  Punkt)  entsprechend  gemein,  so  liegen  sie  perspektiv, 

4,  Eraeng^ung  eines  jeden  KegelBChnittes  durch  projektive 
Büschel.     Sei   gegenwärtig  (Fig.  101)  ein  Kegelschnitt  gegeben  und 


Fig.  103. 
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auf  ihm  fünf  Punkte  S,  S\  A,  B,  C  beliebig  gewählt.  Man  nehme 
nun  S  und  S'  als  Scheitel  zweier  Strahlbüschel^  deren  projektive  Be- 
ziehung man  durch  Zuordnung  der  drei  Strahlenpaare:  a^SA  und 
a^S'A,  h^SB  und  V^S'B,  c^SC  und  c^S'C  bestimmt 
(I  §  65^  3).  Diese  Strahlbüschel  erzeugen  nach  2  einen  Kegelschnitt; 
der  nach  2  durch  die  Scheitel  S  und  S\  sowie  femer  durch  die 
Punkte  A,  Bf  C  als  Schnittpunkte  entsprechender  Strahlen  a  und  a, 
b  und  V,  c  und  c  geht^  der  sonach  mit  dem  gegebenen  zusammen- 
fällt (§  9;  9).     Es  folgt  alsO;  wie  schon  aus  1  hervorgeht: 

Jeder  Kegelschnitt  kann  als  Ort  der  Schnittpunkte  entsprechender 
Strahlen  zweier  projektiver  Strähibüschd  erzeugt  werden,  deren  Scheitel 
zwei  beliebige  Punlde  des  Kegelschnittes  selbst  sind;  und  dual. 

5.  Besondere  Lage  der  erzeugenden  Strahlen.  Fällt  der  Schnitt- 
punkt P  zweier  entsprechender  Strahlen  p  und  p'  in  den  Scheitel  8 
(Fig.  101),  so  fällt  der  Strahl  p  in  die  Tangente  q  des  Punktes  S 
•und  p'  in  die  Verbindungslinie  q'  der  Scheitel  S  und  S';  fällt  P 
in  S\  so  kommt  p'  in  die  Tangente  r  von  S'  und  p  in  r  =  S'S 
zu  liegen. 

In  der  dualen  Figur  102  entaprechen  dem  Schnittpunkt  Q'  ^  R 
der  beiden  Träger  s  und  s'  die  Berührungspunkte  Q  und  B!  der 
Träger  s  und  s'. 

Nimmt  man  die  Tangente  q  und  die  Verbindungslinie  r  «=  SS' 
(Fig.  101)  als  Grundstrahlen  des  einen,  q' »  S'S  und  die  Tangente  / 
als  Grundstrahlen  des  andern  Büschels,  so  daß  in  (2)  X^  »  X^  wird, 
so  ergibt  sich  die  Gleichung  (3)  in  der  Form: 

oder  mit  X,  für  Xg': 

FiMT  den  von  den  beiden  Strahl-       Für  den  von  den  beiden  Punkt- 
büscheln :  reihen : 

ereeugten  Kegelschnitt:  erzeugten  Kegelschnitt: 


(5)  X,X,-X3»=0 

sind    Xj « 0    und    Xj  =  0    zwei 


(5')  U,lT,-U,^^0 

sind  t/j  =  0  und  l\  =  0  zwei  Be- 


Tangenten    und    Xj  =  0   die   Ver- '  rührungspunkte    und     U^  =  0    der 
bindungslinie      ihrer     Berührungs-  Schnittpunkt  ihrer  Tangenten, 
punkte.  I 

6.  Ähnllohe  Funktreihen.  Der  laufende  Punkt  P  =  x,y  der 
geraden  Linie,  die  durch  den  Punkt  -Po^-^o^^/o  ^^  ^®^'  Kichtung  ß, /3 
hindurchgeht,  hat  (I  §  16,  (2))  die  Koordinaten: 
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(6)  x=-XQ  +  aX,    y-^yo  +  ßX, 

wo  der  Parameter  A  die  relative  Entfernung: 

(7)  X  =  PoP 

bedeutet.     Die  Gleichung  des  Punktes  P  ist  daher  (I  §  19,  (9')): 

(8)  {x^u  +  y^v  +  1)  +  l(au  +  ßv)  =  0. 
Die  allgemeinere  Gleichung: 

(9)  (a^u  +  b^v  +  Ci)  —  fi{a^u  +  h^v)  =  0 

kann  auf  die  Form  (8)  gebracht  werden,  indem  sie  durch  q  dividiert 
und  so  geschrieben  wird  (I  §  11,  (14)): 

wo  nun: 


(11)  -^y-^^'^^i. 


Cl 


Sind  daher: 

(12)  U^  =  a^w  +  b^v  +  q  =  0,     t/g  =  ajM  +  b^v  ^0 

ein  endlicher  und  ein  unendlich  ferner  Punkt  (I  §  22,  (10)),  so  i5<  die 
Gleichung  der  durch  beide  bestimmten  Punktreihe: 

(13)  U.-iiU.'-O, 
wo: 

(14)  ^--^V^n 

^md  X  die  relative  Entfernmig  des  laufenden  Punktes  [i  der  BeiJie  vom 
Punkte  L\  =  0  bedeutet,  ]}ositiv  gerechnet  in  der  Richtung: 

(15)  «=._«^  _,    ß^        ^• 


Alsdann  stellen,  wenn  neben  (12): 
(16)  C7/=  a,'u  +  b^v  +  c/,     CT,'-  a,  w  +  b^v 

gesetzt  wird,  die  beiden  Gleichungen  (2')  zu:ei  projektiv  ähnliche  Punkt- 
reihen  P  und  P'  dar.  Denn  die  Entfernungen  X^^PqP  und  l'^P^P' 
zweier  demselben  fi  entsprechenden  Punkte  P  und  P'  von  den  beider- 
seitigen Grundpunkten  Z/j  =«  0  und  U^  «  0  stehen  nach  (14)  in  dem 
konstanten  Verhältnis: 


(17)  c/Va,*+V:^iV<'+V'- 

Die  Gleichung  (3')  wird  dann  wegen  der  Bedeutung  (12)  und  (16) 
von  C/j  und  f/j'  durch  die  Werte  m  =  0,  i;  =  0  erfüllt,  so  daß  die  un- 
endlich ferne  Gerade  eine  Tangente  der  Kurve  (3')  wird  (§  30,  (2)). 


§  88,  6—8. 
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Der  Ort  der  Veriindungslinien  entsprechender  Funkte  zweier  pro- 
jektiv ähnlicher  Punktreihen  ist  eine  Paräbd     (Fig.  104). 


tf.-^t^ 


Fig.  IW. 


Fig.  105. 


7«  Kongruente  Strahlbüschel.  Die  Verbindungslinie  der  Mittel- 
punkte A  und  B  zweier  Strahlbüschel  (Pig.  105)  sei  als  a;- Achse, 
der  Mittelpunkt  0  der  Strecke  AB  ==2e  als  Anfangspunkt  des  recht- 
winkligen Systems  Oxy  genommen.  Die  a;- Achse  sei  zugleich  An- 
fangsstrahl für  die  Koordinaten  9,  qp'  in  den  beiden  Büscheln 
(I  §  2,  (10)). 

Die  Strahlbüschel  sind  projektiv  kongruent^  wenn  sich  die  Strahlen 
9  und  <p'  ^a-\-  B(p  entsprechen,  wo  u  ein  fester  Winkel  und  £  =  +  1 
für  gleichlaufende  und  £  =  —  1  für  ungleichlaufende  Büschel  ist.^^®) 

Die  Gleichungen  entsprechender  Strahlen  sind  dann: 

(18)  {x  —  e)  sin  93  —  y  cos  9  =  0, 

(19)  {x  +  e)  sin  {a  +  B(p)  —  y  cos  (a  -f  £g?)  —  0 

oder,  wenn  man  die  Gleichung  (19)  entwickelt: 

(20)  £  { (a;  -f  6)  cos  «  +  y  sin  a }  sin  9  +  { (^  +  «)  sin  a  —  y  cos  a  ]  cos  93  =  0. 

Durch  Elimination  von  q>  folgt  aus  (18)  und  (20)  für   den  Ort  der 
Schnittpunkte  entdeckender  Strahlen: 

{x  —  e)[{x  +  e) sin a  —  y cos a]  +  sy  [{x  +  e) cos a -f  y  sin a }  =  0 

oder: 

(21)  x^  -f  £y^  —  (1  —  f)  ctg  a  '  xy  -{-  (l  +  E)e  ctg  a  •  y  —  e^  =  0. 

S,  Gleichlaufend  kongruente  Büschel.  Mit  £  =  1  wird  die 
Gleichung  (21): 

(22)  a;«+  y2+  2e  ctg  a  .  y  -  e«=  0. 

Der  Ort  der  Schnittpunkte  entsprechender  Sirahlen  zweier  gleich- 
laufend kongruenter  Strahlbüschel  ist  ein  Kreis  (Fig.  106)  (vgl.  §  6,  9). 
Der  Mittelpunkt  und  das  Quadrat  des  Radius  sind: 


(23) 


Xq^Oj  y^=  •—  e  ctg  «;     r*  =  e* :  Bin^ a. 


1 
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§  38,  8—9. 


Dem  Werte  9  —  0  entsprechen  nach  (18)  und  (19)  die  Strahlen: 

(24)  y  =  0,     (x  +  e)  8ina  —  y  cos  a  =-  0; 

der  letztere  ist  die  Tangente  des  Kreises  in  Ä  (§  10,  (18)). 

j^y  9.  IJngleiohlaufend  kongruente 

Büschel.      Mit    £  =  —  1    wird    die 
Gleichung  (21): 


(25)  x^—y^— 2  ctg  axy  —  e^ 
X           Für  diese  Kurve  ist: 

1      --  ctg  a   0 

(26)  .4«    -ctg«    -1      0 


0. 


0 


0 


18 


sin*  a'         *'  Bin'  a'      "^^  ' 


sie  ist  also  nach  §  26,  (26)  eine  gleich- 
seitige Hyperbel. 
^*  Der  Ort  der  Schnittpunkte  ent- 

sprechender Strahlen  zweier  ungleichlaufender  kongruenter  Strahlbüschel 
ist  eine  gleichseitige  Hyperbel  (Fig.  107). 

Die  entsprechenden  Strahlen  (18)  und  (19)  mit  £  =»  —  1  werden 

parallel  für: 

sin  9  :  —  cos  9  =  sin  (a  —  <p)  '  —  cos  (a  —  9) 
oder: 

tg qp  =  tg (a  — 93);  9  ==  «  —  9?  oder  q>=^a  —  (p  +  jt]q)=       oder 

Diesen  beiden  Werten 
von  g>  entsprechen  also 
die  unendlich  fernen 
Punkte  der  Kurve  oder 

die  Richtungen    der 
Asymptoten    (Fig.  107). 
Die     Hauptachsen     der 
Hyperbel    ergeben    sich 


7t 

2 


a 
2 


a 


daher   für   9>  =»  -^  "J"  T 
und 


w 


Flg.  107. 


Der  Anfangspunkt  0 
ist  der  Mittelpunkt  der 
Hyperbel. 


r 
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10.  Die  Dreiteilung  des  Winkels.  Drückt  man  die  Bedingung 
3q)  =  a  für  die  Dreiteilung  eines  Winkels  a  in  den  Koordinaten  tg  tp 
und  tg  a  im  Strahlbüschel  aus,  so  erhält  man: 


oder: 
(27) 


tg^  (f  —  S  tg  a  tg^  fp  —■  2  tg  ip  -{-  tg  a  —  1  ^  0. 


Das  Problem  der  Dreiteilung  des  Winkels  fährt  also  auf  eine 
kubische  Gleichung, ^^^) 

Sei  nun  AOB  (Fig.  108)  der  gegebene  Winkel  a  und  AB  der 
entsprechende  Bogen  auf  dem  um  0  beschriebenen  Einheitskreis.  Man 
trage  den  willkürlichen  Winkel  ip  ^  AN  von  A  gegen  B  hin  und 
alsdann  den  Winkel  2q)  ^  BW  von  B  gegen  A  hin  ab. 
Dann  steht  ober  dem  Bogen  BN'  der  Peripheriewinkel 
BB'N'  ^  q),  und  ist  der  Winkel  der  Tangente  des 
Kreises  in  B  ebenfalls 
QBN' «  (p. 

Nimmt  man  daher 
wechselnde  Werte  von  9, 
80  erhält  man  zwei  un- 
gleicJdaufende  kongi'uente 
Strahlbüschel  ONxxnd  BN\ 
deren  entsprechende  Strah- 
len gleiche,  aber  entgegen- 
gesetzte Winkel  9  mit  OA 
und  BQ  bilden. 

Der  Ort  der  Schnitt- 
punkte Jf-  ONxBN' 
entsprechender  Strahlen 
ist  nach  9  eine  gleich- 
seitige Hyperbel,  die  durch 
0  und  B  geht  und  ihren  Mittelpunkt  D  in  der  Mitte  von  OB  hat. 

Schneidet  sie  den  Kreis  in  Mq,  so  ist  A  OMq  =  QBMq  ==  ^o; 
MqOB  ^^  2q)Q.  Der  Schnittpunkt  Mq  bewirkt  also  die  Dreiteilung 
des  Bogens  AB,  Es  gibt  aber  außer  B  selbst  drei  Schnittpunkte 
Mqj  M^y  M^  des  Kreises  und  der  Hyperbel  und  ist  (Fig.  108): 

(28)  MqB=M^Mo  +  M^'B^2'AMq^,  BM^^BM^+M^M^^2M^Ä', 

M^B  =  M^M^  +  M^B  ==  2  •  AM^. 

Stande,  Flftchen  zweiter  Ordnung.  1?) 


Fig.  108. 
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Die  drei  Lösungen  des  Problems  der  Dreiteilung  des  Winids  ent- 
sprechen den  drei  neben  B  sich  ergebenden  Schnittpunkten  des  Kreises 
mit  der  Hyperbel, 

Bildet  die  Tangente  des  Kreises  in  B  mit  dem  Schenkel  OB  des 
Winkels  a  den  Winkel  ß  und  schneidet  sie  den  Schenkel  0^  in  C, 
so  hat  das  Dreieck  OBC  die  Winkel  ;r  —  a,  /J,  y  =  a  —  ß.  Die 
Strahlen  OM  und  BM  werden  parallel^  wenn: 

Man  erhält  daher  eine  Asymptote  der  Hyperbel,  indem  man  durch  D 
eine  Parallele  zu  dem  von  OÄ  verschiedenen  Schenkel  des  Winkels 

<jp  =  zieht.     Die  andere  Asymptote  ist  senkrecht  zur  ersten. 

11.    Pasoalsolies    Seohseok    und    projektive    Erzeugong.      Bei 

der  Konstruktion  des  Kegelschnittes  aus  fünf  gegebenen  Punkten 
mittels  des  Pascalschen  Sechsecks  (§  37^  7)  werden  durch  das  Strahl- 
büschel l{p,p\p'\  p''\  ' » ')  auf  den  Seiten  34  und  23  Perspektive 
Punktreihen  II,  II',  11",  11"',  ...  und  HI,  III',  HI",  ni"',  . . .  (Fig.  95) 
ausgeschnitten  (I  §  5, 8).  Da  nun  die  Stirahlbüschel  1  (II,  IF,  II",  11"', . . ,) 
und  5(111,  Iir,  III",  III"', .. .)  zu  Perspektiven  Punktreihen  perspektiv 
liegen,  sind  sie  projektiv  (I  §  65,  1),  erzeugen  also  nach  2  in  den 
Schnittpunkten  6,  6',  6",  6"',  .  .  .  entsprechender  Strahlen  einen  Kegel- 
schnitt. 

Die  KmistniktUm  des  Pascalsdieft  Sechseclcs  kommt  also  (mf  die 
projektive  Erzeugung  der  Kegelschnitte  mriick}^^) 


VI.  Abschnitt. 

Kegelschnitte  in  Dreieckskoordinaten. 

I.  Kapitel. 

Punktepaare  in  Zweieckskoordinaten. 
§  39.  Gleiehnng  des  Punktepaares  in  Zweieckskoordinaten. 

!•  Allgemeine  Form  der  Qleiehnng.  In  bezug  auf  ein  Koordi- 
natenzweieck  E^E^  ist  die  allgemeine  Gleichung  eines  Punktepaares 
(§  7,  (1))  in  Zweieckskoordinaten  x^yX^  (I  §  7,  6): 

(1)      f^fix^,  x^)  -  «n  V+  ^ax^^i^t  +  «82^=  "^  ^«*j^*^r 


Die  linke  Seite  der  Gleichung,  für  die: 

(2)  a„  -  a,i 

sein  soll,  ist  eine  quadratische  Form  der  beiden  Koordinaten. 
Entsprechend  ist: 

die    Gleichung    des    Sirahlenpaares   oder  Ebenenpaares   in   Zweiseits- 
(I  §  7,  6)  oder  Zweiflachskoordinaten  (I  §  56,  1). 

2*  Die  partiellen  Ableitungen  der  Form.     Wir  bezeichnen  die 
halben  partiellen  Differentialquotienten  von  f  mit: 

/i  "*  h\^l)  ^2)  ^  ^1^1  +  «22^2- 

Alsdann  gilt  die  Identität: 

(4)  fi^i  +  fi^t-f- 

Ist  die  Ableitung  /^  (Ä;=l,2)  fQr  einen  bestimmten  Punkt  :r/"\  X2^'*^ 
gebildet,  so  gebrauchen  wir  die  Bezeichnungen: 

2 

1 
3,  Die  bilinearen  Formen.    In  bezug  auf  zwei  bestimmte  Punkte 
a;^('»)  und  Xj^^^^  setzen  wir  zur  Abkürzung: 

18* 


(3) 
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(6)    f„„  -  fnm  -  a,ia:,<'"' j:,W  +  a^u/'O^^c)  +  x,<'")x/-))  +  a^  XtC")«,«") 

1  1 

Die  bilineare  Form  geht  mit  m  »  n  wieder  in  die  quadratische  über: 

(7)'  /;™  =  Mna:,W). 

4.  Transformation  der  quadratischen  Form.  Zum  Übergang 
von  dem  alten  Koordinatenzweieck  zu  einem  beliebigen  neuen  J^J^^ 
dessen  Ecke  J^  die  Koordinaten  x^^^\  x^^"*^  hat,  dienen  die  Formeln 
(I§8,(17)): 

2 

(8)  =^k=2""'k^'^^y»>- 

1 

Durch  die  Substitution  (8)  wird  aus  der  Form  (1): 
also  eine  quadratische  Form  der  neuen  Koordinaten  y^: 

2         2 
1         1 

deren  Koeffizienten  nach  (6)  die  Werte  haben  ^^^): 

(10)  Kn=fn,n  =^*2**'  ^*'"^  ^'"' " 

1  1 

Sie  sind  bilineare  Formen  der  Koordinaten  der  beiden  neuen  Ecken  J^J^, 
bezuglich  nach  (7)  quadratische  Formen  der  Koordinaten  einer  Ecke. 

5.  Invarianteneigenschaft  der  Determinante.  Die  Determinanten: 
(11)        A^    ^'^    ^''        J?=    *''    *'*         S^    ^''^  ^'^'^ 

,  «21      »22  /  ^21      ^22  t'  ^S^^^     ^2^*^ 

werden  als  Betermi^ianten  bezüglich  der  Form  (1),  der  Form  (9)  und 
der  Substitution  (8)  bezeichnet.  Die  Determinante  S  ist  stets  von  0 
verschieden. 

Infolge  von  (6)  und  (5),  also  von: 

2  S 

1  .  1 

wird  nach  dem  Multiplikationstheorem  der  Determinanten  (I  Anm.  1, 
V,  1,  (2)): 


§  39,  5—7. 


197 


^1  &12 
^21   ^82 


»11    «12 
»21    »22 


a:i(^)  a:,(^) 


(2) 


x^^^^  x^ 


oder  durch  Verbindung  beider  Formeln: 

(12)  B  =  S^A, 

Die  Detenninanie  der  transformierten  Form  ist  das  Produkt  der 
Determinante  der  ursprünglichen  Form  und  des  Quadrats  der  Stibsti- 
tutionsdeterminante,  oder: 

Die  Determinante  der  quadratischen  Form  ist  eine  Invariante  hei 
jeder  Koordinatentransformation.^) 

6«  Darstellung  der  alten  Koeffizienten  durch  die  neuen.     Die 

Auflösungen  der  Gleichungen  (8)  sind: 

(13)  Sy,„=^^u,('^->x„ 

1 

falls  mit: 


(14) 


«,w  -  iC,(% 


MjW Xt^'\    V^ «,(^    u,<»>  =  a;,(» 


die  Unterdeterminanten  der  Elemente  a:/'',  Xj}^\  a;j(%  arj'*'  der  Deter- 
minante S  in  (11)  bezeichnet  werden.  Setzt  man  die  Werte  (13) 
in  (9)  ein: 

so  muß  /*  wieder  rückwärts  in  die  ursprüngliche  Form  (1)  über- 
gehen.    Die  Gleichsetzung  der  Koeffizienten  führt  zu  dem  Satze: 

Die  Koeffizienten  der  ursprünglichen  Form  (1)  drücken  sich  durch 
die  der  transformierten  Form  mittels  der  Formeln  aus: 


(15) 


S'a,,^ 


nh^^U,^-hil-\ 


WO  die  Uj^^^^  die  Werte  (14)  haben. 

7«  Begriff  des  Ranges.  Infolge  (12)  vei-sch windet  B  immer  dann 
imd  nur  dann,  wenn  A  verschwindet.  Das  Verschwinden  oder  Nicht- 
verschwinden  der  Determinante  ist  daher  eine  vom  Koordinatenzweieck 
unabhäugige  Eigenschaft  des  Punktepaares  (1),  die  als  dessen  Bang 
bezeichnet  wird. 

Das  Punktepaar  (1)  ist  vom  Bange  2,  wenn  A  +  0,  vom  Bange  1, 
wenn  J.  =  0.  Im  letzteren  Falle  wird  vorausgesetzt,  daß  die  c/j,  nicht 
alle  verschwinden,  was  nach  (10)  und  (15)  ebenfalls  eine  invariante 
Eigenschaft  darstellt  (§  21,  U). 
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8.  Eigentliche  und  iineigentliohe  Punktepaare.  Die  Koordinaten- 
Verhältnisse  x^ :  x^  der  beiden  Punkte  P^  und  P^  des  Punktepaares  (1) 
bestimmen  sich  aus  der  in  x^:x^  quadratischen  Gleichung  (1)^  deren 
Diskriminante  A  ist.     Daher  ergibt*  sich: 

Das  Punktepaar  (1)  ist  ein  eigentliches  oder  getrenntes  Put^ctepcLor, 
wenn  es  den  Rang  2  hat,  also: 

(16)  ^  +  O5 

dagegen  ein  uneigenäiches  oder  jmsammenfaüendes  PunJct^aar  (ein 
Doppelpunkt);  wenn  es  den  Rang  1  hat,  also: 

(17)  j4  =  0,    a^i,  a^j,  a^^  nickt  alle  0. 

Das  Entsprechende  gilt  für  Strahlen-  und  Ebenenpaare, 

9.  Andere  Form  der  Bedingungen.    Setzt  man  zur  Abkürzung: 

(18)  Ä  =  «11  +  «22, 

SO  ist: 

(19)  «11 A  =  a/i  +  «11  «22  =  «1^  +  «il  +  Ay    «22  ^'  =  <^ii  +  ötgl  +  ^• 
Es  besteht  daher  die  identische  Gleichung®^): 

(20)  Ä^^a^,  +  2a^,+  ai^+2± 

Bei  reellen  Koeffizienten  a^^^  yerschwinden  also  mit  A  und  A  stets 
auch  «11 ;  «12,  «227  während  bei  verschwindenden  Elementen  «n,  «i^,  «^ 
auch  A  und  A  verschwinden.  Die  Bedingungen  (17)  sind  daher  er- 
setzbar durch: 

(21)  ^  =  0,    ^'  +  0. 

10«  Bedingung  für  das  Fehlen  einer  Koordinate  in  der  Glei- 
chung des  Paares.  Wir  nehmen  an,  daß  in  der  neuen  Gleichung  (9) 
des  Punktepaares  (1)  die  Koeffizienten  der  beiden  Glieder  verschwinden, 
die  1/2  enthalten,  also: 


(22)  /"mä  ==  0  oder:    >*  fj^^^x^"^)  -  0 ,   m  =  1,  2 . 


1 


Aus  diesen  beiden  in  den  beiden  Größen  fj^^^  linearen  und  homogenen 
Gleichungen  mit  der  nicht  verschwindenden  Determinante  S  folgt  aber: 

^23)  /i^'^^O,    /•2(2)==0. 

Wenn  umgekehrt  die  Ecke  J^  =  x^^^\  x^^^^  den  beiden  Gleichungen  (23) 
genügt,  so  bestehen  die  Gleichungen  (22). 

Die  notwendige  und  hinreichende  Bedingung  für  das  Fehlen  der 
Koordinafr  y^  in  der  Gleichung  (9)  iM,  daß  die  Koordinaten  a;/^,  x^^^^ 
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der  Ecke  J^  des  neuen  Zweiecks  den  beiden  Gleichungen  genügen: 
/24N  (  A (^1'  ^«)  ^  ^11^1  +  ^«^ä "  ^' 

Da  es  einen  solchen  Punkt  im  Falle  (16)  nicht  gibt,  so  folgt:'*) 
Die  Gleichung  des  eigentlichen  Punktepaares  enthält^  auf  welches 
Koordinatenzweieck  sie  auch  bezogen  wird,  stets  beide  Koordinatefi. , 
Dagegen  gibt  es  im  Falle  (17)  stets  einen  Punkt: 

der  den   Gleichungen  (24)   genügt.     Wird    er   als   Ecke  «^  :  ^i  =  0? 
yi=  1    eingeführt,   so   nimmt  die  Gleichung  (9),   indem  y^  ausfällt, 
die  Form: 
(26)  /•=6„y,«  =  0 

an.  Es  ergibt  sich  also  wiederum,  daß  das  Punktepaar  (1)  im  Falle 
(17)  ein  Doppelpunkt  ist,  der  in  die  Ecke  J,  fallt  und  in  bezug  auf 
EiE^  die  Koordinaten  (25)  hat. 

Die  Gleichungen  (24)  bestimmen  also  im  Falle  (17)  den  Doppel- 
punkt, in  dem  das  Punktepaar  zusammenfällt 

§  40.   Polarentheorie  und  Quadratdarstellung  des  Punktepaares. 

1«  Harmonisohe  Pole  und  Quadratdarstellung.  Beim  Übergang 
von  dem  Koordinatenzweieck  E^E^  zu  dem  Koordinatenzweieck  J'^eT^ 
erhielt  das  Punktepaar: 

2        2 

(1)  ^       f^^^^^ki^k^i-O 

nach  §  39,  (9)  die  Gleichung: 

(2)  f  =  &n!/i*  4-  2b,^y,y^  +  b^y,^  ^  0 . 

Das  Verhältnis  der  neuen  Zweieckskoordinaten  y^  :  y,  eines  Punktes  P 
ist  das  multiplizierte  Teilungsverhältnis,  nach  dem  der  Punkt  P  die 
Strecke  J^J^  teilt  (I  §  7,  (8)).  Zwei  Punkte  bilden  (I  §  7,  (21))  ein 
zu  J^,  Jj  harmonisches  Paar,  wenn  die  Verhältnisse  ihrer  Zweiecks- 
koordinaten //i,t/j  entgegengesetzt  gleich  sind.  Die  Punkte  (1),  deren 
Koordinaten  2/1,^3  durch  (2)  bestimmt  werden,  sind  daher  zu  J^,  J^ 
harmonisch,  wenn  die  Wurzeln  t/i  :  ye  ^®^  Gleichung  (2)  entgegen- 
gesetzt gleich  sind,  also: 

(3)  6„  -  /Is  =  0 . 

Man  nennt  in  diesem  Falle  eT^  und  J^  zwei  harmonische  Pole  oder 
J^J^  ein  Polziveieck  des  Punktepaares.     Zugleich  folgt  (§  8,(21)): 
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Immer  dann  und  nur  dann,  wenn  das  Kooräinaienzweieck  J^J^  ein 
Fdzweieck  des  Punktepaares  ist,  hat  die  Gleichwig  des  Punktepaares 
die  Form"*); 

(4)  .   /*=&iiyi*  +  Mi*  =  0. 

2.  Harmonifiohe  Pole.  Die  Bedingung  für  zwei  harmonische  Pole 
x^^^  und  Xj^^^^  des  Punktepaares  (1)  lautet  nach  (3): 

(5)  ^'fk^'^^k^^^--0   oder  2/*^*W^  =  0 . 

1  1 

Sie  ist  in  a?/^)  und  Xj^^^^  symmetrisch.   Mit  Unterdrückung  des  Index  2 
kann  man  auch  sagen: 

Der  harmonische  Pol  eines  gegebenen  Punktes  x^^^^  in  hezug  auf 
das  Punktepaar  (1)  hat  die  Gleichung  (I  §  7,  (22)): 

(6)  f,^'^x,+f,^')x,^0      oder      (6')      f,x,^'^+f,x^^'^^0. 

Der  Punkt  Xj^  =  x^'^^  selbst  genügt  dieser  Gleichung  nach  §  39,  (4) 
immer  dann  und  nur  dann,  wenn  er  der  Gleichung  (1)  genügt,  also: 

Ein  Punkt  fälU  mit  seinem  Pol  zusamme^i,  wenn  er  dem  Punkte- 
paar selbst  angehört  (§  8,  3). 

Mit  Rücksicht  auf  §  39,  (24)  hat  bei  dem  getrennten  Punkte- 
paar jeder  Punkt  x^^^  der  Geraden  einen  einzigen  bestimmten  Pol. 
Dagegen  ist  bei  dem  zusammenfallenden  Punktepaar  der  Pol  des 
Doppelpunktes  nach  (6)  ganz  unbestimmt,  wahrend  nach  (6')  zu  jedem 
anderen  Punkte  Xj^"^^  der  Doppelpunkt  selbst  als  Pol  gehört. 

3»  Anzahl  der  Polzweieoke.  In  jedem  Falle ^  gibt  es  oo^  (reelle) 
Polzweiecke  J^J^  eines  gegebenen  Punktepaares  (1).  Beim  getrennten 
Punktepaar  ist  der  eine  Punkt  J^  ein  beliebiger,  nur  nicht  dem  Punkte- 
paar selbst  angehöriger  Putikt,  J^  aber  sein  harmonischer  Pol.  Beim 
zusammenfallenden  Punktepaar  ist  J^  der  Doppelpunkt  und  J^  ein  be- 
liebiger anderer  Punkt. 

4.  Erhaltung  der  Spezies.    In  bezug  auf  jedes  der  oo^  Polzwei- 
ecke J^J^  hat  die  Gleichung  des  Punktepaares  die  Form  (4).     Dabei 
ist  nach  §  39,  (12): 
(7)  fci,fe„=- 5^.-4. 

Die  Vorzeichen  der  Koeffizieftien  in  irgendeiner  Quadratdarstellung 
(4)  des  PunUepaares  (1)  sind  stets  gleich  oder  ungleich,  je  nachdem 
A>0  oder  <  0. 

Den  Vorzeichen  -|-  +  oder entspricht  die  Spezies  der  ima- 
ginären, den  Vorzeichen  H oder \-  die  Spezies  der  reellen  Punkte- 

pa^re.  ^^^) 
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Für  den  Doppelpunkt  ist  einer  der  beiden  Koeffizienten  in  (4) 
gleich  0  (§  39,  (26)). 

5.  Transformation  auf  ein  besonderes  Folsweieok.  Unter  der 
Voraussetzung: 

(8)  a,,  +  0 

gehört  die  Ecke  E^  mit  den  Koordinaten: 

(9)  ^i^'^-l,    x^^'^^0 

nicht  dem  Punktepaar  (1)  an.     Man  kann  sie  daher  selbst  als  Ecke 
eTj     eines  Polzweiecks  nehmen.    Der  Pol  J^  des  Punktes  (9),  für  den: 

(10)  /;«=•«„,  /;'»)-«,., 

hat  nach  (6)  die  Gleichung: 

(11)  a^^x^  +  a^^x^  ^  0 
und  die  Koordinaten: 

(12)  ^i<^=--a«,    x,^*^-a,,. 
Danach  wird: 

(13)  /;<*>  =  0,  U^-A 

und: 

(14)  b,,  -^*/i(%»<')  -  a„ ,     b„  -  J*/;(«a:,(»)  -a^^A. 

1  1 

Die  Gleichung  (1)  liann'  also  müer  der  Voraussetzung  (8)  durch 
die  Substitution^^^): 

(15)  (  ^^  ^  ^'  "  ^-^« 

vo^i  der  Determinante  S  =  a^^  auf  die  Form  gebracht  werden: 

(16)  f  ^  a^,y,*  +  a,,Ay,* -.  0 . 

G.   Orthogonale  lineare  Substitution.     Die  lineare  Substitution: 

9 

1 

heißt  eine  orthogonaiCj  wenn  durch  sie  identisch  die  Gleichung  besteht: 

(18)  x^'  -h  X,'  =  ^1»  +  z^K 

Um  eine  solche  Substitution  zu  erhalten^  wählt  man  irgendein  (reelles) 
Pdzweieck  J^  ==  ^j^^^'t  w,  ä  =  1,  2,  des  Punktepaares: 

(19)  9-^i^  +  x^. 

Durch  Transformation  auf  dieses  mittels  der  Substitution 

2 

(20)  X,  =  >?.aV""ym 


V9 

nt  tn  "tf 

i  **"  ^mJ 

9- 

^2^ 

B    g^ 

+  V 

^*  = 

2 

1 

-     Ä 
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erhält  man  nach  (4): 

(21)  9  -  OnVi   +  9tty^^' 
Hier  sind  die  Koeffizienten: 

(22)  «/„,„  =  a:iW«  +  a;,W» 
positiv  nnd  Ton  0  verschieden.     Setzt  man  daher: 

(23) 

SO  wird: 
(24) 
und  ist: 

(25) 

eine  (reelle)  orthogonale  Substitution.  Hier  hängt  der  Koeffizient  von 
z^,  vom  Vorzeichen  der  Wurzel  abgesehen,  nach  (22)  nur  von  dem 
Verhältnis  x^^^'^ :  x^^""^  der  Koordinaten  der  Ecke  J^  ab. 

Den  cx>^  (reellen)  Pölzweiecken  entsprechen  daher  cx>*  {reelle)  orOia- 
gonale  lineare  Stibstitutionen. 

7.  Quadratdarstellung  durch  orthogonale  Substitution.  Die 
Frage,  ob  ein  beliebiges  Punktepaar  (1)  durch  eine  dieser  orOio- 
gonalen  Substitutionen  auf  die  Quadratdarstellung  (4)  gebracht  werden 
kann^^^),  kommt  zurück  auf  die  Frage  nach  einem  gemeinsamst  Pol- 
zweieck  der  beiden  Punktepaare  (1)  und  (19). 

Ist  nämlich  J^  =  a:/"*^  auch  Polzweieck  von  /*,  wie  es  in  6  als 
Polzweieck  von  g  angenommen  war,  so  wird  durch  die  Substitution 
(20)  nach  (4): 

(26)  f-fxxy,'+U,y,' 

und  nach  (23): 

(27)  /-^V  +  ^V- 

Hat  also  das  PunJdepaar  (1)  mit  dem  Puiiktepaar  (19)  ein  reelles 
Polzweieck  J^^  =  x^'"^  gemein,  so  kann  es  durch  die  orthogonale  Sub- 
stitution (25)  auf  die  Quadraidarstellung  (27)  gebracht  werden. 

8«  Punkte  gleichen  Poles.  Jede  der  beiden  Eckeu  JiyJ^  eines 
gemeinsamen  Polzweiecks  der  Punktepaare  (1)  und  (19)  muß  die 
andere  als  harmonischen  Pol  in  bezug  auf  beide  Paare  haben,  also 
ein  Punkt  gleichen  Poles  in  bezug  auf  beide  Punktepaare  sein. 

Die  Pole  eines  Punktes  x^^  in  bezug  auf  beide  haben  aber  nach 
(6)  die  Gleichungen: 

(28)  fj^x,  +  /iVg  =  0  (29)  Xi'^x,  +  V^2  =  0 . 


(31) 
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Sie   fallen   immer   dann    und  nur  dann  zusammen,  wenn  mit  einem 
Proportionalitätsfaktor  X: 

(30)  /,•  =  Xx<>,      k^l,2. 

Jeder  Punkt  gleichen  Poles  genügt  also  den  Gleictiungen  : 

^21^1  +  (^M  —  X)rr,  =  0 , 

und  jeder  PunJä,  der  diesen  Gleichungen  genügt^  ist  ein  Punkt  gleiclien 
Poles. 

9»  Die  quadratiflche  Qleiohung  des  Problems.    Die  Gleichungen 

(31)  können   nur    bestehen,    wenn    der   Faktor    X  der   quadratischen 
Gleichung  genügt: 

(32)  z/(/l)  ="*"""  ^    ""''         \  =  k^-Ä'X  +  A  =  0, 

I    ^21  ^22  ^ 


WO  A  und  A'  die  Bedeutungen  §  39,  (11);  (18)  haben. 

I.  Die  Gleichung  hat  nach  §  21,  9  stets  zwei  reelle  Wurzeln  l^ 
und  Aj.  IL  Für  eine  einfache  Wurzel  können  nach  §  21, 10  niemals 
zugleich  alle  Elemente  der  Determinante  ^{X)  verschwinden.  III.  Für 
eine  Doppelwurzel  verschwinden  stets  alle  diese  Elemente. 

Zugleich  ist  für  die  beiden  Wurzeln  Xj,  X^: 

iöö)  A«     -j-    Aa    =  .A.  ,  A|  Aa    =  A.  . 

10.  Fall  zweier  verschiedenen  Wurzeln.  Sind  nun  A^  und  X^ 
zwei  verschiedene  Wurzeln  von  (32),  so  gehört  zu  jeder  von  ihnen 
vermöge  der  Gleichungen  (31)  ein  nach  9,11  völlig  bestimmter  Punkt 
gleichen  Poles.  Die  beiden  so  erhaltenen  Punkte  ^r^^^^  und  Xff'^^  genügen 
nach  (30)  bezüglich  den  Gleichungen: 

(34)         /•/"  =  A.^;",     /;«  =  v;^    a-  =  i,2. 

Sie  können  nicht  zusammenfallen;  denn  mit  .r/*^  =  xj^^^  würde  aus 
den  beiden  dann  in  /J^^^^  und  x^j^^^  linearen  homogenen  Gleichungen  (34) 
mit  der  Determinante  Ag  —  A^  =(=  0  folgen,  daß  fj}^^  =  0  und  X/^^^^  =  0; 
die  letztere  Gleichung  kann  aber  nicht  für  beide  Werte  von  k  be- 
stehen (I  §  7,  6). 

Die  m  zwei  verschiedenen  Wurzeln  gehörigeji  Punkte  gleichen  Poles 
sind  stets  getrennt. 

Multipliziert  man  die  Gleichungen  (34)  mit  Xj}^^  und  .r^^^^  und 
summiert  über  k,  so  folgt: 
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oder  nach  §  39,  (6): 

/IS  "^  ^l9li  J         /12  '^  ^2?12  ■ 

Daraus  aber  ergibt  sich,  da  X^  ^  X^  ist: 

(35)  /;,»0,      (/,,«0. 

Die  gwei  zu  verschiedenen  Wurzeln  gehörigen  Punkte  gleidien  Poles 
sifid  liarmonische  Pole  in  hezug  auf  beide  PunJäepaare  f  und  g. 

Die  beiden  PunTdepaare  Iwiben  also  für  X^  +  X^  stets  ein  und  nur 
ein  gemeinsames  reelles  Polzweieck. 

11«  Fall  einer  Doppelwursel.  Für  eine  Doppelwurzel  X^  ^  X^ 
verschwinden  nach  9,  III  stets  auch  alle  Elemente  von  ^(A),  so  daß: 

Daher  sind   die  Punktepaare   (1)  und  (19")   identisch  und  haben  oo^ 
gemeinsame  reelle  PolzweiecJce. 

12.  Die  Eoefflsienten  der  Quadratdarstellnng.  Somit  ist  es 
stets  möglich,  die  Oleichung  (1)  durch  orthogonale  Substitution  auf 
die  Form  (27)  zu  bringen.     Dabei  ist  nach  (34)  für  i  ^  1,2: 

oder: 

(36)  fa-^i9n, 
wonach  die  Gleichung  (27)  die  Form  erhält: 

(37)  /•=^VV+ ^2^  =  0. 

Die  Gleicfmng  (1)  kann  stets  durch  eine  orthogonode  Substitution 
(25)  auf  die  Form  (37)  gebracht  werden,  wo  X^  und  X^  die  Wurzeln  der 
quadratischen  Gleichung  (32)  bedeuten  und  die  Koordinaten  Xi^'^\  x^^"^^ 
für  (25)  mit  X^  X^  {m  =  1,  2)  aus  (31)  zu  bestimmen  sind. 

13.  Invarianten  der  orthogonalen  Substitution.  Wird  durch 
irgendeine  orthogonale  Substitution  (17),  die  nicht  gerade  die  Quadrat- 
darstellung (26)  herbeiführt,  f  auf  die  Form  gebracht: 


m  f='2''2^^'^''^' 


so  wird  durch  sie  nach  (18)  und  (38)  identisch  in  X\ 

(39)  f^Xg^  («n  —  X)x^^  +  2a^^x^x^  +  (a^g  —  X)x, 

=  (&11  -  X)z^^  +  2b,^z^z^  +  (6,2  -  X)z 
und  daher  nach  §  39,  (12): 


2 
2 


2 
2 
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(40)  1*'^"'    ,^"      .,  =  5« 


^11  ^       ÖIjs 


Da  aber  diese  Gleichung  identisch  in  Ji  gilt,  so  ergibt  sich: 

Bei  einer  orthogonalen  Transformation  des  PunMepaares  (1)  is^ 
nicht  nur,  wie  bei  jeder  linearen  Transformation,  die  Determinante  A, 
sondern  aiich: 

(41)  ^'-a^i  +  ojs 
eine  Invariante. 

14.  Die  Spezies  des  Panktepaares.  Die  Spezies  des  Punkte- 
paares  /"«  0  ergibt  sich  nun  aus  (37)  mit  Rücksicht  auf  (33)  sofort, 
wie  in  4,  und  zwar: 

^  >  0 :  Imaginäres  getrenntes  Punktepaar, 

(42)  ^  <  0 :  Reelles  getrenntes  Punktepaar, 

J.  ==  0,  Ä'^0:  Zusammenfallendes  Punktepaar. 

15,  Küokkehr  zum  HauptHohsenprobleni  der  Kegelsohnitte. 
Das  Hauptachsenproblem  der  Kegelschnitte  §  21,  2  ordnet  sich  der 
Yorstehenden  Entwicklung  6 — 12  unter,  indem  es  sich  dort  darum 
handelt,  das  gemeinsame  Polzweieck  des  unendlich  fernen  Punktepaares 
des  Kegelschnittes  und  des  imaginären  Kreispunktpaares  zu  finden. 

II.  Kapitel. 

Allgemeine  Eoordinatendreiecke. 

§  41.  Die  Gleichung  des  Kegelschnittes  und  ihre  Transformation. 

1«   Allgemeine  Form  der  Gleichung.   In  bezug  auf  ein  Koordi- 
natendreieck E^E^E^  (I  §  28,(1);  (4))  ist  die  allgemeine  Gleichung 
einer  Kurve  zweiter  Ordnmig  in  lau- ,  einer  Kurve  zweiter  Klasse  in  lau- 
fenden Punktkoordinaten  x^,  Xj,  x^:  f enden  Linienkoordinaten  u^^,  «g,  u^: 

(1)      f=f{^l,  ^2>  ^s)  (^')       ^=^(«^17  ^2,  Wj) 


8        S 


8 


*^«*A^i=o.  ^'^y!e^,«,tt,  =  o. 


11                  '  11 

Die  linke  Seite  der  Gleichung,  für  die: 

(2)                 «i,=-%                         (2')  ^ki-^ik 

sein  BoU,  ist  eine  quadratische  Form  der  drei  Koordinaten.*®) 

2.   Die  partiellen  Ableitungen  der  Form.     Wir  bezeichnen  den 

halben  partiellen  Differentialpotienten  von  f  nach  a:^  und  yon  F  nach 
u,  mit  (§  9,  (5);  §  15,  (3)): 
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S  3 

1  I  1 

Alsdann  gelten  die  Identitäten: 

8  a         3  •  3 

111  1 

Ist  die  Ableitung  f^  für  einen  bestimmten  Punkt  x^^"*^  oder  -Fj^  ^^r  eine 
bestimmte  Oerade  u^(")  gebildet,  so  gebrauchen  wir  die  Bezeichnungen: 

(5)  /i<"'=/;w"U,("U,("))       (5')  ^,(-) = F,  («,("),  u,<«),  «,(•)) 

3  8 

1  1 

3.  Die  bilineardn  Formen.    In  bezug  auf  zwei  bestimmte  Punkte 
x^^"'\  ^r/"^  oder  Gerade  tif,^"'\  w/")  setzen  wir  zur  Abkürzung  (§  10,  (9)): 

(6)  /;„-/;„=;^li«H^*<"'>^/">  (6')i^».=i^,«.=^i/e*.«/")«,<-' 


11  11 

3  3  3  3 

11  11 

Diese  hüinea/ren  Formen  gehen  mit  m  =  n  wieder  in  die  quadratischen 
Formen  über: 

(7)  /«,„  = /•(^i""',  ^*n  aJ.^"-)).         i(r)     F„„-i^(u,<"), «,(»),  V")). 

4.  Die  Determinante  der  quadratischen  Form.  Die  Determi- 
nanten^*) (§  9,  (15))  der  quadratischen  Formen  (1)  und  (1'): 

(8)  A^   a,,  (8')  E=   e„ 

sind    infolge    von   (2)    symmetrische    Determinanten   dritten   Grades. 
Daher  ist  auch  für  ihre  Unterdeterminanten  zweiten  Grades: 

(9)  A,  =  ^u-  (9')  E,,  =  E,,. 

5.  Ausführung  der  Transformation.  Zum  Übergang  von  dem 
alten  Koordinatendreieck  E^E^E^  zu  einem  neuen  J^J^J^y  dessen 
Ecken  J^  die  Koordinaten  a;/'")  haben,  dienen  die  Formeln  (I  §  30,  (15)): 

3 

(10)  a;,  =  ;^x,Wy. 


'm- 


Durch  die  Substitution  (1)  geht  die  quadratische  Form  der  alten  Ko- 
ordinaten Xf.: 

a      3 

(11)  f-^^(^ki^k^i 

1       1 
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über  in: 


also  in  eine  quadratische  Form  der  neuen  Koordinaten  y^: 


s 


(12) 


f=2'Z^'^'^'>^»' 


deren  Koeffizienten  nach  (6)  die  Werte  haben: 


(13) 


1  1 


Sie  sind  bäineare  Formen  der  Koordinaten  je  jsweier  Ecken  J^  und  J^ 
des  neuen  Eoordinatendreiecks^  bezüglich  (för  ni'^n)  quadratische 
Formen  der  Koordinaten  einer  Ecke  J^  (vgl  §  39,  4). 

6«  Invarianteneigensohafb  der  Determinante.    Nach  (6)  und  (5) 
kann  man  den  Wert  (13)  auch  in  der  Form  darstellen: 

1  1 

Daher  ist  nach  dem  Multiplikationstheorem  der  Determinanten  (I  Anm.  1, 
V,  2,  (2))  einerseits: 


ht 

i» 

h^ 

bn 

&M 

bn 

= 

hl 

h„ 

K 

(1) 
(>) 


/;(!)  /;(!)  f^ü) 
/;(»)  f^i^)  f^i^) 
/;(3)  /;(»)  /i(») 


1    ' 


(1) 


a;i<»'  Xj(»)  a;,i«) 
«i^  «,(»)  ar,(») 


a;/»)  «,W  ^TjC) 
und  andererseits: 

•/;» /-»(V,'"   =   a„    «..    «» 
7i<"/i<V»<",        ««    «M    ««, 
Durch  Verbindung  beider  Formeln  ergibt  sich  zwischen  den  drei 
Determinanten: 

(16)  ^-1««!,  B=\h,\,  s=k,(')| 

die  Beziehung: 

(17)  B  =  S^Ä, 

Die  Determinante  der  transformierten  Form  ist  das  Produkt  der 
Determinante  der  ursprünglichen  Form  und  des  Quadrats  der  SuJ)- 
stitutionsdeterminante,  oder: 

Die  Determinante  der  quadratischen  Form  ist  eine  Invariante^) 
bei  jeder  Koordinatentransformation  (vgl.  §  22,  (7)). 
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7.  Bezieliung  der  Unterdeterminanten.    Infolge  der  Beziehungen 
(14)  und  (15)  ist  ferner  (I  Anm.  1,  V,  2,  (3)): 


tn^  ii|        fit  j  iif 

fM      /-W 


^*'*'    rc W  a;.("'t)    '  '  fM     fM    ' 


Ä.        "^A-, 


=2''''- 


-      I  ^  ("i)    ^  (^i) 


a 


*i'i 


a 


*ii« 


ai 


a. 


Durch  Verbindung  beider  Gleichungen  folgt,  wenn  m-m^m^^  n-n^w,, 
k'\k^,  llilf  J^  die  Permutationen  (I  Anm.  1,  II,  2): 

(18)  123,    2-31,    3.12 

bedeuten: 


(19) 


B. 


mn 


3         3 


Hier  sind  ^^„,  A^^,  m/'")  die  Unterdeterminanten  der  neuen  und 
alten  Determinante  B  und  A,  sowie  der  Substitutionsdeterminante  S 
in  (16).  Die  w/'"^  sind  zugleich  die  Koordinaten  der  Seiten  i^  des 
neuen  Koordinaten dreiecks  (I  §  30,  (19)). 

8.  Darstellung  der  neuen  Koefflsienten  und  ihrer  Determinanten 
durch  die  alten.  Die  Koeffizienten  &,„^  der  transfoi'mierien  Form  (12) 
und  die  aus  ihnen  g^nldeten  Determinanten  zweiten  und  dritten  Ghrades 
B^^  und  B  drücken  sich  also  durch  die  Koeffizienten  a^^^  der  Ursprung- 
liehen  Form  (11)  und  die  aus  ihnen  gebildeten  Determinanten  A^.^  und 
A  mittels  der  Formeln  aus^^^): 


(20) 


3         3 


1         1 


1         1 


[     B^AS\ 

wo  x^"^^  die  Koordinaten  der  Ecken  J"^,  u^^'^  die  Koordinaten  der 
Seiten  i^  des  dienen  Koordinatendreiecks  uyid  S  die  Substitutiotisdeter- 
minante  ist. 

9.  Eovariante  Funktionen.  Gleichzeitig  mit  der  Form  (11)  der 
Koordinaten  eines  Punktes  soll  die  folgende  Form  der  Koordinaten  v^ 
einer  Geraden  ^^•): 


(21) 


3         3 
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auf  das  neue  Koordinatendreieck  transformiert  werden.  Die  Koeffi- 
zienten dieser  Form  sind  die  Unterdeterminanten  aus  den  Koeffizienten 
^ki  ^^^  gegebenen  Form  (11). 

•     Zur  Transformation  dienen  die  Formeln  (I  §  30,  (16)): 

(22)  Sm,  =2*  "*•""''"" 

1 

WO  v»  die  neuen  Linienkoordinaten  sind.     Danach  wird: 


m 


oder  mit  Rücksicht  auf  (20)  und  Wiederholung  von  (12): 

Beim  Übergang  von  dem  alten  zu^dem  neuen  Koordinatendreieck 
gelten  nebeneinander  die  folgenden  Transformationsformeln : 

3         3  8         3 

(23) 


11  11 


S»J'=S«>i;V^„M,«,-5J.5!5„„t;„r,. 


11  11 


Die  Funktionen  f  und  F  sind  Kovarianten ,  die  sich  je  aus  den 
neuen  Koeffizienten  und  Variabein  ebenso  zusammensetzen  wie  aus 
den  alten. 

10.  Darstellung  der  alten  Koeffizienten  und  ihrer  Determinanten 
duroh  die  neuen.  Die  Auflösungen  der  Gleichungen  (10)  und  (22) 
sind  (I  §  30,  (17);  (18)): 

3  3 

(24)  Äy,„=2M,"")a-,,         i'„  =2^*""' "* ' 

Setzt  man  diese  Werte  in  die  transformierten  Formen  auf  den 
rechten  Seiten  von  (23)  ein,  so  müssen  sich  rückwärts  wieder  die  ur- 
sprünglicben  Formen  ergeben.     Man  erhält  damit: 

s  22  "*'  ^*  ^'  "22  ^-  2  "**"'  ^2 "'""  ^' 

=22  { 22  *""•  "*'"' "'"'  1  -^^  ^' ' 

=22  [  2^2  ^"' » ^*""  ^''"'  1  «* "'  • 

Staude,  Flächen  aweiter  Ordnung.  14 
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(25) 


S^a 


kl 


Durch  Gleichsetzen  der  Koeffizienten  auf  beiden  Seiten  dieser 
GleidiüDgen  folgt  daher: 

Die  Koeffiisienien  der  ursprünglichen  Form  und  die  aus  ihnen  ge- 
bildeten Determinattten  drücken  sich  durch  die  Koeffieienteti  der  trans- 
formierten Form  und  ihre  Beterminatüen  mittels  der  Formeln  aus^^): 

1      1 

1         1 

mit  derselben  Bedeutung  von  Xj^"^^  und  u^'^'^  wie  in  8. 

IL  Transformation  der^urve  aweiter  Klasse.  Die  unabhängig 
von  f  gegebene  Form: 


8       s 


(26) 


F^^^e,,u^u, 


1      1 


geht  mittels  der  Substitution  (22)  über  in: 


S^F 


(w) 


oder  nach  (6'): 
(27) 


1         1 


12.  Übergang  auf  gemeine  Koordinaten.  Für  die  Beziehung 
zwiscben  einem  rechtwinkligen  System  Oxy  und  einem  schiefwinkligen 
O'x'y  gelten  die  Formeln  §  22,  (2);  (3)  und  §  15,  (10);  (11).  Daher 
ist  dann  in  (10)  und  (22)  zu  setzen: 

(28)  U,w-^.,    a:,(»)  =  ft,    ^<»)=yo, 

a:,W=0,      a;g(«)=0,      ar,<»)=l; 
«jW-Aj,      «!<*'  =  A,,      «,W=0, 

(29)  Mj(»)  =  B, ,      M,(«)  =  B, ,      u,(»)  =  0, 

«,«  =  Sx^,  «,(»)  =  S-yo',  «,(»>  -  S. 

Damit  ergeben  sich  aber  mit  a^^',,  Ä'^^  für  6^,,  B^^  aus  (20)  die 
Formeln  §  9,  (20)— (23)  und  aus  (25)  die  Formeln  §  22,  (18).  Ebenso 
gehen  aus  (26);  (27)  mit  6»,  für  e^,  die  Formehi  §  15,  (18)— (20) 
hervor. 
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§  42.  Einteilung  der  Eegelsclmltte  nach  dem  Rang. 

1.  Begriff  des  Banges.  Nach  §  41^  (20);  (25)  ist  jede  der  neuen 
Determinanten  dritten^  zweiten  und  ersten  Grades  B,  B^^,  b^^  eine 
lineare  homogene  Funktion  der  bezüglich  gleichgradigen  alten  Deter- 
minanten Äj  A^f,  a^2  und  umgekehrt.  Verschwinden  daher  alle  alten 
Determinanten  eines  bestimmten  Grades,  so  verschwinden  auch  alle 
neuen  desselben  Grades  und  umgekehrt.  Das  Verschwinden  aUer 
Determinanten  eines  bestimmten  Grades ;  welches  überdies  das  aller 
Determinanten  höheren  Grades  nach  sich  zieht  (I  Anm.  1,  II,  (6);  I,  (4)), 
ist  daher  eine  Tom  Koordinatendreieck  unabhängige  Eigenschaft  der 
Kurve,  die  wir  als  ihren  Bfmg  bezeichnen.  Wir  nennen  nämlich  die 
Kurve  zweiter  Ordnung  §  41,  (1)  (oder  zweiter  Klasse  §  41,  (1'))  vom 
Bange  3,  wenn  die  Determinante  A^O  ist;  vom  Bange  2,  wenn 
A  ^Oy  aber  nicht  alle  ünterdeterminanten  Aj^^  verschwinden;  vom 
Bange  i,  wenn  alle  A^iy  aber  nicht  alle  Elemente  a^^j  verschwinden 
(§18,  1;§19,9). 

Der  Batig  der  Kurve  zweiter  Ordnung  (oder  zweiter  Klasse)  ist 
vom  Koordinatensystem  unabMngig,'^^) 

2«  Bedingung  für  das  Fehlen  einer  Koordinate  in  der  Gleidrang 
der  Kurve.     Die  Kurve: 

S         3 

(1)  f^^^a,,x,x,  =  0 

1  1 

Imt  nach  §  41,  (12)  in  bezug  auf  irgendein  neues  Koordinatendreieck 
J^J^J^  die  Gleichung: 

3  8 

(2)  f--^''^Knymyn-^y      Kn^^  fran^  fnm' 

1  1 

Wir  nehmen  an,  daß  in  dieser  Gleichung  die  Koeffizienten  der 
d^ei  Glieder  verschwinden,  die  y^  enthalten,  also  (§  41,  (6)): 

(3)  f^,  =  0     oder    ^^.Wx.W-O,     m  -  1, 2, 3. 

1 

Aus  diesen  in  den  drei  Größen  /;('>  linearen  homogenen  Gleichungen 
mit  der  nicht  verschwindenden  Determinante  5  (§  41,  (16))  folgt  aber 
(I  Anm.  2,  II,  3): 

8 

(4)  /;(»)  «  0     oder    ^  a„x/')  =  0,     Ä  «  1,  2,  3. 

1 

14* 


212  §  42,  2-8. 

Wenn  umgekehrt  die  Ecke  J,  =  x^^^\  x^^^\  arj^'^  den  drei  Glei- 
chungen (4)  genügt^  so  bestehen  die  drei  Gleichungen  (3)  (ygl.  §  39, 
10).     So  folgt  allgemein: 

Die  notwendige  und  hinreichende  Bedingung  für  das  Fehlen  der 
Koordinate  y^  {m  =  1,  2  oder  3)  in  der  Gleichung  (2)  ist,  daß  die  Ko- 
ordinaten ar/*"),  X2^^\  x^^"^^  der  Ecke  J^  des  neuen  Koordifiatendreiecks 
den  drei  Gleichungen  genügen: 

(5)  /;(^i,^,^,)  =  0,    Ä-  =  l,2,3. 
Ausführlich  lauten  diese: 

a^^x^  +  a^^x^  +  a^^x^  =  0, 

(6)  a^^Xj^  +  a„x^  +  a^^x^  «  0, 

a^x^  +  a^^x^  +  a^x^  =>  0. 

Ebenso  fehlt  die  Koordinate  v^  in  der  transformierten  Gleichung 
der  Kurve  zweiter  Klasse  (§  41,  (27)),  wenn  die  Koordinaten  Uj^'*\ 
u^^^\  M,("*^  der  Seite  /„  des  neuen  Koordinatendreiecks  den  drei  Glei- 
chungen genügen: 

(o)  j;r«„ «,, M,)  =  0,   fc  =  i,2,3. 

3«  Eigentliche  und  nneigentliohe  Kurven.  Im  allgemeinen  gibt 
es  keinen  Punkt,  der  den  Gleichungen  (6)  oder  (5)  genügt.  Falls  es 
aber  einen  solchen  Punkt;  gibt,  so  ist  er  ein  Punkt  der  Kurve  selbst, 
da  nach  §  41,  (4)  identisch: 

3 
1 

Wir  nennen  diiher*^^ 
jeden  den  Gleichungen  (5)  genügen-  jede  den  Gleicliungen  (5')  genügende 
den  Punlct  einen  singulären  Pttnli  |  Gerade  eine  singulare  Gerade  der 
der  Kurve  /*  =  0.  |  Kurve  F  =  0. 

Die  notwendige  und  hinreichende  Bedingung,  daß  die  Glei- 
chungen (6)  keine  Lösung  haben,  ist  aber  Ä=^0,  also: 

Die  Kurven  zweiter  Ordnung  vom '  Die  Kurven  zweiter  Klasse  vom 
Range  3  haben  keinen  singuläroi '  Hange  3  haben  keine  singulare 
Punkt  (§  18,  2).  Linie. 

Sie  heißen  eigentliche  Kurven  zweiter  Ordnung,  bezüglich  Klasse. 

Ihre  Gleicliung  enthält,  auf  welches  Koordinatendreieck  sie  audi 
bezogen  tvird,  stets  alle  drei  Koordinaten. 

Kurven  geringeren  Banges  haben  stets  einen  oder  mehr  singulare 
Punkte,  bezüglich  Linien.  Ihre  Gleichungen  können  in  weniger  als  drei 
Koordinaten  dargestellt  werden.     Sie   selbst  gehören  also  niedrigeren 
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Mannigfaltigkeiten  als  der  Ebene  an  und  heißen  daher  uneigentliche 
Kurven  zweiter  Ordnung,  bezüglich  Klasse. 

4.  Kurven  mit  einem  singolären  Punkt.  Ist  die  Kurve  (1) 
vom  Range  2,  so  daß  A^  0,  aber  nicht  alle  A^^  Null  sind ,  so  gibt 
09  (I  Anm.  2,  II,  (10))  einen  singulären  Punkt,  für  dessen  Koordinaten 
x^  aus  (6)  hervorgeht^'): 

(8)  rr^   \  x^   :  Xj   =  Aj^y  :  A^^^ :  -a^s, 
i  =  1,  2  oder  3. 

Wählt  man  diesen  Punkt  als  Ecke  J,  des  neuen  Koordinaten- 
dreiecks,  also: 

(9)  a;,(»)  -  x,\ 

so  verschwindet  aus  (2)  die  Koordinate  t/g  und  die  Gleichung  der 
Kurve  wird: 

(10)  /•=  h,,y,^  +  26,,y,y,  +  h^y,'  =  0. 

Die  Form  dieser  Gleichung  zeigt  (I  §  71,  (17)): 

Die  Kurve  zweiter  Ordnung  vom  Die  Kurie  zweiter  Klasse  vom 
Range  2  ist  ein  Sirahlenpaar;  ilir  Range  2  ist  ein  Punktepaar;  ihre 
singulärer  Punkt  ist  der  Schnitt-  singtdäre  Linie  ist  die  Verhindungs- 
punkt  der  beiden  Strahlen  (§  19,  3).  linie  der  beiden  Punkte, 

5.  Determinante  und  Unterdeterminante  des  Strahlenpaares. 
Die  Determinante  der  Gleichung  (10),  insofern  sie  als  Gleichung 
zwischen  den  drei  Variablen  y^,  y^,  y^  betrachtet  wird,  ist: 

6ii    6,8   0 

(11)  B  «  ,  6^1    b^   0    -  SM  -  0. 

0     0    0 
Daher  verschwinden  alle  Unterdeterminanten  B^^  bis  auf  die  eine: 

(12)  5«  =    '"    *"  , . 

die  nicht  verschwindet,  da  die  Kurve  vom  Range  2  sein  soll.  Infolge- 
dessen stellt  die  Gleichung  ein  eigentliches  (getrenntes)  Strahlenpaar 
dar.  Umgekehrt  kann  jedes  getrennte  Strahlenpaar  der  Ebene,  indem 
man  die  Ecke  e^g  in  seinen  Doppelpunkt  legt,  durch  eine  Gleichung 
von  der  Form  (10)  mit  B^  +  0  dargestellt  werden.  Daher  ist  auch 
jedes  getrennte  Strahlenpaar  der  Ebene  eine  Kurve  zweiter  Ordnung 
vom  Range  2. 

Infolge  der  Werte  von  B^^  verkürzt  sich  die  zweite   Gleichung 

§  41,  (25)  auf  1")- 

(13)  S'A,,  ==  J?33  x,^')  a:/3)  =  2?33  x,o  x,'. 


214  §  42,  6—7. 

Ist  die  Kurve  (1)  ein  Strahlenpaar,  so  zerfaUeti  die  UfUerdeter- 
minanten  Ä^^  je  in  Bwei  Faktoren  im  Sinne  (13),  wo  x^  die  Koordi- 
naten des  Doppelpunktes  sind. 

Indem  man  diese  Werte  in  die  Form  §  41,  (21)  einfuhrt,  er- 
gibt ßich**®): 

(14)  S*F  =  B„^k2jx,'>T,^u,u,  -  B„  (2  V«*)*- 

11  1 

Für  das  Linienpaar  ist  die  Kovariante  F,  bis  auf  eisten  konstanten 
Faktor y  das  vollständige  Quadrat  einer  lifiearen  Form  (vgl.  §  12,  11). 
Dasselbe  folgt  aus  der  Gleichung  §  41,  (23)  in  der  Form: 

WO  der  Wert  Ton  v^  ans  §  41,  (24)  mit  Rücksicht  auf  (9)   zu  ent- 
nehmen ist. 

6.  KoeffiBienten  und  Koordinaten  der  beiden  StraMen  des 
Strahlenpaares.  Sind  u/  und  ti^'  die  Koordinaten  der  beiden  Geraden 
des  Paares,  so  ist  bis  auf  einen  konstanten  Faktor: 

3         3 

f  =-  (w/a:,  +  u^'x^  +  tig'arj) {u^'x^  +  u^'x^  +  u^'x^  ^^^K^i^iP^i 

und  dementsprechend  ergibt  sich:  '      ' 

Zwischen  den  Koeffizienten  der  Gleidiung  (1)  eines  Stralilenpaares 
und  den  Koordinaten  der  beiden  Strahle>i  des  Paares  bestehen  die  Be- 
ziehungen: 

(15)  aH-=i(«  +  «')- 

7.  Kurven  mit  singulärer  Iiinie.  Ist  die  Kurre  (1)  vom  Range  1, 
so  daß  alle  A^j,  aber  nicht  alle  a^^,  verschwinden,  so  gibt  es  oo^  Punkte, 
die  Punkte  einer  Geraden,  die  den  Gleichungen  (6)  genügen.  Wir 
nennen  diese  Gerade  die  singulare  Gerade  der  Kurve  und  finden  aus 
(6)  für  ihre  Koordinaten: 

(16)  V  :  w^^  :  <  =  a^i  :  a^^ :  a^s; 
Ä  =  1,2  oder  3. 

Wählt  man  auf  dieser  Geraden  die  beiden  Ecken  J^  und  J^  des 
neuen  Dreiecks,  also: 

(17)  ti/^^^t*/, 

so  verschwinden  nach  2  aus  (2)   y,  und  y^,   und  die  Gleichung  der 
Kurve  wird: 

(18)  f^h,,y,'^0. 
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Die  Kurve  zweiter  Ordnung  vom  j  Die  Kurve  zweiter  Klasse  vom 
Bange  1  ist  eine  Doppdgerade^  eth  Bange  1  ist  ein  Doppdpunli,  zugleich 
gleich  ihre  singulare  Gerade,  ihr  singulärer  Punkt  (§  19,  7). 

8.  Determinante  und  Koeffisienten  der  Doppellinie.  Von  der 
Determinante  B  verschwinden  jetzt  alle  Elemente  außer  b^^.  Zugleich 
ist  nach  der  ersten  Gleichung  §  41,  (25): 

(19)  S*«*,-ftn«/"«'/"-6uV«A 

Ist  die  Kurve  eine  Doppelgerade,  so  zerfallen  die  Koeffizienten  a^ 
je  in  zwei  Faktoren  im  Sinne  (19),  wo  u^^  die  Koordinaten  der  Doppd- 
geraden  sind. 

Mit  diesen  Werten  wird  aus  (1)'^®): 

(20;  SV  -  K  22!<  « "  **  ^'  -  *"(2  <  "')'• 

11  1 

Für  die  Doppelgerade  ist  die  Form  f  selbst  ein  vollständiges 
Quadrat. 

9«  Einteilung  der  Kegel  zweiter  Ordnung  und  SHasse  nach 
dem  Bang.  In  derselben  Weise  wie  für  die  Kegelschnitte  §41,  (1);  (1') 
erhält  man  auch  für  die  durch  dieselben  Gleichungen  in  laufenden 
Strahlen-  und  Ebenenkoordinaten  im  Bündel  dargestellten  Kegel 
(I  §  64,  (9');  (10'))  die  Sätze: 

Die  Kegel  zweiter  Ordnung  vom  Die  Kegel  zweiter  Klasse  vom 
Bange  3  hüben  keinen  singulären  Bange  3  haben  keine  singulare 
Strahl,  \  Ebene. 

Der  Kegel  zweiter  Ordnung  vom       Der   Kegel   zweiter   Klasse    vom 


Bange  2  und  1  ist  ein  Ebenenpaar, 
bezüglich  eine  Doppelebene. 


Bange  2  und  1  ist  ein  Strahlenpaar, 
bezüglich  ein  Doppelstrahl. 


§  43.  Gleiolizeitige  Transformation  der  Kurve  zweiter  Ordnung 

und  der  geraden  Linie. 

L  Gleichungen  des  Schnittpunktepaares.  Die  beiden  Gleichungen: 

»         8  I  8         3 

(1)      f^^'2<^ki^k^i-0,  [{V)    F^^k^e,,u,u,^0, 

11  11 


s 


3 

(2')    x»yix,u,^0 


(2)     ti  =  ^«(^^ic^«  0 
1 

stellen  zusammen  das  Paar  von  Punkten,  welche  die  Kurve  zweiter 
Ordnung  f  und  die  Gerade  w,  bezüglich  das  Paa/r  von  Geraden  dar. 
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welche    die   Kurve    zweiter  Klasse  F  und   der   Punkt  x   gemeinsam 
haben. 

Beim  Übergang  zu  einem  neuen  Koordinatendreieck  ändert   sich 
die  Gleichung  (1)  wie  in  §  41,  (12)  in: 

(3)  /•=2^**»-y'»y-  =  ^' 

1  1 

während  die  Gleichung  (2)  übergeht  in  (I  §  30,  (10)): 

s 


(4) 


T 


0, 


wo  v^  den  Wert  §  41,  (24)  hat. 

2.  Invarianteneigensohaft  der  geränderten  Determinante.     Die 

mit   den   Koordinaten    der   Geraden    (2)    geränderte   Determinante^'^ 
der  Kurve  (1)  und  die  entsprechende  für  (3)  und  (4): 


(5)     A^ 


<^n  «18  «18  <*i 

«21  «28  «23  ^ 

«81  «82  «38  ^8 

W,  M,  Ujj  0 


(6)     £^  = 


K 

&1S 

K 

»1 

K 

*M 

K 

»» 

K 

hi 

^88 

P» 

»1 

r» 

'■» 

0 

ist  eine  der  Zusammenstellung  von  Kurve  und  Gerader,  beziehungs- 
weise dem  Schnittpunktepaare  beider  eigentümliche  Konstante.  Durch 
Entwicklung  nach  den  Elementeü  der  letzten  Zeile  und  Kolonne 
ergibt  sich: 

8         8  8^       8 

(7)     ^"  =  -2^^i.«.«;>  («)      ■B'  =  -2^2^m.««".- 

11  11 

Die  negative  geränderte  Determinante  ist  daher  die  Form  i^  in  §  41,  (21): 

(9)  A"  -  —  F. 

Nach  dem  Multiplikationstheorem  der  Determinanten  (I  Anm.  1, 
V,  3,  (2))  ist  wie  in  §  41,  6  mit  Rücksicht  auf  §  41,  (24): 

x/»  a:,^"  x,(''  0     /;(')  /,w  /■,<•)  V, ; 

^    a;/»>  x,(*'  a:,(»)  0  |    ,  /;(«'  /i'»>  /;<«)  p,  ' 
a:/»'  Xj(^'  Xj'"  0  I  "    /;(')  /■,<•"  /iC)  t', 
0      0      Ol! 

I 

X^^'   X,'-'^   X.}'^   0  ' 

,  a:i<''  a-g(*'  Xg'ä)  0  j 
°  !  Xi«')  x,<»)  a;,(»'  0 
0  0       0       0    1 


^1  K  K  «1 

^21      ^22      ^28      ^'2 
^81      ^82      ^33       ^Z 


l 


l\ 


V, 


1        ^2        -3  0 

f7'    U''   U''  ^\ 

U'^  U''  U'^  V, 

f^''  U''  U'^  V, 


«/, 


W, 


U, 


0 


«11     «12     «13      «*1 

I 

«21     «22     «28      ^2  I 
«81     «82     «88      «« 


«1 


«, 


n 


M, 


W< 


ti., 


0 
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und  danach  in  Übereinstimmung  mit  der  zweiten  Gleichung  §  41,  (23): 

(10)  B'  =-  S^A\ 

Die  geränderte  Determhmnie  ist  Simultaninvariante  von  Kurve  und 
Gerader. 

3*  Invarianteneigenschaft  der  Kurve  und  sweier  Geraden.  Be- 
steht   neben    den    beiden    Gleichungen   (1)   und   (2)   auch   noch    die 

Gleichung: 

s 

(11)  „'-2«;a;,  =  0, 

1 
80  liegt  der  Schnittpunkt  der  beiden  Geraden  u  und  u'  auf  der  Kurve  f. 
Bei  der  Transformation  wird  wie  in  (4): 

8 

(12)  »'-^n>v'„y„  =  0. 

1 

Die  mit  den  Koordinaten  der  beiden  Geraden  (2)  und  (11)  ge- 
ränderte Determinante  der  Kurve  (1): 

I  ^11  »12  «13  "i  w/ 
a,i  a^g  ««8  *'2  ^i 

(13)  ^««' «      fl^ai    «85    CTjs    ^8    U^' 

ti^    Wj    Wj    0    0    , 

'  Wi'    M,'    Mj'    0      0      ' 

ist  eine  der  Zusammenstellung  der  Kurve  und  des  Schnittpunktes  der 
beiden  Geraden  eigentümliche  Konstante,  die  sich  nicht  ändert,  wenn 
für  Uy  u  zwei  andere  durch  den  Schnittpunkt  gehende  Gerade  gesetzt 
werden  (I  §  30,  (24');  Anm.  1,  IV,  4).     In  gleicher  Weise  sei: 

(14)  B'''  ^  \hi  h%  ^8  *'i  ^i'l. 

I      •  ■  •  •  • 

Wie  in  2  ergibt  sich,  wenn  S  als  Determinante  fünften  Grades 
dargestellt  wird: 

(15)  B'^'^S^A^^'. 

Die  zweifach  geränderte  Determinante  ist  Himultaninvarianie  von 
Kurve  und  Punkt. 

4*  Entwicklung  der  zweifach  geränderten  Determinante  naoh 
Ponktkoordinaten.  Die  Koordinaten  des  Schnittpunktes  der  beiden 
Geraden  (2)  und  (11)  sind  (I  §  29,  (13))  im  alten  und  neuen  System: 


(16)  x»=i^'":',  6>„-/-^-, 


Uu    u,. 


V        V 
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Ai-,ij,  mmiW,  =  1-23,  2-31,3-12.  Der  an  sich  unwesentliche 
Fttktor  S  ist  hinzugefügt,  um  den  Formeln  §  41,  (24)  zu  entsprechen, 
für  die  nach  dem  Multiplikationstheorem  (I  Anm.  1,  V,  2,  (3)): 


;i}|      f»! 


V        V 


W.     U. 


Damit  gibt  die  Enticicklung  der  Determinanten  (13)  und   (14) 
nach  deti  Unterdeterminanten  der  leiden  letzten  Zeilen  und  Kolomien: 


(17)  ^-'-2?2««^*^.-/"'    ^"^Ä'^^f^-y-y-- 

1      1 
Die  Invarianteneigenschaft  (15)  folgt  daher  auch  aus  der  ersten 
Gleichung  §  41,  (23). 

5.  Entwicklung  der  aweifaoh  geränderten  Determinante  nach 
Iiinienkoordinaten«  Statt  iiach  den  Elementen  der  beiden  letzten 
Zeilen  und  Kolonnen  entwickeln  wir  jetzt  die  Determinante  (13)  nur 
nach  einer  letzten  Zeile  und  Kolonne  und  bezeichnen  zu  dem  Zwecke 
diejenigen  neun  XJnterdeterminanten  yierten  Grades  der  geränderten 
Determinante  Ä**  in  (5),  die  zugleich  die  geränderten  ünterdetermi- 
nanten  -4^,  der  Determinante  A  sind,  mit: 

(18)  ä;;,  =  ;  a,^,^  a,^^  u,^  , 

wo  k  und  l,  wie  bei  (16),  die  Nummern  der  Variationen  l\k^  und  IJ^ 
in  der  Reihe  23,  31,  12  sind.  Entsprechend  bezeichnen  wir  die 
Unterdeterminanten  von  B^  in  (6). 

Die  Entwicklung  der  Determinanten  (13)  und  (14)  gibt  dann: 

8         3  3  8 

(19)    ^««--^Vj.;.,«;«;,  B^-^-y^^yiBzy^K- 


11  11 


Vermöge  der  Transformation  von  dem  einen  Koordinatendreieck 
auf  das  andere  ist  dann  nach  (15),  anschließend  an  §  41,  (23): 

(20)  -sf»  ^  5?  ^« «;  «;  =  ^  V.  b:„  «;  < 


11  11 


identisch  in  bezug  auf  die  beiden  Geraden  Uj^.,  v^  und  u/,  v^ . 

6.  Beziehung  der  geränderten  Determinanten  zueinander.  Setzt 
man  in  der  Identität  (20)  mit  Rücksicht  auf  §  41,  (22);  (24)  ent- 
weder links: 
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(21)  s«;-2^„,(»)r;,     s«/-2<"'< 

oder  rechts: 

(22)  <  -^  «,W  V,       <  -2^/"^  «o 

80  folgt  identisch  in  r^,  v^'  bezüglich  w/,  u/: 


m    ^nBl^vLv' 


und: 


Durch  Gleichsetzen  der  beiderseitigen  Koeffizienten  von  v'^v'^  und 
Uj^til  ergibt  sich  daher  anschließend  an  §  41,  (20);  (25): 

Zwischen  den  geränderten  ünterdeterminanien  zweiten  Grades  Aj^^ 
und  B^^  der  ursprünglichen  Determinante  A  und  der  transformierten  B 
bestehen  die  Beziehungen: 


(23) 


1  1 


1      1 


§  44.   Einteilung  der  Schnittpunktpaare  nach  dem  Range. 

1.  Einführung  der  sohneidenden  Geraden  als  Koordinatenseite. 
Die  auf  das  ursprüngliche  Koordinatendreieck  E^E^E^  bezogenen 
Gleichungen: 

3        8  3 

11  1 

des  Schnittpunktpaares  einer  Kurve  zweiter  Ordnung  f  und  einer 
Geraden  u  erhalten  in  einem  neuen  Koordinatendreieck  mit  den  Ecken 
e/ie/ieTi  dic  Form  §  43,  (3);  (4). 

Nunmt  man  dabei  die  Gerade  u  selbst  als  Seite  i^  des  neuen 
Dreiecks,  so  werden: 

(3)  «,(»)  =  «,,    «,(»>  =  «„    «,W-«, 
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die   alten   und  mit  Rücksicht  auf  §  41,  (24)  und   die  Definition  der 
w^^"»)  in  §  41,  7  (T  Anm.  1,  II,  (6)): 

3 

(4)  fi  =  0,     t',  =  0,    t;,  =2«t(»)«^(»)  =  5 

1 

die  neuen  Koordinaten  der  schneidenden  Geraden. 

Die  Gleichungen  des  Schnittpunktpaares  im  neuen  Koordinaien- 
dreieck  J^J^J^  lauten  daher: 

8         8 

(5)  /•=22*„.y»y„  =  0,        (6)  „  =  Sy,  =  0. 

1       1 

2«  Gleichung  des  Sohnittpnnktpaares  auf  seiner  Geraden.    Für 

alle  Punkte  der  Seite  i^  ist  y^  =  0,  und  sind  y^,  y^  zugleich  Zweiecks- 
koordinaten in  bezug  auf  das  Zweieck  J^J^  (I  §  28,  16). 

Die  Gleichung  des  Sdinittpunktpaares  der  Kurve  f  mit  der  Geraden 
u  lautet  daher  in  Zweiecksioordinaten  in  hezug  auf  das  Ziceieck  J^J^: 

(7)  b,,y,'  +  2b,,y,y,  +  h^y,^  =  0     {b,,  =  /",,) . 

Die  Gerade  u  kann  dabei,  statt  durch  die  Gleichung  (2),  auch 
durch  die  beiden  Punkte  J^  =  a:/^),  J^  =^  x^^^*^  gegeben  sein,  da  die 
Koeffizienten  b^^  direkt  von  a^^  x^^^\  a:/*)  abhängen  (§  41,  (20)).  Man 
erhält  die  Gleichung  (7)  auch  dadurch,  daß  man  in  (1)  die  Parameter- 
darstellung der  Pimkte  a;^  der  Verbindungslinie  der  Punkte  x^^^^  und  rc/'^ 
(I  §  30,  (24))  einführt  (vgl.  §  10,  2).*^) 

3.  Der  Hang  des  Sohnittpunktpaares  nach  seiner  Determinante 
auf  der  Geraden.  Die  Determinante  des  Punktepaares  (7),  sofern  es 
für  sich  in  der  Geraden  J^J^  betrachtet  wird,  ist: 

{PJ  ,         ,        =  ^88  y 

wo  JBgg   der   bereits   §  41,  7  für   die  Unterdeterminanten   von  B  ein- 
geführten Bezeichnung  entspricht,  also  (§  39,  8): 

Das  Punktepaarj  in  dem  die  Kurve  (1)  von  der  Geraden  der  Punkte 
x^"^^  und  Xj^^^  geschnitten  wirdy  ist  ein  getrenntes  Punlctepaar,  wenn: 

(9)  -Bjs  +  0 ; 
ein  Doppdpunkt,  wenn: 

(10)  ^88  =  0,     6ii,  fe^j,  fegi  nicht  alle  0; 
unbestimynt,  wenn: 

(11)  6ii  =  0,     &,2  =  0,     6,2  =  0. 
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4«  Der  Bang  des  Schnittpunktpaares  nach  seiner  Determinante 
in  der  Ebene.  Die  mit  den  Koordinaten  der  Geraden  (6)  geränderte 
Determinante  der  Kurve  (5)  ist  nach  §  43,  (6): 


^1  *11  '^8  0 

(12)                      B'  =  '  **^  ^'''  ^"  ^  , 

;  ^81  hi  hi  s  : 

0  0  s  0  ; 

Ferner  wird: 


=  -  S*B„ . 


(13)    £,/  = 


Nach  §  43,  (10);  (23)  ist  somit: 

(14)  ^«  =  -  5«, ; 

(15) 


(16)  -  ^;,  =  6„x,(»ir/«)  -  26,j«,(')a;/*)  +  «.„ar^t^x/D . 

Danach  sind  A^  und  i?,,  stets  gleichzeitig  Nnll  oder  nicht  Null  und 
verschwinden  alle  Ah  (/j  =  1,  2,  3;  ?  =  1,  2,  3)  immer  dann  und  nur 
dann,  wenn  alle  b^^f  b^2,  b^  verschwinden.^*^) 

Das  Funlicpaar,  in  dem  die  Kurve  (1)  von  der  Geraden  (2)  ge- 
schnitten wird,  ist  daher  na^ch  3  ein  getrenntes  Punktepaar,  wenn: 

(17)  ^"  +  0; 
ein  Doppelpunkt,  wenn: 

(18)  A**  =  0,  aber  nicht  alle  Au  verschwinden  (Je,  l  =  1,2,  3j; 

unbestimmt,  wenn: 

(19)  ^"  =  0  und  alleAk^'i^^O. 

6,  Bedingungen  für  die  Koordinaten  eines  Doppelpunktes.    In 

der  Gleichung  (7)  fehlt  immer  dann  und  nur  dann  die  Koordinate  y^, 
wenn: 

(20)  6^,=/;,  =  0,     6,2  =  /82  =  0 

oder  nach  §  41,  (6): 


3  3 


(21)  2^t<*'^;"  =  o,    2^,<"x;^'  =  o 
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Diese  Gleichungen  bedeuten  aber,  daß  /*/'),  f^'^^,  f^^^  die  Koordinaten 
einer  Geraden  sind,  die  mit  jedem  der  Punkte  x^^^^  und  x^^^  vereinigt 
liegt,  also  die  Gerade  (2)  selbst  ist,  so  daß  mit  einem  Proportionaütats- 
faktor  q: 

(22)  /;<''+(»«*  =  0,    Jc=l,2,S. 

Hierzu  tritt  noch  die  Bedingung  der  vereinigten  Lage  von  X/^^'^  und  u^: 

(23)  ^«,x»(*)  =  0. 

1 

In  der  Gleichung  (7)  des  Sehnittpunk^aares  fddt  immer  dann  und 
nur  dann  die  Koordinate  y^,  wenn  die  Ecke  J^  =  Xj^^^  des  neuen  Drei- 
ecks utUer  Elimination  von  q  den  vier  Gleicliungen  genügt: 

ä 

(24)  /i+(»M»-0,     Ä;=  1,2,3;  (24')       >2u,a:,  =  0 


(25) 


oder  ausführlich  geschrieben: 

a^^x^  +  «ij^jg  +  «13X3  +  p«!  =  0, 

«81^1  +  «22^2  +  ^25^3  +  P^2  =  ^> 
^81  ^1  +  ^2^2  +  «38-^3  +  (>%  =  0, 
H^X^    +  U^X^    +«33^5  =  0. 

Multipliziert  man  die  Gleichungen  (24)  mit  Xj^  und  addiert,  so  folgt 
mit  Rücksicht  auf  (24')  uiid  §  41,  (4): 

Jeder  Punkt,  der  den  Gleichungen  (25)  genügt,  gehört  selbst  dem 
Punktepaar  (1),  (2)  an.  Er  ist  eben  Doppelpunkt  (singulärer  Punkt) 
des  Paares  (§  39,  10). 

6«  Eigentliclie  Punktepaare.  Unter  der  Voraussetzung  (17)  gibt 
es  (§43,(5))  keinen  Punkt,  der  den  Gleichungen  (25)  genügt.  Die 
Gleichung  (7)  enthält  stets  beide  Koordinaten  y^,  y^  und  stellt  ein 
eigentliches  Punktepaar  dar,  wie  schon  unter  4  gezeigt  wurde. 

Wenn  die  Kurve  (1)  eine  Doppellinie  ist,  also  alle  A^^  ver- 
schwinden (§  42,  7),  kann  nach  §  43,  (7)  die  Bedingung  (17)  niemals 
erfüllt  sein. 

EigenÜicJie  Schnittpunktpaare  kommen  nur  bei  den  eigentlichen  Kurven 
zweiter  Ordnung  und  bei  den  getremvten  Linienpaaren  vor, 

7«  Koordinaten  des.  Doppelpunktes.  Unter  den  Bedingungen 
(18)  schneidet  die  Gerade  (2)  die  Kurve  (1)  in  einem  zusammen- 
fallenden  Punktepaar   oder  Doppelpunkt  Xj^,  für   den   die  Auflosung 
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der  Gleichungen  (25)  mit  den  sechzehn  Unierdeterminanten  <^er  Deter- 
minante §  43^  (5)  ergibt: 

(26)  x,^  :  x,^  :x.^'.Q^  AA  :  Ä,\  :  A^  :  A,\, 

k^  1,  2,  3,  4;  der  Punkt  ist  schon  durch  die  drei  ersten  Glieder  der 
Proportion  bestimmt. 

Führt    man   den   Punkt   (26)    als   Ecke   x^^^*^   ein,   so   wird   die 
Gleichung  (7): 

(27)  b,,y,'^0. 
Nach  (26)  ist: 

QX^^    :  QX^"^    :  ()  V    =  P(>     =  ^'i  •  ^«  •  ^8  •  -^44 
und   wegen  der  übergreifenden  Glieder,  wie  x^^x^^  und  x^x^,  bezüg- 
lich Ali  und  ^21  von  der  ersten   zur   zweiten   Zeile,   mit   demselben 
Proportionalitätsfaktor  r  und  für  k,  J  =  1,  2,  3"\): 

(28)  xx;^x,^^Au^i,         (29)    Tfl;,«()-^A,         (30)    xq'^A^I^A. 

Da  für  (27),  die  Bedingungen  (10)  vorausgesetzt,  nunmehr  neben 
(20)  jedenfalls: 

(31)  6,,+0, 
so  folgt  aus  (16): 

und  damit  für  den  Faktor  r  in  (28)— (30): 

(32)  r^-\,. 

Schneidet  die  Gerade  (2)  unter  der  Voraussetzung  (18)  die  Kurve 
(1)  in  zwei  zusammenfallenden  Punkten  x^y  x^,  x^y  so  gelten  für  die 
Unterdeterminanten  der  mit  den  Koordinaten  der  Geraden  (2)  geränderten 
Determinante  der  Kurve  (1)  die  Gleichungen: 

(:33)  ^,1 &na;,V,      (34)  ^A Qh,x,\      (35)  A^-Q^h,,, 

wo  k  und  l  je  =*  1,  2,  3. 

Nach  §  43,  (19)  wird  daher  die  zweifach  geränderte  Determinante: 

(36)  ^-'•'  -  &u22**°^°  «  "  ^"  (2?^»°"*T 

11  1 

his  auf  einen  Faktor  ein  vollständiges  Quadrat,'^^) 

8.  Andere  Form  der  Bedingungen  des  Doppelpunktes.  Für 
die  Determinante  A**^  in  §  43,  (5)  gelten  (I  Anm.  1,  III,  (9))  unbedingt 
die  Formeln: 


t*i      0 
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^    W  AU         —^ 

oder: 

i37)  ^^^-  (.4,"a)»--^-V 

und  ebenso: 

(37)    A>Uii  -  (AÄ)'  -  -  ^"«,»,      ^i? ^M  -  (^r»)»  =  -  ^"«,». 

Setzt  man  daher: 

<38)  .4'''-^i5:+^,l+^,"„ 

so  wird: 

j  A^tA'"  -  [All)*  +  (^",)»  +  (^iS)»  - 4«(H,»  +  V>, 

<  39)  ^,U'«  -  U«i )»  +  (^m)*  +  (A^)'  -  ^-(m,'  +  Ml*) , 

I  A^W"  =  U»i.)*  +  (^»»)*  +  (^m)*  -^-(«1»  +  u,*) . 

Durch  Addition  folgt  daraus  die  identische  Gleichung^): 

+  2(A.:iy  +  2(  ^,'0'  +  2(^  S)«  -  2^«(tt,«  +  u,«  +  u,') . 

Die  Bedingungen  {18)  des  Doppelpunktes  sind  daher  (§  19,  (9))  er- 
setzbar durch: 

(41)  A^^O,     J^'«  +  0. 

9«  Unbestimintes  Punktepaar.  Unter  der  Bedingung  (19)  ist 
das  Schnittpunktpaar  (1),  (2)  unbestimmt,  die  Gerade  (2)  gehört  ganz 
der  Kurve  (1)  an. 

Man  kann  die  Bedingungen  hierfür  auch  \inmittelbar  erhalten. 
Setzt  man  nämlich  unter  der  Voraussetzung  Mg  4=  0  den  aus  (2)  fol- 
genden Wert  von  x^  in  (1)  ein: 

—  2u^(a^^x^  +  a^^x^)  (u^^Xi  +  u^x^)  =  0, 
so  muß  diese  Gleichung  identisch  in  x^  und  x^  gelten,  also: 

«11 V  +  0^33 «1«  -  2ai3M,M^  =  0,     ajot/j^  +  ajji/g*  -  2a,3M2M3  =  0, 

oder: 

(42)  ^2?  =  0,       Ji';  =  0,       ^i'^^O. 

Dies  sind  also  für  Mg  4=  0  die  notwendigen  und  hinreichenden  Be- 
dingungen für  die  ZugehörigTceit  der  Geraden  (2)  zu  der  Kurve  (1). 

Die  sechs  Bedingungen  (19)  sind  überzählige.  Sie  können  übri- 
gens nach  (40)  ersetzt  werden  durch: 

(4B)  ^''  =  0,       ^'"  =  0. 
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10.    AusBohlnß   nnbeBümmter   Funktepaare    bei    eigentliohen 
Kurven.     Wenn  die  Bedingongen  Aki  »0   in  (19)  erfüllt  sind,   ist 
auch  ^«  =  0  (I  Anm.  1,  III,  (7)).    Wenn  aber  ^«  —  0,  so  ist  (I  Anm.  1, 
III,  (17)): 
(44j         •  a,i Ä,\  +  a,,  A^  +  a,«  ^A  +  u^A,\  ^  0, 

für  Je  =  1,  2,  3,  4  und  Ä  =  1,  2,  3,  also  im  PaUe  (19)  für  k  -  1,  2,  3: 

«A^Ä  =  0     oder    Ai\  ^A^^^O, 

dsk  u^,  u^y  u^  nicht  alle  drei  verschwinden.    Daun  ist  aber  wieder  nach 

(44)  für  k  =  4: 

Wjk-iu  =  0     oder     -4u  =  -4  =  0. 

TFiwn  daA^  die  newn  ünterdeterminanten  Ajn  (*,  Z «  1,  2,  3)  von 
A*^  alle  verscfitmnden,  so  verschmnden  auch  die  seclis  ünterdeterminanten 
AkA,  ^4*  (i  =•  1,  2,  3),  sowie  A^^  «=  A. 

Eine  eigentliche  Kurve  (1)  (^  +  0)  kann  daiier  niemals  die  Gerade 
(2)  ganz  enthalten. 

§  45.   Tangenten  und  Oleichnngen  in  Linienkoordinaten. 

1.  Einfache  und  inzidente  Tangenten.  Eine  Gerade,  die  die 
Kurve  zweiter  Ordnung  in  einem  zusammenfallenden  Punktepaar  (Doppel- 
punkt) schneidet,  heißt  eine  {einfache)  Tangente  und  der  Doppelpunkt 
selbst  ihr  BerührungspunJkt.  Eine  Gerade,  die  der  Kurve  ganz  angehört, 
kann  als  eine  inzidente  Tangente  bezeichnet  werden;  alle  ihre  Punkte 
sind  Berührungspunkte. 

Wenn  dual  das  durch  einen  Punkt  gehende  Strahlenpaar  einer 
Kurve  zweiter  Klasse  in  einen  Doppelstrahl  zusammenfallt,  so  heißt 
der  Punkt  ein  (einfacher)  Berüfirungspunld  und  der  Doppelstrahl  selbst 
seine  Tangente.  Ein  Punkt,  dessen  sämtliche  Strahlen  der  Kurve  an- 
gehören, kann  als  inzidenter  Berührungspunkt  bezeichnet  werden;  alle 
seine  Strahlen  sind  Tangenten. 

Der  Inbegriff  aller  Tangenten  w^  der  Kurve  zweiter  Ordnung: 

8        8 

(1)  f-^'^^ki^k^i-O 

1     1 

ist  nach  §  44,  (18)  durch  die  Bedingung: 

3        3 
1  1 

gekennzeichnet.^*^) 

3.  Beziehung  zwisohen  Tangente  und  Berührungspunkt.  Zivi- 
sehen  der  Tangente  u^  und  dem  Berührungspunkt  Xj^,  bezüglich   den 

Stande,  Flftchen  zweiter  Ordnung.  15 
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Berührungspunkten^  bestehen  nach  §  44^  (24),  (^"^O  ^i^  ^^^^  Gleichungen: 

s 

(3)  /i  +  e«,  =  0,    i-1,2,3;  (3')    ^m^x^-O. 

1 

Ist  die  Gerade  u^  gegeben,  so  bestimmt  man  hieraus  nach  §  44,  7 
unter  Elimination  Ton  q  den  Berührungspunkt  x^ .  Seine  Koordinaten 
sind  für  eine  einfache  Tangente: 

(4)  x^:x^:x^^  Ak\  :  ^«  :  Äi% , 

wo  Je «  1,  2,  3,  4  sein  kann  und  bei  k  ^4  mit  einem  Proportionalitats- 
faktor  o  sich  ergibt: 

(5)  6X^  =  ^^4  =  —  ^u«*i  +  ^«w,  +  AsUj  . 

Für  eine  inzidente  Tangente  haben  die  Koordinaten  Xj^  nur  der  Glei- 
chung (3')  zu  genügen. 

Ist  ein  Punkt  Xj^  der  Kurve  als  Berührungspunkt  gegAen,  so  folgt 
aus  (3)  für  die  Koordinaten  der  Tangente: 

(6)  Wi:t«,:w8  =-/;  :^j:/'3     oder     tu^==  a^^x^  +  a^^x^  +  üj^^x^. 

Dann  ist  die  Bedingung  (3')  nach  §  41,  (4)  schon  dadurch  erfüllt,  daß 
Xj^  auf  der  Kurve  liegt. 

Die  Gleichung  der  Tangente  der  Kurve  (1)  im  Punkte  x^  ist  daher 
(§  10,  (17)): 

(7)  .    A%  + /i"^  + /i"^.  -  0 . 

Von  den  Gleichungen  (5)  und  (6)  stellen  die  einen  die  Auf- 
lösungen der  andern  dar. 

3.  Tangenten  der  eigentliohen  Enrven  zweiter  Ordnung.  Die 
eigentlichen  Kurven  zweiter  Ordnung  -4  +  0  haben  nach  §  44,  10  nur 
einfache  Tangenten.  Diese  genügen  der  Gleichung  (2)  und  bilden 
demnach  eine  Kurve  zweiter  Klasse  (§  41,  (1')),  die  wegen: 

(8)  |^,.|-^»  +  0 

ebenfalls  eine  eigentliche  (§  42,  3)  ist. 

Jede  eigentliche  Kurve  aweiter  Ordnung  ist  au>ch  eigentliche  Kurve 
zweiter  Klasse  und  umgekehrt  (§  18,  7). 

Die  Werte  von  X;^  und  m^  in  (5)  und  (6)  können  f ür  ^  +  0  nie- 
mals gleichzeitig  verschwinden,  also: 

Bei  den  eigentlichen  Kurven  zweiter  Ordnung  oder  Klasse  gehört 
zu  jedem  Punkt  der  Kurve  eine  bestimmte  Tangente  und  zu  jeder  Tan- 
gente ein  bestimmter  Berührungspunkt, 

4«  Tangenten  des  Linienpaares.  Beim  Linienpaar  wird  aus  (2) 
nach  §  42,  (14): 


§  46,  4-5.  227 

8 


(9)  S»2}^A„u,u,  =-  i5„ {yix<>uy=  0 , 

11  1 

wo: 

die  Koordinaten  des  Doppelpunktes  des  Linienpaares  sind  (§  42,  (8)). 

Der  Inbegriff  aller  Tangenten  deckt  sich  also  mit  dem  StrahJbüschel 
an  diesem  Doppelpunkt 

Unter  Weglassung  des  Quadrats  in  (9)  kann  man: 

8 

(11)  ^Xj^Uj^ ^  0  oder:  —  ^A  =  ^in«i+  ^ki'^  +  ^w^s  « 0,  Ä;  =  1, 2, 3 

1 

als  Gleichung  des  Doppelpunktes  in  Linienkoordina,ten  ansprechen. 

Da  fiir  eine  einfache  Tangente  nur  ein  Berührungspunkt  yor- 
handen  ist,  den  Gleichungen  §  44,  (25)  aher,  wenn  A  ^0  ist,  durch 
die  Werte  (10)  in  Verbindung  mit  p  «=  0  genügt  wird,  so  fällt  mit: 

(12)  ^A  :  Äk%  :  ^A  ==  Ai  •  ^*s  •  ^*8 

der  Berührungspunkt  (4)  der  einfachen  Tangente  stets  in  den  Doppel- 
punkt (10)  des  Linienpaares. 

5.  Inzidente  Tangenten  des  Linienpaares.  Für  die  beiden  Ge- 
raden des  Linienpaares  selbst  verschwinden  nach  §  44,  (19)  alle 
Au  (fc,  ?  «  1,  2,  3).    Die  Gleichung: 

(13)  -  AA  =  agj  V  +  «88^^  —  Sa^sWsWg  «  0 

stellt  aber  für   sich   aUein   ein   getrenntes  Punktepaar  auf  der  Seite 
J^J^  dar,  falls: 

(14)  Al  =  0220^38-021  +  0, 

also  der  Doppelpunkt  (10)  nicht  auf  der  Seite  J^J^  liegt. 

Das  Linienpaar  wird  durch  zwei  Gleichungen  in  Linienkoordinaten 
ausgedrückt^  die  Gleichung  (11),  die  den  Doppelpunkt,  und  eine  der  drei 
Gleidiungen  (§  19,  (18)): 

(15)  ^U=0,       ^2^  =  0,       ^38  =  0, 

deren  jede  die  Schnittpunkte  des  Linienpaares  mit  einer  der  drei  Koordi- 
natenseitefi  darstellt 

Für  die  Koordinaten  der  beiden  Geraden  des  Paares  erhält  man 
aus  (13): 

ti,  :  t/j  =  a^a  +  a  :  a^^  =  «„  :  ttgj  —  a,       a^  =  —  ^^ , 

und  damit  aus  (11)  mit  A*  =  1  (I  Anm.  1,  II,  (6)): 

(15')  Wi  :  w,  :  «^8  =  ^31  —  >i'*  «  :  0^28  +  «  •  ^88  ? 

-^11 

lö* 
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WO  für  die  Quadratwurzel  aus  a  das  eine  oder  andere  Vorzeichen  zu 
nehmen  ist.  Nach  §  19,  (6)  haben  Ä^^^,  A^,  Ä^y  soweit  sie  nicht 
verschwinden,  dasselbe  Vorzeichen. 

6.  Die  Doppelgerade.  Bei  der  Doppelgeraden  sind  nach  §  42,  7 
alle  A^^ »  0/  ist  also  nach  (2)  jede  Gerade  der  Ebene  eine  Tangente. 
Für  die  Doppelgerade  m^^  selbst  sind  nach  §  44,  (19)  alle  J./5  =  0. 
Da  aber  (13)  nach  §  42,  (19): 

(16)  -  S'A,\  «  6,,  ««3  -  u,^u,y  -  0 

ein  Yollständiges  Quadrat  wird  und  den  Schnittpunkt  der  Doppel- 
geraden mit  der  Seite  E^E^  des  Eoordinatendreiecks  darstellt,  so 
wird  die  Doppdlinie  durch  zwei  von  den  Gleidmngen  (15)  ausgedrückt^ 
die  die  Verhältnisse  ihrer  Linienkoordinaten  eindeutig  bestimmen. 

7.  Gleichung  des  Sohnittpunktpaares  in  lonienkoordinaten.  Die 
Bedingung,  daß  der  Schnittpunkt  der  beiden  Geraden  u^  und  u/  auf 
der  Kurve  (1)  liegt,  lautet  nach  §  43,  (17): 

(17)  ^««'  =  0 
oder  in  anderer  Form  nach  §  43,  (19): 

(18)  yisiA:,u,'u;^o. 


A^i 

^12 

4  ** 

AA 

-^22 

^28       = 

1 

«(^")^0-0. 

4  ** 

4  ** 
-^82 

^38 

Hält  man  nun  die  Gerade  u^  fest,  so  ist  dies  die  Bedingung  dafür,  daß  die 
laufende  Gerade  u^^'  durch  einen  Schnittpunkt  der  Kurve  und  der  Geraden 
u^  geht  oder  die  Gleichung  des  SchnittpiinJctpaareSj  in  dem  die  Kurve  (1) 
von  der  Geraden  m^  geschnitten  unrd,  in  laufenden  Strahlenkoordinaien  «/. 
Die  Gleichung  (18)  stellt  in  der  Tat  eine  Kurve  zweiter  Klasse 
vom  Range  2  dar,  weil  die  Determinante  (I  Anm.  1,  HI,  (8)): 

(19) 

8.  Gleichung  des  Berührungspunktes  in  Linienkoordinaten. 
Ist  die  Gerade  m^  Tangente  der  Kurve  (1),  so  wird  die  Gleichung  (18) 
nach  §  44,  (36)  gleichbedeutend  mit: 

(20)  (2^,°<f=0, 

1 

WO  x^^  die  Koordinaten  des  Berührungspunktes  sind.  Die  Gleichung 
(17)  oder  (18)  atellt  also  dann  den  Beriünungspunkt  der  Tangente  ti^ 
in  laufenden  Koordinatoi  w^'  dar.  Er  erscheint  dabei  als  Kurve  zweiter 
Klasse  vom  Range  1. 
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m.  Kapitel. 

Polardreieoke  und  Berülirungsdreieoke. 
§  46.   Polardreieck  und  Qnadratdarstellung. 

• 

1.  Harmonische  Pole.  Das  Schnittpunktpaar  der  Kur^e  §  44,  (1)  mit 
der  Verbindungslinie  der  beiden  Punkte  x^^^^  und  a;^^*^  hat  nach  §  44,  (7) 
in  Zweieckskoordinaten  y^,  y^  in  bezug  auf  diese  Punkte  die  Gleichung: 

Nach  §  40,  (3)  ist  daher: 

die  Bedingung  dafür,  daß  die  Punkte  Xj^'^^  und  Xj^^^  zu  dem  Schnitt- 
punktpaar harmonisch,  also  harmonische  Pole  der  Kurve  sind. 

Die  Theorie  der  harmonischen  Pole  omd  ihre  Folgerungen  finden 
daher  in  Dreieckskoordhiaten  x^,  x^,  x^  formal  denselben  Ausdruck  wie 
in  homogenen  gemeinen  Koordinaten  Xy  y,  t,  wo  ebenfalls  die  Bedingung 
§  11,  (8)  den  Ausgangspunkt  bildete.  Es  bedarf  daher  nur  der  An- 
gabe der  bezüglichen  Formeln  in  Dreieckskoordinaten  (§  11, 5;  §  17,  !)• 
In  bezog  auf  die  Kurve  zweiter  In  hezug  auf  die  Kurve  zweiter 
Ordnung  §  41,  (1):  Klasse  §  41,  (1'): 

S        3  3        8 

(1)  f-^'^i^^ki^k^i-^  (O     F^'^k^e,,u,u,^0 

11  11 

sind  zwei  Punkte  Xj^^^  und  Xj^^^.  |  sind  zwei  Gerade  u^^^  und  u^^ 
harmonische  Pole  unter  der  Be- '  harmonische  Polaren  unter  der  Be- 
dingung: '  dingwng: 

(2)  /;,  -^^f^'W  ^  (2')         F,,  ^^^F.^'W 

1  1 

1  1 

3.   Koordinaten  der  Folarelemente.    In  bezug  auf  (1),  bezüglich 
(1')  sind  ferner  (§  11,  (21);  (26);  §  17,  (8);  (9))  die  Koordinaten 
der  Polare  eines  Punktes  x^:  des  Poles  einer  Geradefi  m,; 

3  3 

(3)  QU,  « /;  -^a,,x, ;  (3')      ex,  =  F,  -^e^.u,', 

1  1 

des  Poles  einer  Geraden  u^:  der  Polare  eines  Punktes  x^: 

3  8 

(4)  Qx,  »  F,  ^^Ä,,u, .  (4')       au,  ^  f,  ^^iE,,x, . 
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3.   Konjugierte  Elemente.    Weiter  ist  (§  11,  (9);  §  17,  (3)): 

(5)  n,-^^f,'W  (5'^      F,,^^tF,(')u<^ 

I  1 

SS  »       s 

II  11 

die  Bedingang  f&r  etcei  konjugierte  die  Bedingung  für  eurei  konjugierte 
Punkte  Xj^^)  jond  x;^'^  oder  (§  11,  (15)  Gerade  u^^^)  und  u^^  oder  (§  17,  ;6)) 
die  Gleidiung  der  Polare  des  Punktes  ■  die  CHeichung  des  Poles  der  Geraden 
XjI^^^  in  laufenden  Koordinaten  a;/*);  w^^*^  in  laufenden  Koordinaten  u^^'^: 

(6)  ^,, -2^*'''«***'  (^')      /i« -^*/'*'"'*'*' 

I  1 

II  11 

die  Bedingung  fQr  zwei  konjugierte  die  Bedingung  für  zwei  konjugiepie 
Gerade  «/*>  und  u^^^  (§  11,  (28))  PwwAff  x^^^^  und  a:;k<*>  (§  17,  (11)) 
oder  die  Gleichung  des  Poles  der  oder  die  Gleichung  der  Polare  des 
Geraden  u^^^  in  laufenden  Linien- '  Punktes  x^^^  in  laufenden  Punkt- 
koordinaten w^W  (§  11,  (27)).  .koordinaten  x;^^  (§  17,  (10)). 

4«  Eigentliche  Kurven  zweiter  Ordnung  und  Klasse.  Die  Glei- 
chungen der  eigentlichen  Kurve  zweiter  Ordnung  und  Klasse  lauten 
nach  §  18,  (9);  (10)   in  Punkt-  und  Linie^ikoordinateti^  (mit  Cj^^^  A^^ 

8       8  s       s 

11  11 

Von  den  Gleichungen  zwischen  den  Koordinaten  von  Pol  und  Polare 
(3),  (4),  (3-),  (4-): 

3  S 

(8)         QU,  ==  /;  =-^a,,x,  (8')       cfx,  =  F,  =2^*/^* 

1  1 

sind  (§  18,  9)  mit  qö=^ä  die  einen  die  Auflösungeti  der  andern. 

Die  Bedingungen  (5),  (G),  (5"),  (6')  der  konjugierten  Putikte  und 
Gerolden  ziehen  sich  auf  zwei  zusammen: 

1  11 

(9')  F,,  -Jli^,"'«,^»'^^^^,,^"«/*''». 

1  11 
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5.  Die  uneigentliohen  Knrven  sweiter  Ordnung  oder  Klasse. 
Die  uneigentUcken  Kurven  zweiter  Ordnung  sind  nicht  zugleich  Kurven 
zweiter  Klasse  (§  19^  1).  Es  gelten  daher  nur  die  links  stehenden 
Formeln  (1) — (6)  ohne  Beziehung  zu  den  rechts  stehenden.  Das  Um- 
gekehrte gilt  für  die  uneigentlichen  Kurven  zweiter  Klasse.  Charakte- 
ristisch für  alle  diese  Kurven  ist  das  Auftreten  unbestimmter  Polardemente. 


Punkte  unbestimmter  Polaren,  den 
Gleichungen: 


Gerade  unbestimmten  Poles,  den 
Gleichungen: 


(10)  ^o*,x,  =  0  ;(10')  ^e,,u,=  0 

1  '  1 

genügend^  sind  beim  Geradenpaar !  genügend^  sind  beim  Punktepaar  die 
der  Doppelpunld;  (§  20,  (57)),  bei  j  Doppelgerade,   beim    Doppelpunkt 
den  Doppelgeraden  alle  Punkte  der  alle  Geraden  der  Kurve. 
Kurve. 


Gerade  unbestimmten  Poles: 


Punkte  unbestimmter  Polare: 


(11)  ^^««,  =  0  (110  ^E„x,^0 


sind    beim    Geradenpaar   alle    Ge- 
raden durch  den  Doppelpunkt  (§  20, 


sind  beim  Punktepaar  alle  Punkte 
auf  der   Doppelgeraden,   bei   dem 


(58)),  bei  der  Doppelgeraden  alle  |  Doppelpunkt  alle  Punkte  der  Ebene. 
Geraden  der  Ebene. 

6»  Folsweieoke  und  Quadratdarstellung  des  Sohnittpunktpaares. 
Zwei  getrennte  harmonische  Pole  bilden  ein  Polzweieck  der  Kurve  (1), 
zwei  getrennte  harmonische  Polaren  ein  Pola/renzweiseit  der  Kurve  (1'). 

Da  die  Bedingung  (2)  der  harmonischen  Pole  gleichzeitig  das 
Fehlen  des  Produktgliedes  in  der  Gleichung  §  44,  (7)  ausdrückt,  so 
ergibt  sich  (§  40,  (4)): 

Die  Gleichung  des  Schnittpunkt- '  Die  Gleichung  des  Tangenten- 
paares  einer  Geraden  mit  der  Kurve !  paares  von  einem  Punkt  an  die 
(1)  erhält  immer  dann  und  nur  \  Kurve  (1')  erhalt  immer  dann  und 
dann  die  rein  quadratische  Form:  \  nur  dann  die  rein  quadratische  Form: 

(12)     /•uyi*  +  A2y2*  =  o,  1(12')   Fi,v  +  2^«V  =  o, 

wenn  die  auf  der  Geraden  liegenden  wenn  die  durch  den  Punkt  gehenden 


Punkte  x^'^\  Xfj^\  auf  die  sich  die 
Zweieckskoordinaten  y^,  y^  beziehen, 
ein  Polzweieck  der  Kurve  bilden. 


Geraden  Uj^^\  u,^^\  auf  die  sich  die 
Zweiseitskoordinaten  v^,  v^  beziehen, 
ein  Polarenzweiseit  der  Kurve  bilden. 


Nach  §  40,  3  gibt  es  auf  jeder  Geraden,  die  nicht  ganz  der  Kurve 
(1)   angehört,   oo^  Polzweiecke.     Ist   das   Punktepaar   ein   getrenntes, 
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gehört  keine^  ist  es  ein  zusammenfiUlendes,  gehört  eine  Ecke  des  Pol- 
zweieckfi  der  Kurve  an. 

7.  Begriff  des  Poldreieoka  und  Polarendreieek&^^ 

I.  Ein  Dreieck  ist  ein  Poldreieck  I'.  Ein  Dreiseit  ist  ein  Polaren- 
der  Kurve  (1),  wenn  jede  seiner  \  dreiseit  der  Kurve  (l'),  tcenn  jede 
Ecken  harmonischer  Pol  jeder  der, seiner  Seiten  harmonische  Polare 
beiden  andern  ist.  jeder  der  beiden  atidem  ist. 

Aas  §  11,  7  und  §  17^  3  ergibt  sich  dann  die  weitere  charakte- 
ristische Eigenschaft: 

II.  Bei  einem  Poldreieck  ist  jede]  II'.  Bei  einem  Polarendreiseit  ist 
Seife  die  Polare  der  gegenüberliegen-  jede  Ecke  der  Pol  der  gegeniAer- 
den  Ecke.  liegenden  Seite. 

8.  Konstraktion  eines  Poldreiecks.  I.  Um  ein  Poldreieck  J^J^J, 
zu  konstruieren,  nimmt  man  einen  Punkt  J^,  der  nicht  auf  der  Kurve 
liegt,  dessen  Polare  i^  also  nach  §  11,  9,  I  nicht  durch  J^  geht;  auf 
dieser  nimmt  man  wieder  einen  Punkt  J^  an,  der  nicht  auf  der  Kurve 
liegt  (vgl.  jedoch  unten  13)/  dessen  Polare  i^  also  nicht  durch  J^j 
aber  nach  §  11,  14,  II  durch  J^  geht.  Der  Schnittpunkt  Jj  von  i^ 
und  ig,  dessen  Polare  tj  nach  §  11,  14,  II  durch  J^  und  J^  geht,  bildet 
mit  «7*1  und  J^  ein  Poldreick. 

Nach  §  11,  8  ist  in  einem  der  Kurve  einbeschriebenen  vollstän- 
digen Viereck  die  VerbindungsKnie  zweier  Nebenecken  die  Polare  der 
dritten  (in  Fig.  54  Ü^-Bj  Polare  von  P^y^P^^  von  R^,  A-^i  ^^^  ^v 
P^R^R^  ein  Poldreieck). 

II.  Die  drei  Nebenecken  eines  der  Kurve  einbeschriebenen  voUstän- 
digen  Vierecks  bilden  ein  Poldreieck. 

9.  Foldreieok  und  Quadratdarstellung  der  Kurve.  Transfor- 
miert man  die  Gleichung  (1)  auf  ein  neues  Koordinatendreieck  JiJ^Ji, 
so  sind  die  Bedingungen,  daß  in  der  transformierten  Gleichung  §  42,  (2) 
die  Produktglieder  fehlen,  nämlich: 

(13)  h„  =  f^  =  0,        6,x=/-„  =  0,        fei,  =  /i,  =  0, 

nach  (2)  gleichzeitig  die  Bedingungen,  daß  die  neuen  Ecken  x^^^\xjl^^\x^^^^ 
ein  Poldreieck  bilden. 

Die  Gleichung  der  Kurve  zweiter  \  Die  Gleichung  der  Kurve  zweiter 
Ordnung  (1)  erhält  immer  dann  wwrf.  Klasse  (1')  erhcUt  immer  dann  und 
nur  dann  die  rein  quadratische  Form:  nur  dann  die  rein  quadratische  Fonn: 

(14)  r  -  tuVr' +  fny,'  (14')     F  ^  F,,v,' +  F,^v^* 
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tcenn  das  KoordifuUendreieck,  auf 
dds  sich  die  Koordinaten  yj^  heziehen, 
ein  Poldreiech  ist}^^) 

Die  Determinante  der  Form  (14): 

in    0  0 

(15)  B^    0      6«  0 

0  0  & 
hat  die  ünterdeterminanten: 


wenn  das  Koordinaiendreiseit^  auf 
das  sich  die  Koordinaten  t;^  heziehen^ 
ein  PoTaroidreiseit  ist 


'38 


—  C^i^OgS^SS; 


K  =  fkiy 


(16)        -Bu«&22^S3; 


-^22  ~"  ^88^11; 


-^8«  ~  ^11  ^22  ? 


^28  =  -^81^^12  =  ö- 


In  bezog  anf  ein  Poldreieck^  in  bezug  auf  das  die  Form  f  die 
Gestalt  (14)  hat,  erhält  daber  nach  §  41,  (23)  die  kovariante  Form 
F  (§  41,  (21))  die  Gestalt: 


(17) 


S'F^B,,v^^  +  B,,v,^  +  B,^v, 


2 


10.  Folardreiecke  der  eigentliohen  Kurve  zweiter  Ordnung 
und  Elasse.  Bei  der  eigentlichen  Kurve  ist  jedes  Poldreieck  zugleich 
Polarendreiseit  und  umgekehrt,  da  die  Erklärungen  7,  II  und  II'  nach 
§  18,  9  dasselbe  besagen.  Wir  nennen  das  sich  selbst  duale  Gebilde 
ein  Polardreieck.    Aus  7  und  8  geht  dann  hervor: 

L  Je  zwei  Eckeyi  und  ebenso  je  zwei  Seiteti  eines  Polardreiecks  sind 
einander  konjugiert. 

11.  Jede  Ecke  ist  der  Pol  der  gegenüberliegenden  Seite  ^  jede  Seite 
die  Polare  der  gegenüberliegenden  Ecke. 


Fig.  109. 


Fig.  110. 


III.  Die  drei  Nebenecken  JiJ^J^\  III'.  Die  drei  Nebenseiten  i^i^i^ 
eines  der  Kurve  einbeschriebenen  eines  der  Kurve  umheschriebenen 
vollständigen  Vierecks  bilden  ein  \  Vierseits  bilden  ein  Polardreieck 
Polardreieck  (Fig.  109).  (Fig.  110). 
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IV.  Jeder  durch  eine  Ecke  eTj  |  IV'.  An  jedem  auf  einer  Seite  i^ 
eines  Polardreiecks  gehende  Strahl ,  eines  Polardreiecks  liegenden  Punkte 
p  wird  von  der  gegenüberliegenden  i  P  sind  diese  Seite,  die  Verbindungs- 
Seite  i^  und  der  Kurve  harmonisch  Mniemü  der geg€niä}erli^inden  Ecke 
geteilt  (Fig.   109   R,  S  zu   J^,  Q  und  die  beiden  Tangenten  der  Kurve 


harmoniscli). 


harmonisch  (in  Fig.  109  r,s  zu  i^,  q 
harmonisch^ 


r^o 


Die  Polare  i^  irgendeines  der  oo*  nicht  auf  der  Kurve  liegenden 
Punkte  Jj  der  Ebene  schneidet  nach  §  11^  9  und  §  10,  3  die  Eurre 
in  zwei  getrennten  Punkten  S^,  S^y  und  zu  diesen  gibt  es  nach  §  40^  3 
oo^  Paare  harmonischer  Pole  J^,  J^,  deren  keiner  auf  der  Kurve  liegt. 
Aus  8y  I  ergibt  sich  daher: 

V.  Die  eigentliche  Kurve  zweiter  Ordnung  und  Klasse  besitzt  oo* 
(reelle)  Polardreiecke, 

VL  Keine  Ecke  eines  Polardreiecks  kann  ein  Punkt,  keine  Seite 
eine  Tangente  der  Kurve  seihst  sein. 

VII.  Die  Gleichungen  (7),  (7')  der  Kurve  in  Punkt-  und  Linien- 
koordinaten  nehmen  in  bejsug  auf  ein  Polardreieck  die  zusammengehörigen 
Formen  an: 

(18)  /"==6iiV  +  M.'  +  &s3y»'  =  o, 

(18-)  S^F  «  JB,,  V  +  ^2^2*  +  ^W  =  0 . 

Nach  §  42,  1  folgt  mit  Rücksicht  auf  (15)  und  (16)  und  im 
Einklang  mit  10,  VI: 

VIII.  Keiner  der  beiden  Koeffizienten  ftj^*  ^^  ^tk  ^'^w**  ^^^^ 
schwinden. 

11.    Foldreieoke    der    Linienpaare. 

Da  beim  Linienpaare  /"  =«  0  nach  §  19, 4, 1 
die  Polaren  aller   nicht  auf  der  Kurve 
liegenden  Punkte  durch  den  Doppelpunkt 
geben,  fäUt  der  Punkt  J^  in  der  Kon- 
struktion 8, 1  stets  in  den  Doppelpunkt, 
der    seinerseits    zu    jedem    Punkte    der 
Ebene,    also    auch   zu   den  in    8,  I    be- 
nutzten Punkten  J",  und  J^  konjugiert  ist. 
Die  Punkte  J^,  J^  können  als  zwei  harmo- 
nische Pole  gelten,  die  auf  einer  belie- 
bigen, nicht  durch  den  Doppelpunkt  gehenden  Geraden  liegen  (Fig.  111). 
I.    Das   Linienpaar    besitzt   oo',      I'.    Das  Punktepaar  besitzt  (x>^ 
Poldreiecke.  i  Polarendreiseite. 


Fig.  111 
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II.  Die  eine  Ecke  fallt  stets  in 
den  Dappdpunkt,  die  beiden  andern 
sind  zwei  nicht  auf  der  Kurve  lie- 
gende harmonische  Pole. 


II'.   Bie  eine  Seite  fäUt  stets  in 
die  Doppelgerade,  die  beiden  andern 
sind  zwei  nicht  durch  einen  Funkt 
des    Polares    gehende    harmonische 
'  Polaren. 
Da  Jj  auf  der  Kurve  liegt,  yerschwindet  in  (14)  ftj,  =»  /"g,,  wäh- 
rend &^,  und  &22  laicht  verschwinden,  da  nicht  alle  Unterdeterminanten 
(16)  verschwinden  können  (§  42,  1). 


IIL  Die  Gleichung  der  Kurve 
(1)  wird  in  hezug  auf  ein  Pol- 
dreieck: 

(19)    f  -  fny,' +  fnV»' =  0 . 


Iir.  Die  Gleicliung  der  Kurve 
(1)  wird  in  bezug  auf  ein  Polaren- 
dreieck: 

(19')   jp=jf;,v  +  ^2«V  =  0- 

IV.  Keiner  der  Koeffizienten  f^^,  f^^  (-fii>  F^t)  kann  verschwinden. 
Die  kovariante  Form  (17)  des  Linienpaares  f  wird  gleichzeitig: 

(20)  S*F^B^v,*. 

12.  Foldreieoke  der  Doppellinien.  Da  bei  der  Doppellinie  nach 
§  19,  7  die  Polare  jedes  Punktes  in  die  Doppellinie  fallt,  fallt  schon 
der  Punkt  J,  in  der  Konstruktion  8,  I  auch  auf  die  Kurve. 

L  Die  Doppellinie  besitzt  oo*  Poldreiecke. 

II.  Die  eine  Ecke  ist  ein  beliebiger  Punkt  der  Ebene,  die  beiden 
andern  zwei  beliebige  Punkte  der  Doppellinie. 

III.  Die  Gleichung  der  Kurve  (1)  wird  in  bezug  auf  ein  Poldreieck: 

(21)  f-fuyi'  =  o. 

Für  den  Doppelpunkt  gelten  die  dualen  Sätze. 

13.  Bang  und  Quadratdarstellung.  Mit  Rücksicht  auf  §  42,  1 
folgt  aus  der  Form  der  Gleichungen  (18),  (19)  und  (21): 

Der  Rang  einer  Kurve  zweiter  (Ordnung  ist  gleich  der  Anzahl  der 
nicht  verschwindenden  Quadrate  in  der  auf  ein  Poldreieck  bezogenen 
Gleichung. '^^) 

14.  Folarsystem  in  bezug  auf  ein  Folardreieok.  In  bezug  auf 
den  eigentlichen  Kegelschnitt  (18),  (18')  lautet  die  Beziehung  (8),  (8') 
zwischen  Pol  und  Polare: 

(22)  v^ :  r, :  v^  =  b,^y^  :  b^^y^ :  b^^y^-,  ^i  :  y« : .%  =^  ^ii^i  '  ^»»^2  -  ^ss^'s- 
Insbesondere  geht  sie  in  bezug  auf  den  imaginären  Kegelschnitt: 

(23)  yi*  +  !// +  »8*  =  0,    V  +  V  +  V  =  0 
in  die  Beziehung  der  Dualität  über  (§20,  11): 

(24)  fi:»»:«8  =  yi:y«:ys**) 
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§  47.   Besondere  Polardreiecke. 

1.  Folardreieoke  mit  tmendioh  ferner  Seite.  Da  Yon  zwei  kon- 
jugierten Durchmessern  der  Ellipse  und  Hyperbel  jeder  die  Polare 
des  unendlich  fernen  Punktes  des  andern  (§  14,  2,  in)^  da  ferner  die 
unendlich  ferne  Gerade  die  Polare  des  Mittelpunktes  ist  (§  20,  3),  so 
ergibt  sich  aus  §  46,  10,  II: 

Für  die  Ellipse  und  Hyperbd  bilden  zwei  Jconjugierte  Durchmesser 
in  Verbindung  mit  der  unendlich  fernen  Geraden  ein  Polardreieck. 

Daher  enthält  die  auf  zwei  konjugierte  Durchmesser  bezogene 
Gleichung  §  14,  (11);  homogen  geschrieben: 


1!  +  !L* 

X«  ^  II* 


.s 


0 


nur  die  Quadrate  der  Koordinaten  i,y  ri,  r.  Da  die  unendlich  ferne 
Gerade  zu  jedem  gemeinen  Koordinatensystem  zugehört  (I  §  22,  9), 
so  bilden  zwei  konjugierte  Durchmesser  auch  das  einzige  derartige 
System,  wo  die  Gleichung  der  Ellipse  und  Hyperbel  nur  die  Quadrate 
enthält. 

Bei  der  Parabel  ist  die  unendlich  ferne  Gerade  Tangente;  sie 
kann  somit  nach  §  46,  10,  VI  nicht  Seite  eines  Polardreiecks  sein. 
Daher  ist  es  unmöglich,  die  Parabel  in  gemeinen  KoordincUen  durch 
eine  Gleichung  mit  nur  Quadraten  darzustellen. 

Tn  bezug  auf  das  imaginäre  Kreispunktepaar  bilden  irgend  zwei 
rechtwinklige  Ach&en  (§  20,  22,  I)  zusammen  mit  der  unendlich 
fernen  Geraden  nach  §  46,  11,  IV  ein  Polarendreieck.  Daher  enthält 
die  Gleichung  §  20,  (60')  nur  die  beiden  Quadrate  von  u  und  v. 

2.  Die  erste  Ecke  eines  neueinzuführenden  Foldreieckes.     Die 

Gleichung: 


8 


(1) 


f--y}y!^ki^k^i-^ 


1  1 


Wir 
ein. 


bezieht    sich    auf  ein    gegebenes    Koordinatendreieck   E^E^E^, 

führen  ein  Polardreieck  J^J^J^ 
das  sich  möglichst  an  E^E^E^  anlehnt. 
Wir  legen  zu  dem  Ende  (Fig.  112) 
die  Ecke  J^  in  die  Ecke  Ei,  also: 

(2)  iP/'^  =  l,    x^^')^0,    X5<^)=0, 
wobei  wir  mit: 

(3)  a^,  +  0 


£/-J, 


Fig.  HS, 


r 
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voraussetzen ,  daß  die  Ecke  E^  nicht  auf  der  Kurve  (1)  liegt.  Die 
Polare  des  Punktes  (2)  hat  nach  §  46,  (3)  die  Koordinaten: 

(4)  /i<'>='«ii,    r,(*)  =  «,u    /.'"-o,i 
und  die  Gleichung: 

(5)  aniCi -4- a^irr, +  0310:3  «0. 

3.  Die  zweite  Ecke.     Wir  legen  die  Ecke  J^  in  den  Schnitt- 
punkt der  Geraden  (5)  mit  der  Seite  E^E^,  nämlich: 

(6)  V" «,t,    «;,(«)- Oa,    a;,W  =  0, 

der  nach  (3)  jedenfalls  bestimmt  ist.  Die  Polare  dieses  Punktes  hat 
die  Koordinaten: 

(7)  /;(»)- 0,  /i**'  =  A3,  /i^^  =  -^« 

und  die  Gleichung: 

Wir  setzen  mit: 

(9)  ^M  +  0 

voraus,  daß  die  Ecke  J^  nicht  auf  ihrer  Polare  (8)  liegt,  also  J^J^ 
keine  Tangente  der  Kurve  ist. 

4.  Die  dritte  Ecke.     Die  dritte  Ecke  J^  ist  jetzt  der  Schnitt- 
punkt der  Geraden  (5)  und  (8): 

(10)  a;jW-^„,    x,(^-A^,    «,W  =  A,. 
Seine  Polare  hat  die  Koordinaten: 

(11)  /i(»)  =  0,    /•,(»)  =  0,    U^->~A. 

Sie  ist  in  der  Tat  die  Gerade  J^J^j  die  mit  der  Seite  E^E^  zusammen- 
fällt. Sie  ist  bestimmt  für  J.  +  0,  unbestimmt  für  A^Qy  kann  aber 
auch  im  letzteren  Falle,  wo  die  Ecke  J^  in  (10)  der  Doppelpunkt 
des  Linien paares  (1)  ist  (§  42,  (8)),  in  die  Seite  E^E^  gelegt  werden, 
da  jede  Gerade  Polare  des  Doppelpunktes  ist.  Nach  (9)  liegt  J^ 
jedenfalls  nicht  in  der  Seite  J^J^  =  E^E^. 

5.  Transformation   auf  das   eingeführte  Foldreieck.     Mit   den 

Werten  (2),  (4);  (6),  (7);  (10);  (11)  wird  nun  in  §  46,  (14): 

(12) 

1 
Die  auf  ein  ursprüngliches  Koordinatendreieck  E^E^E^  bezogene 
Gleichung  (1)  geht  durch  die  Substitution  (§  41,  (10)): 
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(13) 


§ 

47,  6—6. 

«1 

= 

yi- 

-  «iiy»  +  ^»ys , 

X, 

« 

«iiy»  +  ^si 

»Vs» 

Ml* 

"inj^Ä 

I^S 

%'!  fj 

'»•fi 

s 

(14) 

üfter  in: 

(15)  /•«  aiij/j«  +  aii^,3y,«  +  ^ss^ys*  ==-  0. 

Vorausgesetzt  ist  dabei,  daß: 


(16) 


«n+O,     ^33==,     ''    ^^-+0, 


also  die  Ecke  E^  kein  Ptmkt  und  die  Seite  E^E^  keine  Tangente  der 
Kurve  (1)  is^^^^*) 

Damit  ist  die  Kurve  auf  eines  ihrer  <x>^  Poldreiecke  J^J^J^ 
transformiert y  das  sich  tunlichst  eng  an  das  alte  Dreieck  E^E^E^ 
anlehnt^  indem  die  Ecke  E^^  =  J^  und  die  Seite  E^E^  »  J^J^  erhalten 
geblieben  ist. 

Zugleich  wird  nach  §  46,  (17): 

6.  Die  erste  Ecke  eines  neueinBuführeiicLen  Polsweieoks  des 
SohnittpunktpaareB.  Für  das  Schnittpunktpaar  der  Fläche  (1)  mit 
der  Geraden  g: 


8 


*  ^h^k  "^  0 


(18) 


führen  wir  ein  neues  Koordinatendreieck  J^J^J^  ein,   dessen  Ecken 

J^J^  ein  auf  der  Geraden  (18)  gelegenes 
Polzweieck  des  Scbnittpunktpaares  bilden. 
Die  erste  Ecke  J^  sei  (Fig.  113) 
der  Schnittpunkt  der  Geraden  g  mit  der 
Seite  E^E^{x^  =«  0),  also 


P*^ 


(19) 


X, 


(1) 


u,,   a:,(^)«wi,  ^3^^)  =  0, 


wobei  wir  voraussetzen,  daß: 

(20)         u^  und  M|  nicht  beide  0 

sind,  also  die  Gerade  (18)  nicht  in  die  Seite  E^E^  fällt. 
Die  Polare  von  J^  hat  die  Koordinaten: 

(21)  t.;'^  =  /'/'^  =  -«*i«2  +  «*2^i,     Ä=l,2,3, 

und  die  Gleichung: 

(22)  -/i«,+/;«i  =  o. 


§  47,  6-8.  239 

Zugleich  wird: 

Wir  setzen  voraus^  daß: 

(24)  ^-,  +  0, 

also  der  Punkt  J^  nicht  auf  f  liegt.     Die  Voraussetzung  (20)  ist  in 

(24)  mit  eingeschlossen. 

7.  Die  «weite  Ecke.  Die  zweite  Ecke  J^  ist  nun  der  Schnitt- 
punkt der  Geraden  (18)  mit  der  Polare  (22)  von  J^.  Die  Gleichung  (22) 
ist  das  Resultat  der  Elimination  von  q  aus: 

(25)  /;  +  pt*i  =  0,    /i  +  QU^  =  0. 

Daher    bestimmt    sich   J^   unter    Elimination    von    q    aus    den    drei 
Gleichungen: 

(26)  a^^x^  +  a^x^  +  a^^x^  +  qu^  =  0, 

u^Xi  +  u^x^  +  u^x^  =  0, 

denen  infolge  der  für  die  Determinante  A**  gültigen  Entwicklungen 
§  44,  (44)  durch: 

(27)  x,^^^A;,,   x^^^^^a;,,      rr3(»)-^3"3,    Q^Al 
genügt  wird.     Da  gleichzeitig: 

(28)  agi  ^ji  +  agj  A^^  +  a^j  A^^  +  u^  A^^  =  ^" , 
so  hat  die  Polare  von  J^  die  Koordinaten: 

(29)  /i(»)--^>j,    U^^-A'iu,,    /•3(')  =  -^,>,+  .4", 
SO  daß: 

8 


8.  Bestütat  der  Transformation.  Da  J^  auf  der  Polare  von  J^ 
liegt,  bilden  die  Punkte  J^J^  ein  Polzweieck,  in  bezug  auf  welches 
das  Schnittpunktpaar  eine  Gleichung  von  der  Form  §  46,  (12)  erhält, 
und  zwar  ergibt  sich: 

Die  Gleichung  des  Sdinittpunktpaares  der  Kurve  (1)  mit  der 
Geraden  (18)  kann  unter  der  Voraussetzung: 

(31)  A"»  +  0 

auf  die  Form  gebracht  werden: 

(32)  -  A'i.y,^  +  Al.A^y,'  =  0 
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Mit  Mi  =  0,  Mg  =  1,  M3  =«  0  wird: 

(33)  A^^  ^  —  a^i,  A  ^  —  ^2j 

und  kommt  (32)^  von   der  Bezeichnung  abgesehen^  auf  §  40,  (16) 
zurück. 

§  48.   VerscMedene  Satze  der  Polarentheorie. 

1.  Beziehung  awisohen  den  Ecken  und  Seiten  sweier  Polar- 
dreiecke. Transformiert  uLan  die  auf  irgendein  Koordinatendreieck 
Ej^E^E^  bezogene  eigentliche  Kurve  zweiter  Ordnung  und  Klasse: 

(1)  f  =^2^«*  Ax,  =  0 ,       F  =2*2  A,«tti,  =  0 

11  11 

« 

auf  ein  Folardreieck  mit  den  Ecken  x^^^  und  Seiten  u^"'\   so  nehmen 
ihre  Gleichungen  nach  §  46,  (18)  die  Form  an: 

(2)  f-'^Kmyl,    s«F=2-B«.X 


und  bestehen  nach  §  41,  (25)  zwischen  alten  und  neuen  Koeffizienten 
die  Beziehungen: 

(3)        S»a„  ^'^Km^'^'^^l^'^        S'A,,  -^B^^xt-^xf^K 


1  1 


Für  ein  zweites  Folardreieck  mit  den  Ecken  x^^^^  und  Seiten  m^'^*"^ 
ist  ebenso: 


Zwisclien  den  Koordinaten  der  Ecken  und  Seiten  der  beiden  Pciar- 
dreiecke  bestehen  daher  die  Beziehungen  (k,  l  je  =  1,  2,  3): 

(5)  -S'»2^mmV"''"/""  =  Ä*2^"-<''"'<'"'5 

1  1 

(6)  S'«2  ^.»m^*«"'^^/'"'  =  5*2  ^^".**''""<""'  • 

i  1 

2.  Kurven  durch  die  Ecken  zweier  Folardreiecke.  Multipliziert 
man  die  Gleichungen  (5)  mit  den  Koeffizienten  C^^,  und  die  Glei- 
chungen (6j  mit  den  Koeffizienten  r^.,  irgend  einer  Kurve  zweiter 
Klasse,  bzw.  zweiter  Ordnung: 
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(7)    G  ^TkS:  C,,u,u, 


0 


8         S 

(8)  9-y}y]c,,x,x,^o 


1  1 


und  summiert  alsdann  über  k  und  l,   so  ergibt  sich  mit  Benutzung 
der  Abkürzungen  (§  41,  3): 


(9) 


(11) 


G._->I^C„«,M«W, 


mm 


1        1 


1     1 


(10; 


'mm 


jyi  c^,x^('-)x<"'\ 


9 


mm 


1        1 
S        8 


S''^KmG^m-S'^h'^^G'^^, 


mm 
mm 


(12)  Ä'*^^'»»'^'»»  =  «»^^^l^-^;». 

1  1 

Die  Relation  (12)  ist  linear  und  homogen  in  den  sechs  Größen 
Q^^  und  g',  und  keiner  der  sechs  Koeffizienten  S^B^^  und  S^B' 

•^mm  ^mm/  mm  n 

kann   verschwinden   (§  46,  10,  VIII).     Das  Verschwinden   von   gr, 
bedeutet  aber  nach  (10),  daß  die  Ecke  x^^"*^  auf  der  Kurve  (8)  liegt. 
Es  folgt  daher  aus  (12)  und  dual  aus  (11): 

I.  Jeder  Kegelschnitt,  der  durch       Jeder  Kegelschnitt,   der  fünf  von 

fünf  von  den  Ecken  gweier  Polardrei-  den  Seiten  zweier  Polardreiecke  eines 

ecke  eines  eigentlichen  Kegelschnittes  eigetitlicfien    Kegelschnittes    berOhrt, 

geht,  geht  auch  durch  die  sechste  Ecke,  berührt  auch  die  sechste  Seite.  ^**) 

3.  Einbesohriebene  Folardreiecke.  Ein  Kegelschnitt  g  =^0  gehe 
durch  die  Ecken  eines  Polardreiecks  JiJ^J^  des  eigentlichen  Kegel- 
schnittes f^O  (Fig.  114). 
Um  ein  zweites  Polardrei- 
eck J"/  J2  J^  von  /"  =  0  zu 
konstruieren,  kann  man  nach 
§  46,  8  in  der  Ebene  eine 
Ecke  J^  und  alsdann  auf 
deren  Polare  i^  eine  zweite 
Ecke  J^  beliebig  nehmen, 
worauf  dann  J^  bestimmt 
ist.  Wählt  man  aber  J^  auf 
^ » 0  und  nimmt  als  J{ 
einen  Schnittpunkt  von  i/  mit  flF  =  0,  so  muß,  da  Jx^J^^J^^J^jJ^ 
auf  g  liegen,  nach  I  auch  J^  auf  gf  =  0  fallen.     Ebenso  dual,  also: 

Staude,  Flächen  zweiter  Ordnung.  16 


Fig.  114. 
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n.  Gibt  es  ein  Polardreieck  des  eigentlichen  Kegdscknittes  f=0, 
weUJies  dem  Kegelschnitt  g  ^0  ein-  (heeüglich  um-)beschrieben  ist,  so 
gibt  es  oo*  solche  Polardreiecke. 

4.  Anwendung  auf  die  gleichseitige  HyperbeL  FQr  eine  gleich- 
seitige Hyperbel  bilden  ihr  Mittelpunkt  M  und  die  imagiiwren  Kreis- 
ponkte  K^,  K^  der  unendlich  fernen  Geraden  ein  Polardreieck.  Denn 
diese  ist  die  Polare  von  M,  und  K^j  K^  sind  zu  den  unendlich  fernen 
Punkten  der  gleichseitigen  Hyperbel  harmonisch  (§26,  (26)). 

Ist  nun  JiJ^Ji  irgendein  zweites  Polardreieck,  so  geht  nach  I 
jeder  Kegelschnitt,  der  durch  J,,  J^,  J^  und  K^,  K^  geht,  also  der 
Umkreis  (§  12,  12)  des  Dreiecks  JiJfJ^  ist,  auch  durch  M: 

ni.  Der  Umkreis  eines  Polardreieckes  einer  gleichseitigen  Hyperbd 
geht  durch  deren  Mittelpunkt. 

5.  Polarresiproke  Dreiecke.  Die  Pole  Pj^  der  Eoordinatenseiten 
e^  und  die  Polaren  j?^  der  Eoordinatenecken  Ej^  in  bezug  auf  die 
Kurve  (1)  haben  nach  §  46,  (8);  (8')  beziehungsweise  die  Koordinaten 
(fc  =  l,2,3): 

(13)   x^ix^ix^^  An  :  A^j^ :  A^^      (13')  u^ :  m,  :  Wj  —  a^^ :  a^j. :  a,^. 
Sie  bilden   das  dem  Koordinatendreieck  6^,  JE^  polarreziproke  DreieA 
Pkf  Pk'"'^)     ^"^  ^^^^  (I  §  29,  (4))  die  Gleichungen  der  drei  Geraden 
Ej^Pj^  und  der  drei  Punkte  e^Xp^^: 

^8  •  ^1  =  ^82  ••  ^12;  (14')  I  Wa  •  «*1  =-  «82  -  «12; 

^1  *  ^8  '^  Ai9  •  -^28  5  Wij  :  U2  =*  ^13  !  ÖJ3. 

Nach  der  Form  dieser  Gleichungen,  in  denen  -4^^,  =  -4,^,  a^^  =  a,^  ist, 
gehen  (I  §  25,  (11);  (13))  die  drei  Geraden  (14)  durch  einen  Punkt 
und  liegen  die  drei  Punkte  (14')  in  einer  Geraden.     Also:^**) 

Sind  zwei  Dreiecke  in  bezug  auf  einen  Kegelschnitt  polarreziprok, 
so  gehen  die  drei  Verbindungslinien  entsprechender  Ecken  durdi  einen 
Punkt  und  liegen  die  drei  Schnittpunkte  entsprechender  Seiten  auf  ein&r 
Geraden  (die  Dreiecke  liegen  perspektiv). 

Als  Sonderfalle  gehen  die  beiden  Sätze  §  37,  10  hervor  (§  18,  5). 

6.  Begriff  des  Eegelsohnittbüscliels.  Sind  in  laufenden  Punkt- 
koordinaten : 

3       8  8       8    "" 

(15)     f-y}yj(^ki^k^i-o>  9-yfyjhi^k^i-<> 


11  11 


die  Gleichungen  zweier  Kegelschnitte,    so  heißt  der  Inbegriff  der  00* 
Kegelschnitte,  die  in  der  Gleichung: ^^*) 
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(16)  f-ig-O 

mit  dem  Parameter  X  enthalten  sind,  ein  Kegdschnittbüscliel  (§  8,  (53)). 
Die  Form  der  Gleichung  zeigt  sofort  (I  §  18,  (14)): 

I.  Jeder  Kegelschnitt  des  Büschels  geht  durch  die  vier  Schnittpunkte 
de}'  beiden  „Grundkegdschnittff^  (15),   die  „GrundpunJcte^'  des  Büschels. 

Aber  auch  umgekehrt  gilt  der  Satz: 

II.  Jeder  durch  die  vier  Grundpunkt-e  gehende  Kegelschnitt  gehört 
dem  Büschel  an. 

Denn  er  ist  durch  irgendeinen  seiner  Punkte  als  fünften  Punkt 
(§  9,  9)  individualisiert  und  ist  daher  identisch  mit  demjenigen  Kegel- 
schnitt (16),  dessen  Parameter  X  aus  der  Bedingung  bestimmt  wird; 
daß  er  selbst  durch  jenen  fünften  Punkt  geht.  Man  kann  den  Satz  U 
in  anderer  Bezeichnung  auch  so  ausdrücken  (I  §  24,  (6)): 

IIL  Sind  /i  =  0,  /i  =  0,  /J,  =•  0  die  Gleichungen  dreier  Kegel- 
schnitte,  von  denen  jeder  durch  die  vier  Schnittpunkte  der  beiden  andern 
geht,  so  muß  zwischen  den  linken  Seiten  der  drei  Gleichungen  eine 
Identität  von  der  Form: 

(17)  Kfi  +  ^»/i  +  hfz  -  0 

mit  drei  konstanten  Faktoren  A,,  l^,  Ag  bestehen,  und  umgekehrt. 

7.  Satz  über  drei  Paare  harmonischer  Polaren.  Das  Büschel 
(16)  enthält  im  allgemeinen  drei  Linienpaa/re,  die  Gegenseitenpaare 
des  Yollstandigen  Vierecks  der  Grundpunkte  (I  §  27,  1).  Auf  diese 
wenden  wir  den  Satz  6,  III  jetzt  an.  Sind  also  in  laufenden  Koor- 
dintiten  x„  x„  X,: 

(18)  f,  -  (2  «*'"^*)(^  "."^  ''^»)  =  Ö ' 

i  =  1,3, 5,  die  Gleichungen  der  drei  Gegenseitenpaare  Ufl^^\  u^^^•  w/'^,  u/*^; 
^k^\  tt/'^  eines  vollständigen  Vierecks,  so  besteht  eine  Identität  (17) 
von  der  Form: 

(19)  2  i/,  =  0        (i  =.  1,  3,  5). 

Ihre  Entwicklung  gibt  mit  Vertauschung  der  Summenfolge: 

und  da  die  Gleichung  identisch  in  den  Xj^  gilt,  so  ist  für  k,  Z  =  1,  2,  3: 

(20)  ^*WW'^'^  -  0,    2  A,(V"^w/'  +  '>  +  w«t^/+i))  -  0. 

Multipliziert  man  diese  sechs  Gleichungen  mit  irgend  sechs  Eon- 
stanten e^j^  und  Cj^,(=  6,;t)  ^^^  summiert  sie,  so  folgt  wieder  mit 
Vertauschung  der  Summenfolge: 

16* 
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oder  mit  den  Abkürzungen  §  41,  (6") : 

(21)  ^ l,F^,^,  -  X,F^  +  X,F^  +  k,F^~0. 

Daraus  folgt,  daß  wenn  zwei  der  drei  Großen  JF^s?  -^u?  -^56  ^^^' 
schwinden,  stets  auch  die  dritte  verschwindet,  oder  nach  §  46,  (ö'): 

IV.  Wenn  in  hemg  auf  irgendeine  Kurve  zueiter  Klasse  ewei 
Paa/r  Gegenseiten  eines  vollständigen  Vierecks  harmonische  Polarenpaare 
sind,  so  gilt  dies  audi  vom  dritten  Paar,^^ 

Nimmt  man  dabei  als  Kurve  zweiter  Klasse  das  imaginäre  Kreis- 
punktpaar, so  folgt  mit  Rücksicht  auf  §  20,  32,  I  wiederum  der  Satz 
§  8,  20,  IV. 

8.  E!egel8Chnittbüschel  und  gerade  Jjinie.  Für  die  Schnitt- 
punkte der  laufenden  Büschelkurve  X  mit  der  Seite  x^  =  0  des  Koordi- 
natendreiecks, die  als  beliebige  Gerade  gelten  kann  (§  44,  (5)),  erhält 
man  aus  (16): 

(22)  {aijXj^  +  2a^^x^x^  +  ^22^:2*)  —  l{h^x^^  +  26^2^1  ^s  +  622V)  ^  0, 

also  ein  Punktepaar,  in  Zweieckskoordinaten  a:^,  x^^  auf  der  Seite  K^^ 
dargestellt.  Da  die  Gleichung  (22)  die  Form  §  8,  (53)  hat,  die  sich 
beim  Übergang  von  der  dort  gebrauchten  gemeinen  Koordinate  x  zu 
den  hier  benutzten  Zweieckskoordinaten  nicht  ändert  (I  §  7,  (13);  (14)), 
so  folgt: 

I.  Kin  Kegelschnittbüschel  tmrd  von  einer  beliebigen  Geraden  in 
einem  Büschel  von  Punktepaaren,  diso  nadi  §  8,  21  in  einer  Pufiki- 
invölution  geschnitten. 

Jedem  Kegelschnitt  A  in  (16)  entspricht  ein  Punktepaar  X  der 
Involution  (22).  Unter  Beschränkung  auf  drei  Kegelschnitte  kann 
man  aus  I  auch  entnehmen: 

II.  Die  drei  Schnittpunhtpaare  einer  beliebigen  Geraden  mit  drei 
Kegelschnitten  eines  Büschels  liegen  in  Involution.^) 

Wählt  man  für  zwei  von  den  drei  Kegelschnitten  Linienpaare 
des  Büschels,  so  folgt: 

IIL  Die  drei  Schnittpunkipaare  einer  beliebigen  Geraden  mit  einem 
Kegelschnitt  und  zwei  Gegenseitenpaaren  eines  einbeschriebenen  Vierecks 
liegen  in  Involution. 

Nimmt  man  endlich  aUe  drei  Kegelschnitte  als  Linienpaare,  so 
folgt  als  letzter  Sonderfall  der  Satz  §  8,  18,  I  über  das  vollständige 
Viereck. 
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§  49.   Die  Spezies  der  Enrven  zweiter  Ordnung  nnd  Klasse. 

1.  Die  Koeflisienten  der  Quadratdarstellnng.  Werden  die  zu- 
sammengehörigen Gleichungen  §  46,  (7),  (7'): 

8         8  8         8 

11  11 

nach  §  46,  (14);  (17)  durch  Einführung  eines  Poldreiecks  in  die  Ge- 
stalt versetzt: 

(2)  /^-=6nyx*+6.«y»*+&s3y«*=o,  (2')  s'f^b,,v,*+b„v,*+b„v,*^o, 

80  entsprechen  die  Koeffizienten  6^„  B^^  den  Bedingungen  §  46,  (13);  (16). 
Nach  §  41,  (20);  (25)  lauten  alsdann  die  Beziehungen  zwischen  den 
alten  und  neuen  Koeffizienten: 

(3)        6»»  =  /««  =2  J?«*'^*''"''''"^        -^'«'»  =  J?^^*,V'"'«/'"> 

11  11 

1  1 

(5)  S^Ä  =  B, 

wo  u,^^^^^  das  Quadrat  von  u^^^*^  usw.  bedeutet. 

2.  Unterscheidung  der  eigentlichen  Kurven  nach  den  Vor- 
zeichen der  Quadrate.  Wir  setzen  jetzt  die  Koeffizienten  üj^^  in  (1) 
und  Xj^^^^  in  §  41,  (10)  reell  voraus.  Die  Vorzeichen  von  6j|,  fejg^  ^88 
in  (2)  sind  dann  entweder  aUe  gleich  oder  nicht  alle  gleich,  also 
abgesehen  von  der  Reihenfolge: 

(6)  I.  ±  ±  ±  II.  ±  ±  ip . 

Zwei  übereinanderstehende  dieser  vier  Vorzeichensysteme  sehen  wir 
nur  als  eines  an,  da  die  Gleichung  f^^O  mit  —1  multipliziert 
werden  kann. 

1.  Zeigt  nun  die  Kurve  (1)  in  hezug  auf  irgendein  Poldreieck  die 
Vorzeichen  (6),  I,  so  zeigt  sie  diese  in  hezug  auf  jedes  Poldreieck,  Nehmen 
wir  nämlich  an,  daß  schon  das  alte  Dreieck  E^E^E^,  auf  das  sich 
die  Gleichung  (1)  bezieht,  ein  Poldreieck  war,  so  daß  die  Kurve  von 
einem  bestimmten  Poldreieck  E^E^E^  auf  ein  beliebiges  anderes  J^J^J^ 
transformiert  wird,  so  geben  die  Formeln  (3),  wo  nach  Voraussetzung 
^28  "■  ^81  =  «18  =  0  wird : 


C^)  Km  =2^** 


a-;t^"')2. 
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Hier  können^  da  die  Substitutionsderminante  S  (§  41,  (16))  nicht  Null 
sein  darf,  für  keinen  Wert  von  m  alle  drei  x^^"*^*  verschwinden.  Waren 
also  alle  drei  a^^  von  einerlei  Vorzeichen,  so  sind  es  auch  alle  drei 
h^^  und  nach  (4)  auch  umgekehrt.  Dieselbe  Kurve  kann  also  niemals 
von  den  Vorzeichen  (6),  I  zu  II  übergehen  oder  umgekehrt.  ^^) 

IL  Jede  eigentliche  Kurve  zweiter  Ordnung  gehört  stets  eu  einer 
und  nur  zu  einer  der  beiden  Spezies,  die  durch  die  Vorzeidienverbin- 
düngen  I  und  II  in  (6)  gekennzeichnet  sind, 

ni.  Äu^h  als  Kurve  zweiter  Klasse  gehört  sie  (nach  §  46,  (16);  (18')) 
zu  der  gleichen  Spezies. 

Man  nennt  die  Form  f  in  (1),  wenn  sie  zur  Spezies  (6),  I  gehört, 

definitf  und  zwar  für  die  Zeichen  +  +  +  in  (6)  positiv,  für 

negativ  definit     Aus  §  46,  (16)  folgt  dann  mit  Rücksicht  auf  (2^): 

IV.  Ist  die  Form  f  definit,  ist  die  Form  F  stets  positiv  definit. 

3.  Imaginärer  und  reeller  Kegelsohnitt. .  Die  Kurven  der 
Spezies  I  in  (6)  sind  imaginäre,  die  der  Spezies  II  redle  Kegelschnitte. 
Denn  für  jene  gibt  es  keinen  reellen  Punkt,  der  der  Gleichung  (2) 
genügt,  während  für  diese,  wenn  etwa  ^n  >  0,  h^^^^y  ^t^'^^t  j^dem 
reellen  Wertepaar  y^,  y^  vermöge  der  Gleichung  (2)  zwei  reelle  Werte 
von  t/g  entsprechen,  die  Gleichung  also  durch  oo^  Punkte  erfüllt  wird. 
Mit  Rücksicht  auf  2,  III  folgt  somit: 

Der  eigentliche  imaginäre  Kegelschnitt  (Spezies  1)  besitzt  keinen 
reellen  Punkt  und  keine  reelle  Tangente, 

4,  Bedingungen  der  beiden  Spezies,  Wenn  alle  drei  fe^^  von 
einerlei  Vorzeichen  sind,  so  sind  nach  §  46,  (16)  alle  Bj^j^  positiv  und 
ist  nach  §  46,  (15)  jB  von  gleichem  Vorzeichen  wie  bj^j^.  Da  nun  die 
drei  Elemente  Xj^"'^  und  %("*),  m  =  1,  2,  3,  einer  Zeile  der  Determinante 
S  =  I  Xj^""^  I  und  5^  =  I  Uj^'"^  I  nicht  aUe  verschwinden  können,  so  folgt 
aus  (4)  und  (5): 

Ist  /*  =  0  eine  imaginäre  eigentliche  Ktirve,  so  sind  notwendig  alle 
drei  ^^^  positiv  und  alle  aj^^,  unter  sich  und  mit  Ä  von  einerlei  Vor- 
zeichen und  kann  keine  dieser  sieben  Größen  verschwinden,  in  Formeln: 

(8)  ^»>0,    a,,A>0        (^-  =  1,2,3). 

Diese  Bedingungen  sind  aber  auch  hinreichend,  da  schon  zwei 
von  ihnen,  wie: 

(9)  ^33  >0,     «u^>0 

nach  §  47,  (15)  zur  Folge  haben,  daß  /"=  0  der  Spezies  I  angehört. 


r' 
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Indem  wir  die  überzähligen  Bedingungen  (8)  beibehalten,  erhalten 
wir  das  Resultat: 

Die  eigentliche  Kurve  zweiter  Ordnung  und  Klasse  (1)  (-A  +  0) 
ist  imaginär,  wenn: 

(10)  Ak>0,    «**^>0,    *  =  1,2,3, 
dagegen  reell,  wenn: 

(11)  Äf^^y  ^kk^  ^^^^^  ^''^  >0. 

Im  letzteren  Falle  können  die  sechs  Größen  teilweise  aach  ver- 
schwinden. 

5.  Lage  der  Fol^rdreiecke  gegen  die  Kurve.  Bezeichnen  wir 
die  positiven  6^;^  mit  ß^^^,  die  negativen  mit  —  /3^',  so  werden  die 
Gleichungen  der  beiden  Spezies  in  bezug  auf  ein  Polardreieck  in 
Punkt-  und  Linienkoordinaten: 

(12)  /"^^iV  +  AV  +  ^sV'-O; 

(13)  /-«AV  +  ^iV-Z^sV^O; 

Setzt  man  in  (13)  ein  yj^y  bezüglich  ein  Vj^  gleich  0  und  beachtet  die 
zurückbleibenden  Vorzeichen,  so  folgt:  ^*^) 

Der  reelle  Kegelschnilt  schneidet '  An  den  reellen  Kegelschnitt  gehen 
stets  zwei  Seiten  eines  Polardreiecks  \  stets  von  zwei  Ecken  eines  Polar- 
in  reellen  Putzten,  die  dritte  nicht  dreiecks  reelle  Tangenten y  von  der 
(§  40,  4).  dritten  nicht  (Fig.  109). 

6.  Anwendung  auf  die  HauptaehBen.  Beispiele  für  die  Glei- 
chungen (13)  bieten  die  Hauptachsengleichungen  der  Ellipse  und 
Hyperbel  §  20,  (1);  (1').  Die  beiden  Hauptachsen  und  die  unendlich 
ferne  Gerade  bilden  nach  §  47,  1  ein  Polardreieck. 

Die  Ellipse  schneidet  die  beiden  Hauptachsen,  nicht  aber  die 
unendlich  ferne  Gerade  reell,  die  Hyperbel  die  unendlich  ferne  Gerade 
und  die  o?- Achse,  nicht  aber  die  y-Achse. 

An  die  Ellipse  gehen  von  den  unendlich  fernen  Punkten  der 
beiden  Hauptachsen,  nicht  aber  vom  Mittelpunkt  reelle  Tangenten, 
an  die  Hyperbel  vom  Mittelpunkt  und  dem  unendlich  fernen  Punkte 
der  y-Achse,  nicht  aber  von  dem  der  a;-Achse. 

Dasselbe  gilt  für  das  System  Oxy  aus  zwei  beliebigen  konju- 
gierten Durchmessern  (§  14,  (11)). 


"^ 
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7.  Untersoheidang  der  Linienpaare  nach  den  Vorseiehen  der 
Quadrate.  Für  das  Linienpaar  reduzieren  sich  die  Gleichungen  (2) 
und  (2')  nach  §  46,  (19);  (20)  auf: 

(14)  /•=  b,,y,'  +  b,,y,'  =  0,  (140      S'F  =  b,,b„v,'  =  0. 
Je  nachdem  die  Koeffizienten  die  Vorzeichen: 

(15)  I.  ±  +    oder    IL  +  T 
haben,  ist  das  Linienpaar  /* »  0  inuiginär  oder  reell. 

Das  imaginäre  Linienpaar  hat  außer  dem  Doppelpunkt  y^  —  0, 
y,  =  0,  yj  =  1  (Jj)  keinen  reellen  Punkt,  Dagegen  hat  es  wie  das 
reelle  Linienpaar  nach  (14')  aUe  durch  den  Doppelpunkt  v^  =  0  gehen- 
den Strahlen  als  Tangenten  (§  45,  4). 

8.  Bedingungen  der  beiden  Spezies.  Die  Gleichungen  (4)  lauten 
mit  633  =  0  (61162J  +  0): 

(16)  Ä«a,,=:6,,V>)»  +  M;^>S    SM,,  =  6,,6,,a;;»)^  (§42,(13)). 

Hiernach  können  für  das  Linienpaar  nicht  alle  drei  ^,,  gleich- 
zeitig verschwinden,  und  die  nicht  verschwindenden  haben  das  Vor- 
zeichen von  &ii622- 

Die  Kurve  (1)  ist  ein  Linienpaar,  wenn  A,  aber  nickt  alle  drei 
Aj^j^  verschwinden  (§  19,  (5)).  Das  Linienpaar  ist  imaginär  oder  redl, 
je  nachdem  die  nickt  verschwindenden  ^,,  positiv  oder  negativ  sind, 

Ist  etwa  -^33  =  a^Oj,  —  ajg  >  0,  so  ist  damit  sicher  a^^  +  0, 
0)3  +  0,  und  die  Gleichung  des  imaginären  Linienpaares  kann  auf  die 
Form  §  47,  (15),  mit  J.  =  0,  gebracht  werden. 

9.  Einteilung  der  Kurven  zweiter  Ordnung  nach  Kang  und 
Spezies.     Verstehen  wir  unter  der  Abkürzung: 

(17)  A*>0!,     A*>0!;  ^3W., 

daß  alle  Aj^j^  >  0,  niclU  alle  Aj^j^  >  0,   usw.,  so  erhalten  wir  folgende 
Einteilung  der  Kurven  •  zweiter  Ordnung: 

Af^j^  >  0!      Aa^^  >  0! :     I.  Imag.  eigentl.  Kegelschn. 
Aj^j^y  Aa^^j^"^  0!:   II.  Reell,  eigentl.  Kegelschn. 

Aj.j^  (soweit  4=  0)  >  0!:  HI.  Imag.  Linienpaare. 
^kk  (soweit  +  0)  <  0!:  IV.  Reelle  Linienpaare. 
^  =  0,  Aj^j^  =  0!     a^t*  +  0! :  V.  DoppelUnien  (§  19,  (21)). 

10.  Einteilung  der  Schnittpunktpaare  nach  !Bang  und  Spezies. 

Das  Schnittpunktpaar  der  Kurve  (1)  mit  der  reellen  Geraden: 

(19)  U^X^  +  WgOTg  +  «^3^3  =  0 


<'«'   X + 0 


Ol  A.  +  0! 


r 
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ist  im  Anschluß  in  Darstellung  §  44,  (7)  imaginär  oder  reell,  je  nach- 
dem die  Unterdeterminante  JBgj  in  §  44,  (8)  positiv  oder  negativ 
(§.40,4),  also  nach  §44,(14)  die  geränderte  Determinante  — -4" 
positiv  oder  negativ  ist.  Danach  ergänzt  sich  die  Einteilung  der 
Schnittpunktpaare  §  44,  4  in  der  Weise: 

(20)  (  —  A**  >0:  1.  Imag.  getrennt.  Punktepaar; 

\  —  ^**  <  0:  2.  Reell,  getrennt.  Punktepaar; 

^»^  =  0,       ^^,  +  0 !  3.  Zusammenf.  Punktepaar; 
J."  =  0 ,       -4^,  =  0 !  4.  unbest.  Punktepaar 

(statt  Ä^^  nach  §  44,  (37)  auch  ÄQ, 

Auch  hier  bedeutet,  wie  in  (17): 

(21)  A^  +  0!,    ==0! 

soviel  als:  nicht  aüe  -4^^,,  alle  A^^^  gleich  NuU,  Ä,  ?  =  1,  2,  3. 

11.  Teilweise  Abhängigkeit  der  Spezies  des  Sohnittpunktpaares 
von  den  Spezies  der  Kurve.  Nach  §  44,  10  ist  mit  den  Spezies  I 
und  n  in  (18),  ^  +  0,  die  Spezies  4  in  (20),  ^«,  =  0!,  nicht  ver- 
träglich (a),  ebenso  nach  §  44,  6  die  Spezies  1  und  2  in  (20),  A"  +  0, 
nicht  mit  V  in  (18),  ^^,  =-  0!  (/S).  Ferner  ist  nach  2,  IV  mit  Rück- 
sicht auf  §  43,  (9)  die  Form  1^  =  —  J."  für  die  Spezies  I  stets  positiv, 
also  die  Kombination  von  I  mit  2  oder  3  (—  -4**  ^  0)  unmöglich  (y). 
Ebensowenig  ist,  da  nach  (14')  —  -4.**  =  -F  für  das  imaginäre  Linien- 
paar  >  0,  für  das  reelle  <  0,  die  Kombination  von  III  mit  2  oder 
von  IV  mit  1  möglich  (d).  Endlich  ist  III  nicht  mit  4  verträglich, 
da  eine  reelle  Gerade  einem  imaginären  Linienpaar  nicht  ganz  ange- 
hören kann  {A^,^  ist  für  ^u- >  0  definit,  §  45,  (13);  (14)),  (s). 

12.  Spezies  der  Scbnittpunktpaare  bei  gegebener  Spezies  der 
Kurve.  Danach  bleiben  für  die  Spezies  des  Schnittpanktpaares  bei 
gegebener  Spezies  des  Kegelschnittes  von  vornherein  diejenigen  Kom- 
binationen ausgeschlossen,  die  in  der  folgenden  Tabelle  unter  Bezug 
auf  die  Sätze  unter  11  mit  a,  ß,  y,  6,  s  bezeichnet  sind.^'^) 

Daß  die  alsdann  noch  möglichen  Kombinationen  auch  wirklich 
vorkommen,  zeigen  die  eingetragenen  Beispiele,  die  in  der  ersten  Zeile 
die  Gleichung  einer  Kurve  von  der  Spezies  der  betreffenden  Kolonne 
angeben  und  in  der  zweiten  Zeile  die  Gleichung  einer  Geraden,  welche 
mit  der  Kurve  ein  Schnittpunktpaar  von  der  Spezies  der  betreffenden 
Zeile  liefert.  Die  Gleichungen  yi*  =  0,  yj  —  ^3  =^  0  oder  y, '  ^  0,  y^  ^  0 
stellen  dabei  ersichtlich  einen  Doppelpunkt  dar. 
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§  50.    Orthogonale  Transfonnation  der  Kurve  zweiter  Ordnung. 

1.  Orthogonale  lineare  Substitution.  Die  reelle  lineare  Sub- 
stitution: 3 

(1)  ^k-^Cjcm^my      *«1,2,3, 

1 

heißt  eine  orthogonale,  wenn  durch  sie  identisch  die  Grleichung  besteht: 

(2)  afi>  +  «i»  +  V  =  «i'  +  ^i'  +  ^,*. 

Um  eine  solche  Substitution  zu  erhalten,  wählt  man  irgendein 
(reeäes)  Poldreieck  J^^x^'^^  1c,  m^  1,2,3  der  imaginären  eigent- 
lichen Kurve  zweiter  Ordnung: 

8 

(3)  ^=2a;,»-0. 

1 

Durch  Transformation  auf  dieses  mittels  der  Substitution: 

s 

(4)  ^*=2^a;,(-)y, 

erhält  man  nach  §  46,  (14): 


'm 


(5)  9-2T9mmy 


s 

2 
'tntni/m 

i' 

Hier  sind  die  Koeffizienten: 

(6)  ff„,„  =^'x,^"'^' 

1 

positiv  und  von  0  verschieden.     Setzt  man  daher: 

SO  wird  nach  (5): 

(8)  9  =2 


m  Z    * 
m 


Somit  ist: 


1 

8 


(9)  X,  ==  >.  -^  z 


Xr''"' 


m 
mm 


eine  (reeUe)  orthogonale  Substitution. 

Entsprechend  den  oo^  (redien)  Poldreiecken  der  Kurve  (3)  (§  46, 10,  V) 
gibt  es  oo^  orthogonale  lineare  Substitutionen  (§  40,  (25)). 

2.  Qnadratdarstellung  durch  orthogonale  Substitution.  Die 
Frage,  ob  eine  beliebige  Kurve  zweiter  Ordnung: 

3         3 

(10)  f  ^^k^a,,x,x,  =  0 

1      1 
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durch  orthogonale  Substitution  auf  die  QuadratdarstelluDg  §  46,  (14) 
gebracht  werden  kann,  kommt  auf  die  Frage  nach  einem  gemeinsamen 
(reellen)  Poldreieck  der  beiden  Kurven  (3)  und  (10)  zurück.  ^^^ 

Ist  nämlich  J^  —  Xj^^^  ein  solches  ^  so  werden  durch  die  Substi- 
tution (4)  gleichzeitig  die  Darstellungen  (5)  und: 

s 

(11)  r=^/««y«* 

1 

herbeigeführt  und  dann  mit  (7)  die  Darstellungen  (8)  und: 


(12)  f^yUtming^ 


Tmm  ^    S 
m 


9  mm 


Hat  also  die  Kurve  (10)  mit  der  Kurve  (3)  ein  (reelles)  Poldreieck 
J^  =  Xj^^^^  gemein,  so  kann  sie  durch  die  orthogonale  lineare  Substitu- 
tion (9)  auf  die  Quadratdarstellung  (12)  gebracht  werden. 

Es  soll  untersucht  werden,  ob  ein  gemeinsames  (reelles)  Pol- 
dreieck der  Kurven  (10)  und  (3)  vorhanden  ist. 

3.  Funkte  gleicher  Polare.  Jede  Ecke  eines  Poldreiecks  einer 
einzelnen  Kurve  hat  nach  §  46,  7,  II  die  gegenüberliegende  Seite  als 
Polare.  Jede  Ecke  eines  gemeinsamen  Poldreiecks  muß  also  in  bezug 
auf  beide  Kurven  dieselbe  Polare  haben  oder  ein  Punkt  gleicher  Polare 
in  bezug  auf  beide .  sein.  Wir  fragen  daher  zuerst  nach  solchen 
Punkten. 

Die  Polaren  eines  Punktes  xj^  in  bezug  auf  die  beiden  Kurven  (10) 
und  (3)  sind: 

3  8 

(13)  2^.«a:,  =  0,         2*,«a;,  =  0. 

1  1 

Sie  fallen  immer  dann  und  nur  dann  zusammen,  wenn  mit  einem 
Faktor  A: 

(14)  n'  =  i.x,\    Ä  =  l,2,3. 

Jeder  Punkt  gleicher  Polare  x^  genügt  also  den  Gleichungen: 

(011  —  k)x^  +  a^^x^  +  a^^x^  =  0, 

^21*^2     1     \^?8  ^)^2     >     ^23^8  "^  ^y 

^81  "^l  "1     ^32*^2     i~  C^8S         ^j^3  "^  ^? 

und  jeder  diesen  Gleichungen  genügende  Punkt  ist  ein  Punkt  gleicher 
Polare  (§  40,  8). 

4.  Die  kubische  Gleichung  des  Problems.  Diese  Gleichungen 
können  nur  bestehen,  wenn  der  Faktor  k  eine  Wurzel  der  kubischen 
Gleichung  ist: 


(15) 


r^ 


(16) 


^W  = 
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-A 

«12 

«U 

1 

«21 
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;  «81 
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«8«- 
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5.  Die  einer  Wurael  entsprechenden  Funkte  gleicher  Polare. 

Ist  A;(i=l,2,3)  eine  Wurzel  der  GleichuDg  (16),  so  gibt  es  ein 
oder  mehr  Punkte  x^"^,  die  den  mit  k  «=  A,.  gebildeten  Gleichungen  (15) 
entsprechen.  In  der  Tat  stellen  diese  Gleichungen  drei  Gerade  dar, 
die  infolge  der  Voraussetzung  zi(A,.)  =  0  jedenfalls  einen  Punkt  gemein 
haben^  möglicherweise  aber  auch  mehr.  Wenn  nämlich  fOr  die  Wurzel 
X  «  Xi  auch  aUe  Unterdeterminanten  ^^{X)  von  ^(X)  verschwinden, 
fallen  die  drei  Geraden  in  eine  einzige  zusammen  (I  §  29,  10),  und 
wenn  auch  alle  Elemente  von  -^(A)  verschwinden,  werden  sie  völlig 
unbestimmt. 

Zu  einer  Wurzel  X  =  X^  der  Gleichung  (16)  gehören  ein  Punkt 
oder  oo^  oder  oo^  Punkte  gleicher  Polare. 

6.  Zwei  zu  verschiedenen  Wuraeln  gehörige  Funkte.  Sind 
nun  X^  und  X^  zwei  verschiedene  Wurzeln  der  Gleichung  (16),  so  ge- 
nügen die  entsprechenden  Punkte  gleicher  Polare  Xj^^^^  und  Xj^^^^  nach 
(14)  den  Gleichungen: 

(17)  /;<*>- ;iÄ<'\  /;'''  =  vÄ  Ä-1,2,3, 

gleichviel  ob  zu,  jeder  der  beiden  Wurzeln  ein  oder  mehr  solcher  Punkte 
gehören. 

Wenn  nun  x^^^  =  x^^^  sein  sollte,  würde  aus  den  beiden  alsdann 
in  f^"^^  und  —  x^^^  linearen  und  homogenen  Gleichungen  (17)  mit  der 
Derminante  X^-X^^O  folgen,  daß  für  äj=1,2,  3:  f^^^^O  und 
x^^^  —  0-  Die  letztere  GleichuDg  kann  aber  nicht  für  alle  Werte  von 
k  bestehen.     Also: 

I.  Zwei  zu  verschiedenen  Wurzeln  gehörige  Punkte  gleicher  Polare 
können  niemals  zusammenfallen. 

Multipliziert  man  die  Gleichungen  (17)  bezüglich  mit  a:^^*)  und  Xf^^^^ 
und  summiert  über  k,  so  erhält  man: 

oder  nach  §  41,  (6): 

Daraus  aber  schließt  man,  da  X^  +  ^2  ^^^  • 
(18)  /i,  =  0,    «;„  =  0. 


W 
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n.  Zwei  Punkte  gleicher  Polare  x^^^  und  x^^\  die  zu  verschiedenen 
Wurzeln  k^  und  A,  gehören,  sind  stets  harmonische  Pole  in  hezug  auf 
jede  der  beiden  Kurven  (10)  und  (3). 

7.  Die  Bealitat  der  Wurzeln.  Sind  X^  und  A,  ^wei  konjugiert 
komplexe y  also  verschiedene  Wurzeln,  so  ist  nach  6,  I  auch  jeder  der 
einen  entsprechende  Punkt  Xjj'^^  gleicher  Polare  von  jedem  der  an- 
dern entsprechenden  Punkt  a;^^*)  verschieden.  Entspricht  aber  vermöge 
(15)  der  komplexen  Wurzel  k^  ein  Punkt  x,^^^^  ==  y/  +  iy/',  so  ent- 
spricht der  konjugierten  Wurzel  l^  jedenfalls  der  Punkt  x^^^^  =  y^^'  —  iy^', 
wo  y/'  nicht  für  jedes  k  verschwinden  kann,  da  sonst  xj^^^  =  a;/^^  wäre. 
Damit  ist  nach  (18): 

1  1 

und  damit  für  jedes  k  :  yjj  =  0,  y/'  =  0,  was  für  y^^"  nicht  möglich. 
Daher  sind  komplexe  Wurzeln  ausgeschlossen  oder  (s.  später  §  89,  3): 
Die  kuhische  Gleichung  z/(A)  =  0  hat  nur  reelle  Wurzeln, 

8.  Entwicklung  der  Determinante  A(k).  Die  Differentialquo- 
tienten der  Determinante  (16)  sind: 

(19)  f-^W=  AiW  +  ^»iW  +^8»W, 

Daher  ist  mit  den  §  19,  (3);  (4)  eingeführten  Abkürzungen  (§  89,  (7)): 

(20)  ^(A) A»  +  Ä"k^  -ÄX  +  A 

und  für  die  drei  Wurzeln: 

(Jl)    X^  -Y  ^2 -T  A.^  =  A  ,     A^X^  -{-  X^X^  -\-  k^X^  =  A  j     X-^X^X^  =^  A , 

9.  Multiplizitäten  der  Linearfaktoren  der  Determinanten.  Ent- 
hält eine  ganze  Funktion  G{X)  den  Faktor  X  —  X^  gerade  l  mal, 
so  daß: 

so  enthält  der  Differentialquotient: 

G'iX)  =  (A  -  io)'-'  (?Go(i)  +  (i  -  Xo)Go'«) 
denselben  Faktor  gerade: 
(22)  V  ^l-l 

mal. 

Sei  nun  {X  —  X^^'  die  höchste  Potenz  von  X  —  X^,  die  in  /!(}) 
vorkommt;  ferner  {X  —  A^)'»  die  höchste,  die  gleichzeitig  in  ollen  Unter- 
determinanten  ^j,i{X\  und  {X  —  X^  »'  die  höchste,  die  in  allen  Elementen 
der  Determinante  d{X)  vorkommt.     Es  sind  dann,  wenn  X^  eine  Wurzel 
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von  ^(A)  =  0  ist,  nach  dem  Grade  der  einzelnen  Determinanten  nur 
zulässig  die  Werte: 

(23)  i,=  l,2,3;    i;  =  0,1,2;    i;'^o,i. 

Infolge  von  (19)  enthält  nun  ^^\l)  den  Faktor  l  —  X^,   da    er 

in  allen  ^^li^)  wenigstens  l{  mal  vorkommt,  auch  wenigstens  If  mal. 

Daher  ist  nach  (22): 

?,.  —  1  ^  Z/  oder  Z/  <  l^ 

mit  Ausschluß  der  Gleichheit. 

Der  Differentialquotient  irgendeiner  ünterdeterminante: 

^mW («11  —  ^)  -  («22  -  ^);       ^12(^)  =-  «2U  •  •  • 

enthält  den  Faktor  l  —  A^,  da  er  in  jedem  Element  wenigstens  Z/'  mal 
vorkommt,  auch  wenigstens  Z/'  mal.  Da  aber  unter  den  Determinanten 
"^kiW  wenigstens  eine  ihn  nicht  mehr  als  Z/  mal  und  daher  der 
entsprechende  Differentialquotient  -<^,(^)  ^^  "^^  (ß^)  ^^^^^  mehr 
als  l{  —  1  mal  enthält,  so  kann  Z/'  nicht  größer  als  l{  —  1  sein: 

V'  £  V  -  1  oder  Z/'  <  Z; . 
Zwischen    den   MuUiplizitäten    besteht    daher    mit  Ausschluß   der 
Gleichheit  die  Ungleichung: 

(24)  z,  >  z;  >  Z/'. 

10.  Die  Elemontarteilerezponenten.  Die  für  die  Determinante 
A  in  §  19,  (7);  (23)  abgeleiteten  Identitäten  geben  mit  a^^  —  I  für 
a^^  und  mit  -  ^\l),  i^"(^)  ^^^  ^'  und  J."  die  in  X  identischen 
Gleichungen  ®®): 

^»(A)  -  Jl(l)  +  Jl,{X)  +  JIW  +  2z/|,(X)  +  2^„a) 

+  2Jl,(l)  +  J{X)J"{1) 


(25) 


iJ"\X)  ="  (fl„  -  2)»  +  (a„  -  A)»  +  (a«  -  A)«  +  2a|,  +  2a 


2 
31 


+  2a2,  ~2z/'(X). 

Während  daher  für  eine  einfache  Wurzel  X  ==  A^(Z,.  =  1)  von  zJ{X)  ==»  0 
nach  (23)  und  (24)  stets  Z/  =  0  ist,  folgt  aus  (25),  da  alle  Wurzeln 
reell  sind:  Für  eine  Doppelwurzel  X  =  >l,.(Z^  =  2)  verschwinden  mit 
^{X,)  und  ^{X.)  auch  alle  ^*,(A^),  so  daß  Z/ +  0,  also  nach  (23) 
und  (24)  Z;  =  1  ist.  Für  eine  dreifache  Wurzel  X  =  X^Qi  =  3)  ver- 
schwinden mit  ^{X^f  ^'{^i)  1^^  ^ '(^i)  ^^^'^  ^^®  Elemente  a^,  —  X^, 
«22 --^.•;  «88  — -^i;  «28»  «81?  «18?  s^  ^^ß  V  +  0,  also  uach  (23)  und 
(24)  Z/'-l,  Z;«2  ist. 

Danach  bestimmt  der  Wert  von  Z^  stets  die  Werte  von  Z/,  Z/'  in 
folgender  Weise: 
(26)  l„  If,  i;'  =  1,  0,0;  2,  1,0;  3,  2,1 . 
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Innerhalb  des  einer  Z^- fachen  Wurzel  X^  entsprechenden  Teilers 
von  ^{l): 

(27)        {i  -  x,yi  -  (X  -  x,)'i'  V  (X  -  x,)V-  v'(A  -  A,)V'"  ^ 

heißen  die  Faktoren  rechts,  soweit  ihre  Exponenten  von  0  verschieden 
sind,  die  der  Wurzel  k^  enispredienden  ElementarteUer  der  Determinante 
J{Xy^)     Alsdann  besagt  der  Satz  (26): 

Alle  Elementarteüerexponenten  einer  jeden  Wurzel  haben  den  Wert  1. 

11.  Die  zu  einer  Wurzel  gehörigen  Punkte  gleicher  Polare. 
Da  für  eine  einfache  Wurzel  X  «=  X^  nach  (26)  nicht  alle  ^^^(l)  ver- 
schwinden {If  «0),  so  liefern  für  X  =-  A,.  die  Gleichungen  (15)  mit 
*  =  1,2  oder  3: 

(28)  x,^) :  x^^  :  x,^^  =  ^,,(Z,)  :  J,,{X^  :  ^„(A,). 

Zu  einer  einfaclmt  Wurzel  A  =  X,.  gehört  stets  ein  einziger  hesiimmier 
Funkt  gleicher  Polare, 

Man  kann  statt  (28)  mit  einem  Faktor  q  auch  schreiben**^): 

(29)  px,Wa;,«_^^,(^,), 

und  hiemach  wird  mit  Rücksicht  auf  (19)  und  (6): 

(30)  p<7»  -  -  ^'(^)  • 

Da  für  eine  zweifache  Wurzel  X  —  Z^  nach  (26)  alle  -^jt,(>l),  aber 
nicht  alle  Elemente  von  ^{X)  verschwinden  (Z/  «  1,  Z/'  =-0),  so  ge- 
nügen für  X  ^  X^  den  Gleichungen  (15)  die  Punkte  der  Geraden: 

Zu  einer  zweifachen  Wurzel  X  =  X^  gehören  stets  00^  Punkte  gleicher 
Polare,  die  eine  Gerade  erfüllen. 

Da  für  eine  dreifache  Wurzel  X  =>  X^  nach  (26)  alle  Elemente 
von  ^(X)  verschwinden,  so  sind  für  eine  solche  die  Gleichungen  (15) 
identisch  erfüUi     Alle  Punkte  der  Ebene  sind  Punkte  gleicher  Polare. 

12.  Versohwindende  Wurzeln.  Unter  den  Wurzeln  der  Glei- 
chung (16)  findet  sich  nach  (20)  die  Wurzel  >l  =  0  nicht,  wenn 
-4  +  0;  die  Wurzel  >l  =  0  einfach,  wenn  J.  =  0,  -4'  +  0;  zweifach, 
wenn  ^  =  0,  Ä'^0,  ^"  +  0;  dreifach,  wenn  ^  =  0,  ^'  =  0,  A"^0. 

Die  Gleichungen  (15),  die  mit  Jl  =  0  die  zur  Wurzel  X  =  0  ge- 
hörigen Punkte  gleicher  Polare  bestimmen,  decken  sich  aber  in  diesem 
FaUe  mit  denjenigen  (§  42,  (6)),  welche  die  Doppelpunkte  der  Kurve  (10) 
lief  ein. 

Die  der  Wurzel  X  —  0  entsprechenden  Punkte  gleicher  Polare  in 
bezog  auf  die  Kurven  f  und  g  decken  sich  mit  den  Doppeipunkien  der 

KWDC  f. 
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Dies  erklärt  sich  daraus,  daß  ein  Doppelpunkt  der  Eui*ve  f  als 
Polare  in  bezug  auf  f  jede  Gerade  der  Ebene  hat  (§  46,  6),  also  auch 
diejenige  Gerade,  die  seine  Polare  in  bezug  auf  g  ist. 

Da  nun  nach  11.  aus  der  Multiplizität  einer  Wurzel  die  Anzahl 
der  entsprechenden  Punkte  gleicher  Polare  folgt,  so  ergibt  sich: 

Die  Kurve  /*==  0  hat  "keinen  Doppelpunkt  für  -4  +  0,  einen  Doppel- 
punkt für  A  =  Oj  ^'  +  0,  eine  Doppelgerade  für  J.  =  0,  J.'  =  0,  Ä'  +  0. 

Wir  erhalten  damit  aufs  neue  die  bereits  §  19  (28)  aus  den  Iden- 
titäten §  19,  (7);  (23)  abgeleiteten  Bedingungen  für  den  Rang  der 
Kurve  f  (§  42,  1). 

13.  Nioht  versohwindende  Wurzeln.  Da  nach  (14)  für  jede 
(einfache  oder  mehrfache)  Wurzel  X^  und  einen  zugehörigen  Punkt 
gleicher  Polare  Xj^^\ 

oder  (§  41,  (6)): 

(32)  /;,  -  k9u , 

so  folgt: 

Ein  eitler  nicht  verschwindenden  Wurzel  X^  entsprechender  Punkt 
gleicher  Polare  Xj^^  liegt  entweder  auf  keiner  oder  auf  jeder  der  "beiden 
Kurven  f  und  g. 

Da  im  letzteren  Falle  die  gemeinsame  Polare  gemeinsame  Tangente 
wird  (§  11,  9),  so  berühren  sich  die  beiden  Kurven  im  Punkte  Xj^^, 

14.  Der  einer  einfachen  Wurzel  entsprechende   Punkt.     Der 

einer  einfachen  Wurzel  X^  entsprechende  Punkt  gleicher  Polare  (28) 
kann  als  reeller  Punkt  nicht  auf  der  Kurve  ^,  also  auch  nicht  mit 
seiner  gemeinsamen  Polare  in  bezug  auf  f  und  g  vereinigt  liegen. 
FaUs  A^  +  0,  liegt  er  nach  18.  auch  nicht  auf  /*;  falls  A^  =  0,  ist  er 
nach  12.  der  Doppelpunkt  des  Linienpaares  f 

15.  FaU  von  drei  einfachen  Wurzeln.  Hat  die  Gleichung  (16) 
drei  einfache  Wurzeln  >L^(i  =  1,  2,  3),  so  gehört  nach  11.  zu  jeder 
ein  einziger  Punkt  gleicher  Polare  x^^y  der  nach  14.  nicht  mit  dieser 
vereinigt  liegt.  Zugleich  ist  nach  6,  II  jeder  der  drei  Punkte  rr/^ 
harmonischer  Pol  jedes  der  beiden  andern  in  bezug  auf  beide  Kurven 
f  und  g. 

Wenn  die  kubische  Gleichung  drei  verschiedene  Wurzeln  hat, 
haben  die  beiden  Kurven  f  und  g  stets  ein  einziges  gemeinsames  Pol- 
dreieck. 

Staude,  Flächen  zweiter  Ordnung.  17 
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Seine  reellen  Ecken  x^^  sind  die  den  Werten  i>=»l,2, 3  ent- 
sprechenden Punkte  (28).  Für  die  orthogonale  Sabstitntion  (9),  welche 
die  Form  (12)  von  f  herbeiführt,  ist  nach  (29),  (30)»"): 

16.  Fall  einer  DoppelwuraeL  Einer  Doppdwurzd  X^  entspricht 
eine  reelle  Gerade  (31),  deren  jeder  Ponkt  ein  Punkt  gleicher  Polare 
ist.  Ist  X^-^Q,  so  sind  die  beiden  Punkte  S^  and  S^^  in  denen  die 
Gerade  die  eine  Kurve  schneidet,  nach  13.  Berührungspunkte  beider 
Kurven.  Sie  sind  als  Schnittpunkte  einer  reellen  Geraden  mit  der 
imaginären  eigentlichen  Kurve  g  zwei  getrennte  Punkte  (§  49,  3).  Ist 
;t^  =  0,  so  ist  die  Gerade  (31)  selbst  die  Doppellinie  /"«O  und 
schneidet  wie  vorhin  die  Kurve  g  in  zwei  getrennten  Punkten  S^  und  Sj. 

Wählt  man  auf  der  Geraden  (31),  die  der  Doppelwurzel  JLj  =  A, 
entspreche,  irgendein  Paar  harmonischer  Punkte  Xf^^^^  und  rr^^^)  zu 
den  beiden  getrennten  Schnittpunkten  S^  und  S^  mit  der  Kurve  g, 
so  sind  diese  unter  sich  harmonische  Pole  in  bezug  auf  beide  Kurven 
f  und  g.  Sie  sind  aber  nach  6,  II  auch  harmonische  Pole  zu  dem 
Punkte  gleicher  Polare  x^^^\  der  der  übrigen  eiofachen  Wurzel  X, 
entspricht.  Die  drei  Punkte  XjI^^\  Xj^^\  Xj^^^  bilden  also  ein  gemein- 
sames Poldreieck  der  Kurven  f  und  g.  Für  die  beiden  ersten  stehen 
dabei  die  cx>^  zu  S^^S^  harmonischen  Punktepaare  zur  Verfügung. 

Wenn  die  Jeubische  Gleichung  eine  zweifadie  und  eine,  einfache 
Wurzel  hat,  haben  die  beiden  Kurven  f  und  g  oo^  gemeinsame  Pol- 
dreiecke. 

17.  Fall  einer  dreifaohed  Wurzel.  Ist  Ji  =  l^  eine  dreifache 
Wurzel,  so  ist .  nach  11.  a^  —  Jl^  =  0,  «^  —  >li  =*»  0,  a^j  —  Zj  =  0, 
ttjg  =  «31  =  a^,  «  0,  so  daß  f  mit  g  zusammenfällt. 

Wenn  die  kubische  Gleichung  eine  dreifache  Wurzel,  hat,  Jiaben 
die  dann  identischen  Kurven  f  und  g  alle  ihre  Poldreiecke  gemein. 

18.  Die  Quadratdarstellung  nnd  ihre  Koeffizienten.  Da  somit 
stets  ein  oder  mehr  gemeinsame  Poldreiecke  der  beiden  Kurven  f 
und  g  vorhanden  sind,  so  ist  deren  gleichzeitige  Überführung  in  die 
Formen  (8)  und  (12)  stets  möglich.  Zugleich  erhält  die  Darstellung 
(12)  nach  (32)  die  Form: 

(34)  f^  X,z,'  +  l,z^^  +  X3V  =  0. 

Die  Gleichung  (10)  kann  also  stets  durch  ortliogondle  Substitution 
auf  die  Form  (34)  gebracht  werden,  wobei  li,  X^,  X^  die  verschiedenen 
oder  gleichen  Wurzeln  der  kubischen  Gleichung  (16)  sind. 
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Das  neue  Koordinatendreieck,  auf  das  sich  die  Koordinaten  z^,  z^,  e^ 
beziehen^  ist  das  Poldreieck,  das  die  Knrye  (10)  mit  der  Kurve  (3) 
gemein  hat.  Es  ist  eindeutig  bestimmt,  weim  die  Gleichung  (16) 
drei  einfache,  ist  dagegen  einfach  oder  dreifach  unbestimmt,  wenn  sie 
eine  zweifache  oder  eine  dreifache  Wurzel  hat. 

19.  Die  Spesiea  der  Kurven  zweiter  Ordnung.  Die  Gleichung  (20) 
hat  nach  dem  Satze  von  Descartes^'^)  drei  positive  Wurzeln,  wenn: 
-1  >  0,  JL'  >  0,  Ä'  >  0,  und  di'ei  negative,  wenn:  JL  <  0,  -4.'  >  0, 
Ä'  <  0.     Die  Vorzeichen  der  drei  Wurzeln  sind  daher  für: 

(35)  Ä>0,  ^^">0:±±± 
und  demnach  für: 

(36)  A,  AA"  nicht  beide  >  0  :  ±  ±  + 

Ist  ^  ="  0,  so  ist  die  eine  Wurzel  0  und  die  beiden  andern  nach  (21)  für 

(37)  ^       xx 

Ist  u4  =  0,  -4'  —  0,  so  verschwinden  zwei  Wurzeln. 

Bezeichnet  man  daher  die  Wurzel  l^  mit  a^  oder  —  «,*,  je  nach- 
dem sie  positiv  oder  negativ  ist,  so  ergeben  sich  für  die  Spezies  der 
Kurven  zweiter  Ordnung  an  Stelle  von  §  49,  (18)  die  Kriterien: 


A^O 


A^O,  Ä  +  0 


(38)    ^    .   ^r^'>0,  ^^">0:     I.  /-^ai^^Z  +  c^V+asV-O, 

Ä,  Ar^O\        :II.f^  a,W  +  <^2W  -  «s'^»'  «  0 ; 
^'  >  0  :  m.  /■=  a,W  +  «2*^i'  -  0, 
A<0:  IV.  /•=  «1«^,«  -  cc^^z^^  =  0; 
^  =  0,  A'  ^0,  A"  +  0     -  V.  /--«.V^O- 
20,  Invarianten  der  orthogonalen  Transformation.   Wird  durch 
irgendeine    orthogonale    Substitution    (9),    die    also    (3)    in   (8)    ver- 
wandelt,   aber  f  nicht  gerade  in  eine  Quadratdarstellung  (12)  über- 
führt, sondern  etwa  in:    * 


s 


(39) 


f 


"in 
1     .  'l 


"^^mn^m^ny 


SO  wird  durch  sie  nach  (8)  und  (39)  identisch  in  X\ 

(40)         f-  lg  =  (fc,,  -  X)z^^  -F  (&,2  -  ^W  +  (&S3  -  ^W  +  26„^2^5 

und  daher  nach  §  41,  (17) : 


(41) 


6,1- 

-X 

&„ 

6» 

«11 

X 

«1» 

«13 

t 

1 

6ji 

6„  — 

l 

*«» 

-s^ 

0« 

a^j  - 

-X 

«M 

K 

^» 

K- 

X 

Obi 

«8S 

«J8- 

X 

!?• 
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Da  aber  diese  GieichuDg  identisch  in  X  gilt,  so  folgt  nach  (20)  durch 
Gleichsetzen  der  Koeffizienten: 


\ff 


(42)  B^S'Ä,    B'^S^A\    B"=^S^A 

oder: 

Die  Koeffizienten  der  Potenzen  von  X  in  der  Determinante  (16): 
Äy  Äy  Ä'  sind  gegen  jede  orthogonale  Transformation  invariant}^) 


§  51.   Orthogonale  Transformation  des  Schnittpnnktpaares. 

1.  Gleichzeitige  Quadratdarstelllung  zweier  Schnittpnnktpaare. 

Bezogen  auf  ein  Dreieck  E^E^E^  seien  zwei  Kurven  zweiter  Ordnung: 

S         8  8 

11  1 

und  eine  reelle  Gerade: 

3 

(3)  u  ^^u,x,  =  0 

1 

gegeben.  Durch  Transformation  auf  ein  neues  Dreieck  J^J^J^j  dessen 
Seite  Jj  J^  mit  der  Geraden  (3)  zusammenfällt^  nehmen  jene  im  allge- 
meinen die  Form  an  (§  44,  1): 

3         S  8         8 

(4)      f-^^^fmnymVn-^y  (5)      9  -^^gmnVmyn-  ^ , 

11  11 

(6)  u=»Sy3  =  0, 

und  erhalten  die  Schnittpunktpa>are  der  beiden  Kurven  mit  der  Geraden, 
bezogen  auf  das  Zweieck  J^J^  nach  §  44,  2  die  Gleichungen: 

0)  fiiVi^  +  Vx^ViVt  +  ft2y%^  =-  0»   (8)  5^11^1^  +  ^giiViVt  +  9f^y%^  =  o. 

Ist  im  besonderen  J^J^  ein  gemeinsames  Polzweieck  der  beiden  Punkte- 
paare (7)  und  (8),  so  werden  diese  Gleichungen  (§  46,  (12)): 

(9)         ftiyi*  +  fnV,' -  0 ,  (10)        gnVi' +  9ny,' -  0 

oder  mit: 

(11)  V^Z^-ym-^m- 

(12)      5"V  +  J'V  =  0,  (13)  5i«  +  V  =  0. 

Das  Schnittpunktpaar  g  Xu  ist  nach  §  49,  3  stets  ein  imaginäres 
eigentliches  Punktepaar,  während  zugleich  die  Wurzel  in  (11)  bei 
reellen  Punkten  J^  reell  ist. 
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Die  Schnittpunktpaare  einer  beliebigen  Kurve  (1)  und  der  imagi- 
nären eigentlichen  Kurve  (2)  mit  einer  reellen  Geraden  (3)  können  also 
bei  Einführung  eines  gemeinsamen  Polzweiecks  auf  die  Form  (12)  und 

(13)  gebracht  werden. 

Es  handelt  sich  noch  um  die  ErmitÜUDg  eines  gemeinsamen 
Polzweiecks. 

2.  Punkte  gleichen  Poles.  Die  Polaren  eines  Punktes  x^^  der 
Ebene  in  bezug  auf  die  Kurven  (1)  und  (2)  sind: 

(14)  ^/;o^^  =  o,  (15)  2^,%  =  0. 

1  1 

Liegt  der  Punkt  x^^  in  der  Geraden  (3),  so  wird  diese  von  den 
Geraden  (14)  und  (15)  in  den  Polen  des  Punktes  x^^  in  bezug  auf  die 
Punktepaare  fxu  und  g  Xu  geschnitten. 

Diese  Pole  fallen  zusammen,  wenn  die  drei  Geraden  (3),  (14),  (15) 
einen  Punkt  gemein  haben,  also  (I  §  24,  (6)): 

(16)  f,o  -  Xx<>  +  p«,  =  0 . 

Jeder  Punkt  x^  gleichen  Poles  in  bezug  auf  die  beiden  Punkte- 
paare genügt  daher  den  vier  Gleichungen: 

(a^i  —  X)x^  +  a^^x^  +  a^^x^  +  gu^  -  0, 

«21^1  +  («22  "-  -^)^2  +  O^s^S  +  (>W2  =  0, 

«81^1  +  «32^2  +  («88  —  ^)^3  +  (>"s  *=  Ö; 

U^X^  +     ^2^2  +  ^3^8  =0, 

und  jeder  diesen  Gleichungen  genügende  Punkt  ist  ein  Punkt  gleichen 
Poles. 

3.  Die  quadratische  Gleichung  des  Problems.  Diese  Gleichungen 
können  nur  bestehen,  wenn  l  eine  Wurzel  der  quadraiischen  Glei- 
chung ist^**): 

(18)  ^(A)=    ""  "**~*     '^»  "*    =0. 


(17) 


«11  - 

-l 

«12 

«J8 

U, 

«21 

«22- 

X 

«28 

«2 

«81 

«82 

«33 

X 

«^8 

«*1 

Itj 

«8 

0 

4.  Die  einer  Wurzel  entsprechenden  Punkte  gleichen  Poles. 
Ist  >l=»iL,.(i=  1,2)  eine  Wurzel  der  Gleichung  (18),  so  gibt  es  ein 
oder  mehr  Punkte  x,P,  die  den  mit  A,.  gebildeten  Gleichungen  (17) 
unter  Elimination  von  q  genügen.  Nach  solcher  Elimination  stellen 
die  Gleichungen  drei  Gerade  dar,  die  wegen  ^(A,.)  =  0  durch  einen 
Punkt  gehen  (§  44,  (26)).     Wenn  jedoch  neben  z/(>l)  =  0  auch   noch 
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die   neun   Unterdeterminanten   -J^j(>l),  i,  Z  =  1,  2,  3,   für   X  =  A,-   yer- 
schwinden,  faUen  sie  alle  drei  znsammen  (§  44,  9). 

2aa  einer  Wurzd  X  «»  A,.  der  Gleichung  (18)  gehören  ein  oder  oo^ 
Punkte  gleichen  Poles. 

5.  Zwei  an  verschiedenen  Wurzeln  gehörige  Punkte.  Sind  die 
beiden  Wurzeln  X^  und  X^  der  Gleichung  (18)  verschieden,  so  genügen 
die  entsprechenden  Punkte  gleichen  Poles  x^^^^  und  Xj^^^^  nach  (16);  (3) 
den  Gleichungen: 

(19)      /i<^)--ix^*^"  +  «>i«*  =  o,  /;(*)-v*'*>  +  9,«*  =  o, 

(20)  ^^u,x,m  =  0,     2«Ä^*'  =  0. 

1  1 

Wäre  nun  x^^^^^  =»  a;^^'^,  so  wurde  aus  (19)  folgen: 

-  (^1  -  ^W^  +  (Qi  -  9>t  -  0,    A  -  1,  2,  3, 
und  hierauS;  da  X^  =^  X^  ist: 

und  damit  aus  (20): 

s 

1 
was  für  die  reelle  Gerade  (3)  nicht  möglich  ist. 

I.  Zwei  zu  verschiedenen  Wurzeln  gehörige  Punkte  gleichen  Poles 
können  niemals  zusammenfallen. 

Multipliziert  man  die  Gleichungen  (19)  mit  Xj^^^  und  x^^^  und 
summiert  über  Ä,  so  folgt  mit  Rücksicht  auf  (20): 

(21)  fi%-h9i%-^r    /ii-^^2i  =  0, 
und  da  X^  ^  X^  ist: 

(22)  /;,  =  o,   ^„-0. 

n.  Zwei  Punkte  gleichen  Poles,  x^^^  und  Xj^^,  die  zu  verschiedenen 
Wurzeln  X^  und  X^  gelwren,  sind  stets  harmonische  Pole  in  bezug  auf 
jede  der  beiden  Kurven  f  und  g,  bezüglich  auf  jedes  der  beiden  Punkte- 
paare  fxu  und  g  Xu. 

6.  Die  Realität  der  Wurzeln.     Mit  Rücksicht  auf  5,  I  und  auf 

(22)  überträgt  sich  der  in  §  50,  7   gegebene  Beweis  auch   auf   den 
vorliegenden  Fall,  also: 

Die  quadratische  Gleichung  ^(A)  =  0  in  (18)  hat  nur  reale  Wurzeln. 

7.  Entwicklung  der  Determinante  J{X).  Die  Differentialquo- 
tienten der  Determinante  z/(X)  sind: 


(23) 
wo: 
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Ofi  —  ^  <hi          "» 

:<'m    «»8 

«» 

(24)   ^,i(X)- 

«»2                «»»          ^    «»    ,    '^IS(A)  - 

«»1    «M  - 

X   «, 

«ä       Mj       0 ; 

«1     «8 

0 

Daher  ist  mit  den  Abkarz-nngen  (§  44,  (38)): 

(25) 

für  die  Entwicklung  von  -^(>L): 

(26)  z/(X)  »  -  (?U*  -  A'^'X  +  ^" 

(§  43,  (5))  und  für  die  Wurzeln: 

A*U  AU 

C^  * )  ^1  +  ^  *"  Q»  y       ^1  ^2  ^         Qt  ' 

8.  Die  Multiplizitäten  der  Linearfaktoren  der  Determinanten. 

Sei  nun  {X  —  X^*  die  höchste  Potenz  von  X  —  A^,  die  in  ^{X)  vor- 
kommt, und  (X  —  X^K  die  höchste,  die  gleichzeitig  in  allen  ünter- 
determinanten  ^^liX),  X;,  2  =•1,2,  3  vorkommt.  Es  sind  dann  nach 
dem  Grade  der  einzelnen  Determinanten  zulässig  die  Werte: 

(28)  i,-l,2;     ?/  =  0,l. 

Nach  der  ersten  Gleichung  (23)  folgt  dann  ebenso,  wie  §  50,  9,  daß 
mit  Ausschluß  der  Gleichheit: 

(29)  i,  >  i;. 

9.  Die  Elementarteilerexponenten.  Die  für  die  Determinanten 
J.**  in  §  44,  (40)  abgeleitete  Identität  gibt  mit  a;^*  —  >t  för  a^^  und 
mit  —  ^'(>l)  für  A'^  die  in  X  identische  Gleichung®^): 

(30)  J'\X)  =  J\,{X)  +  ^\,{X)  +  J\,{X)  +  2J\,{X)  +  2J\,{X) 

+  2^2^(X)-2^z/(I). 

Während  daher  für  eine  einfache  Wurzel  X  =  X^{1^  =  1)  mit  J{X) 
nach  (28)  und  (29)  stets  Z/  =  0  ist,  folgt  aus  (30),  daß  für  eine 
Doppelwurzel  X  ==  X^i],^  =»  2)  mit  z/(>l,.)  und  ^{X^  auch  alle  ^t,(>t<) 
verschwinden,  so  daß  Z/  +  0,  also  nach  (28),  (29)  Z/  ==  1  ist. 

Danach  bestimmt  der  Wert  von  l^  stets  den  von  Z/  in  der 
Weise,  daß: 

(31)  Z,.,  Z/  entweder  =1,0  oder  *=»  2, 1 . 

10.  Der  SU  einer  Wurzel  gehörige  Punkt  gleichen  Poles.     Da 

für  eine  einfache  Wurzel  X  =  X,  nicht  sämtliche  Unterdeterminanten 
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^kiW   verschwinden,   liefern   die   Gleichangen    (17)   mit   i  =  1,  2, 3 
(§  44,  (26)): 

(32)  x,^^  :  a;,(0  :  a;,(0  =  ^^^ (i..)  :  zf„ (k,)  :  J,,{X,) . 

Zu  jeder  einfachen  Wurzel  X  =  X^  gekört  daher  stets  ein  einziger 
bestimmter  PunJct  gleichen  Poles. 

Für  eine  Doppelwurzel  dagegen  verschwinden  nach  (31)  aUe 
ünterdeterminanten  -*^i,(A),  so  daß  zu  ihr  jeder  Punkt  der  Geraden  (3) 
als  Punkt  gleichen  Poles  zugehört  (§  44,  9). 

11.  Verschwindende  und  nicht  verschwindende  Wurzeln. 
Unter  den  Wurzeln  der  Gleichung  (18)  findet  sich  nach  (26)  die 
Wurzel  X  =  0  nicht,  wenn  J."  +  0,  die  Wurzel  A  =  0  einfach,  wenn 
A'*  =  0,  Ä"^  +  0,  und  zweifach,  wenn  A"  =  0,  ^'«^  =  0 . 

Mit  Rücksicht  auf  §  44,  (25)  ergibt  sich  daher  entsprechend 
§  50,  12  und  übereinstimmend  mit  §  44,  (41);  (43): 

Das  Schnittpunktpaar  fxu  ist  ein  getrenntes  für  J."  +  0,  ein  zu- 
sammenfallendes für  ^"  =  0,  J.'"  +  0,  unbestimmt  für  J."  =  0,  -4'"  =  0. 

Für  jede  Wurzel  JL,.  und  einen  zugehörigen  Punkt  gleichen  Poles 
Xf^^^  ist  nach  (16)  und  (3): 

oder:  ^  ^ 

(33)  fii^K<fir 

Ein  einer  nicht  verschwindenden  Wurzel  >L,  entsprechender  Punkt 
gleichen  Poles  Xj^^  gehört  entweder  keinem  oder  jedem  der  beiden  Punkte- 
paare  fxti  und  g  Xu  an. 

12,  Nachweis  des  gemeinsamen  Folzweiecks.  Der  einer  ein- 
fachen Wurzel  X  =  X.  entsprechende  Punkt  gleichen  Poles  (32)  kann 
als  reeller  Punkt  nicht  dem  Punktepaar  g  X,u  angehören,  also  auch 
ni<:ht  mit  seinem  Pol  in  bezug  auf  gx.u  vereinigt  liegen.  Falls 
jlj  =+=  0,  gehört  er  nach  11  auch  nicht  dem  Punktepaar  fx.u  an; 
falls  X,.  =  0,  ist  er  nach  11  der  Doppelpunkt  fx.u. 

Hat  nun  die  Gleichung  (18)  zwei  einfache  Wurzeln  X^  und  X,, 
so  gehört  zu  jeder  ein  einziger  Punkt  gleichen  Poles  ic^^^^  und  Xf^^^, 
der  nicht  mit  seinem  Pol  zusammenfällt.  Zugleich  ist  nach  6,  II 
jeder  der  beiden  Punkte  harmonischer  Pol  des  andern. 

Wenn  die  quadratische  Gleichung  ^(X)  «=^0  zwei  verschiedene 
Wurzeln  hat,  haben  die  beiden  Punktepaare  fx.u  und  gx.u  stets 
ein  einziges  gemeinsames  Polzweieck. 

Wenn  sie  eine  Doppelwurzel  hat,  haben  die  beiden  Punktepaare 
alle  ihre  Polzweiecke  gemein  und  fallen  zusammen. 
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13.  Die  Quadratdarstellung  und  ihre  Koeffizienten.  Da  somit 
stets  ein  oder  cx)^  gemeinsame  Polzweiecke  der  beiden  Punktepaare 
Yorhanden  sind^  so  ist  deren  gleichzeitige  Überführung  in  die  Dar- 
steUung  (12),  (13)  stets  möglich.  Zugleich  erhält  (12)  nach  (33) 
die  Form: 

(34)  X,z,^  +  X^z^^  ^  0 . 

Die  Gleichung  des  SchniUpunJUpaares  der  Kurve  (1)  mit  der  Geraden 
(3)  kann  also  stets  durch  orthogonale  Transformation  auf  die  Form  (34) 
gebracht  werden,  wo  l^  und  X^  die  Wurzeln  der  quadratischen  Glei- 
chung (18)  sind. 

Das  Eoordinatenzweieck,  auf  das  sich  die  Koordinaten  z^,  z^  ^^' 
ziehen,  ist  das  Polzweieck,  welches  das  Punktepaar  mit  dem  imaginären 
eigentlichen  Punktepaar  (2),  (3)  gemein  hat.  Es  ist  eindeutig  be- 
stimmt für  >li  =4=  >^2;  einfach  unbestimmt  für  A^  =  Aj. 

14.  Die  Spezies  des  Sohnittpunktpaares.  Mit  Rücksicht  auf  (27) 
ergeben  sich  aus  (34)  für  die  Spezies  des  Punktepaares  (1),  (2)  an 
Stelle  von  §  49,  (20)  die  Kriterien: 

— -4">0:  1.  Imag.  getrennt.  Punktepaar; 

—  -4**  <  0:  2.  Reell,  getrennt.  Punktepaar; 

-4"  =  0,  -4'"  +  0:  3.  Zusammenf.  Punktepaar; 

^"  =  0,  ^'"  =  0:  4.  Unbest.  Punktepaar. 

15.  Spezies  der  Schnittpunktpaare  bei  gegebener  Spezies  der 
Kurve.  Die  Kriterien  §  50,  (38)  und  §  51  (35)  können  nun  in  die 
Kolonnen  und  Zeilen  der  Tabelle  §  49,  (22)  an  Stelle  der  dort  be- 
nutzten eingetragen  werden  ^*^). 

16.  Schnittpunktpaar  mit  einer  Koordinatenachse.  Nehmen 
wir  für  die  bisher  beliebige  Gerade  Uj^  die  Seite  a^g  =  0  des  Koordi- 
natendreiecks, so  sind  Wj  =«  0,  w^  =  0,  Wj  =  1  und  wird: 


('»)      ^.  +  0 


(36)     .4"  = 


«11  «12  «18  0 
«21  «22  «28  0 


-^33  ?  -^11  "-  ~"  «22  >  -^12  ■*  «12  ?    -^22  "~"        «U  ^ 


-^18  '"^  "^28  ^  "^33  "*  ^ 


«81  «82  «83  1 
0      0      10 

und  damit  (§  51,  (25)): 

(37)  -^"  =  ^88,  -^'"  =  4;3. 

Die  Spezies  des  Schnittpunktpaares  der  Kurve  mit  der  Koordi- 
natenachse x^^O  wird  daher  in  Beziehung  auf  die  Spezies  der  Kurve 
selbst  aus  folgender  Tafel  bestimmt,  wo  die  Bedeutung  der  einge- 
fügten Namen  nachher  unter  17  erklärt  wird. 
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17.    Sohnittpunkte   mit   der   unendlioli   fernen   Geraden.     Ist 

nun  die  Gerade  x^^O  die  unendlich  ferne  Gerade,  so  gibt  die  Tafel, 
mit  den  für  diesen  Fall  eingesetzten  Namen,  gleichzeitig  die  Klassi- 
fijcation  der  Kegelschnitte,  welche  auf  der  Verbindung  der  Spezies  der 
Kurve  mit  der  Spezies  des  Schnittpunktpaares  mit  der  unendlich  fernen 
Geraden  beruht^) 

Die  Tafel  gilt  dann  zur  Klassifikation  für  jedes  System  von  Drei- 
eckskoordinaten, dessen  Seite  x^^O  die  unendlich  ferne  Gerade  ist, 
also  auch  für  die  gemeinen  schiefwinkligen  und  rechtwinkligen  Koordinaten. 

18«  Versohiedenheit  der  Kriterien  der  Spezies.  Sie  stimmt 
demnach  auch  mit  der  Tafel  §  26,  (19)  überein  bis  auf  die  Abweichung 
der  beiden  ersten  Kolonnenüberschriften.  Diese  erklärt  sich  daraus, 
daß,  bei  gleichbleibenden  notwendigen  Bedingungen,  die  hinreichen- 
den Bedingungen  der  Spezies  den  yerschiedenen  Polardreiecken  ent- 
sprechend (§  46,  (14);  §  47,  (15);  §  50,  (34)  usw.)  yerschieden  ange- 
geben werden  können. 

In  der  Tat  ist  für  die  Spezies  I  nach  §  49,  (8)  notwendig,  daß 
alle  Äj^j^  und  Äa^j^{k^ly2,S)  positiv  sind,  hinreichend  nach  §49,(9) 
schon  Ä^>0,  Aa^i  >  0,  aber  nach  (38)  auch  Ä'  >  0,  AA">0 
und  nach  der  Tafel  §  26,  (19)  fflr  rechtwinklige  Koordinaten  auch 
A^  >  0,  AA'^^  >  0. 


§  52.    Beruhnrngsdreieck  und  rationale  Parameterdarstellung. 

1.   Begriff  dea   Berühningsdreieckes.     Bei   einem    eigentlichen 
Kegelschnitt: 


8 


3         8 


(1)  f^y^yj^^ki^k^i-^^      (!')  F^yiyiA,ju,u,^o 


1  1 
ist  ein  Dreieck  JiJ^J^j  welches  aus 
zwei  Punkten  J^  und  Jj  der  Kurve 
und  dem  Pol  J^  ihrer  Verbindungs- 
linie besteht,  sich  selbst  dual.  Denn 
es  besteht  nach  §  11, 10  und  §  17, 5 
zugleich  aus  zwei  Tangenten  i^  und 
«1  und  der  Polare  i^  ihres  Schnitt- 
punktes, Wir  nennen  es  ein  Be- 
rührungsdreieck.    (Fig.  115.) 

2.  Berühningsdreieck  als  Ko- 
ordinatendreieok.     Führt   man    ein 


1      1 


Fig.  115. 


268  §  52,  2—4. 

Berührungsdreieck  als  Koordinateudreieck  ein,  so  folgt,  weil  J^  und  /,, 
J3  und  J^  harmonische  Pole  und  J^  und  J^  Punkte  der  Kurve  sind, 

daß  (§  41,  (13);  (6);  (7)): 

(2)  6,,  =  0,  J«,  ^  0,  \,  ^  0,  &,3  =  0 

und   umgekehrt.     Die   Qleichung   der   Kurve    wird   daher   in   Punkt- 
koordinaten: 

(3)  /■=6„y,*  +  2Miy,  =  0 

mit  der  Determinaote: 

10      Oft,, 
(4)  5='    0     &„      0 


*M^fs> 


&81        0         0 


worauf  die  Gleichung  in  Linienkoordinaten  nach  §  41,  (23)  lautet: 

(3-)  5»i^=BJ^;;  +  2^^^')  =  o. 

Die  Glekhungsform  (3),  (3')  ist  für  das  Berührungsdreieck  charak- 
teristisch}^) 

3.  Beispiele.  Bei  der  Scheitelgleichung  der  Parabel  (§  13,  (37);  (43)); 

(5)  y^  -  2pxt  «0,    jpü*  -  2ws  =  0 

(auch  §  14,  (25))  sind  in  der  Tat  die  beiden  Seiten  x  —  0  und  ^  =  0 
des  Koordinatendreiecks  Tangenten  und  die  dritte  Seite  y  =  0  die 
Verbindungslinie  ihrer  Berührungspunkte  (§  2,  9). 

Bei  der  Äsymptotengleichung  der  Hyperbel  (§  13,  (27);  (31)): 

05)  2;ry-2^*  =  0,    e^uv  -  s«  ==  0 

sind  die  beiden  Seiten  a;  =  0,  y  =  0  des  Koordinatendreiecks  Tan- 
genten (§  13,  (22))  und  die  dritte  Seite  <  =  0  die  Verbindungslinie 
ihrer  Berührungspunkte. 

4.  Erzeugung  des  Eegelschnittes  durch  projektive  G^ebilde. 
Indem  man  den  Koeffizienten  —  26jg  :  fcgg  in  die  Koordinate  y^  oder  y^ 
aufnimmt  (I  §  28,  6)  oder  ftga  =  —  1,  26^  =  1  setzt,  kann  man  den 
Gleichungen  (3)  und  (3')   die  einfache  Gestalt  geben: 

(7)  yiV,  -  2/2'  =  0 ,  (7')  4v,v,  -  t's«  =  0 . 

Diese  sind  aber  je  das  Resultat  der  Elimination  von  l  aus  den  beiden 

Gleichungen: 


(8) 

Die  Gleichungen  (8)  stellen    aber   zwei   projektive  Strahlbüschel   mit 
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den  Mittelpunkten   J^  und  eZj,   die  Gleichungen  (8')   zwei   projektive 
Pnnktreihen  auf  den  Seiten  ig  und  \  dar  (I  §  66,  2): 

I.  Jeder  Kegelschnitt  (Fig.  1 16)  is^       F.  Jeder  KegdschniU  (Fig.  1 1 7)  ist 


daher  der  Ort  der  SchnittpunTcte 
erdsprechender  Sirahlen  zweier  pro- 
jektiver Strahlbüschel,  deren  Mittel- 
punkte  zwei  hdiebige  Punkte  des 
Kegelschnittes  sind. 


Vi'O 


daher  der  Ort  der  Verbindungslinien 
entsprechender  Punkte  zweier  pro- 
jektiver Punktreihen,  deren  Träger 
zwei  beliebige  Tangenten  des  Kegel- 
sdinittes  sind  (§  38,  5). 


^Z'O 


kVs^^tVm'O 


\        Fig.  116. 


Fig.  117. 


5.  Farameterdarstellung  des  Kegelschnittes.  Infolge  der  Glei- 
chungen (8)  und  (8')  können  die  Punkte  und  Tangenten  des  Kegel- 
schnittes (7),  (7')  durch  den  Parameter  X  der  Büschd  oder  Punkt/reihen 
in  der  Weise  dargestellt  werden: 

(9)  yi  :  y»  :  y»  ^^  -^* :  ^  :  1  '  (90  t?i  :  fj :  ^8  =-  1  :  —  2X  :  A^ 
Da  bei  gleichem  Werte  von  X  in  (9)  und  (9'): 

(10)  y^Vi  +  y^v^ -V  Vf^v^  ^  0 

ist,  so  folgt,  daß  die  Tangente  v^,v^,v^  durch  den  Punkt  yi^y^jV^ 
geht"^): 

IL  Die  Parameterdarstellungen  (9)  und  (9')  gehören  in  der  Weise 
zusamtnen,  daß  sie  für  jeden  Wert  X  einen  Punkt  der  Kurve  und  die 
zugehörige  Tangente  liefern. 

Die  Beziehung  zwischen  Punkt  oder  Tangente  der  Kurve  und 
Parameter  X  ist  nach  (9)  und  (8)  wechselseitig  eindeutig. 

6.  Sehne  und  Tangentenschnittpunkt. 

Die  Sehne  der  beiden  Punkte  X^^  und !      Der  Schnittpunkt  der  beiden  Tan- 
Ag  hat  die  Gleichung:  \  genten  A^  und  X^  hat  die  Gleichung: 
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t?i  t?. 


17 


9 


0 


Vi     Vt    Vi  ^ 

.  V   >ti    1   «0  :  1    ^2;Li 

i  V   ^    1  '  '         I  1    -  2X2 

oder  (vgl  §  6,  (15):  'oefer  (§  13,  (51)): 

(11)  yi-(Ai  +  A,)y2  +  AiA,y,  =  0.  i(ll')2Zi;,ri  +  (Xi+A,)t;,  +  2t',=0. 

Mit  Xj  =  i,  =  A  erhält  man  aus  (11)  und  (11')  bzw.  wieder  (9')  und  (9). 

7.  Doppelverhältnis   von  vier  Elementen   des   Kegelschnittes. 
Aus  den  Gleichungen  (11)  und  (11')  geht  hervor: 

Die      Gleichung      des      Strahl-  <      Die   Gleichung   der  Punktreihe, 


büschels,  dessen  Strahlen  einen 
festen  Punkt  Xq  der  Kurve  mit 
deren  laufendem  Punkte  k  verbin- 
den, lautet: 

(12)  (y,  -  X^y,)  -  X(y,  -  l^y^)  -  0. 

Das  Doppelverhältnis  der  vier 
Strahlen  X  =»  X^,  A^,  JI3,  JI4  dieses 
Büschels  (12)  (I  §  18,(25)): 


in  deren  Punkten  eine  feste  Tan- 
gente >Lq  der  Kurve  von  deren  lau- 
fender Tangente  X  geschnitten  wird, 
lautet: 

(12')X(2Xot;i+t;,)  +  (Aot?,+  2r,)»0. 

Das  Doppel  Verhältnis  von  vier  Punk- 
ten X  =  Xi,  Xj,  Xj,  X^^  dieser  Punkt- 
reihe (120  (I§20,(13)): 


(13) 

ist  von  Xo  unabhängig.»«) 


(^l--^)(i?_-l4) 


Vier  Strahlen,  die  vier  feste  Punkte  \  Vier  Punkte,  die  auf  vier  festen 
X^,  X^,  Xj,  A4  der  Kurve  mit  einem  '  Tangenten  JLj,  X^,  Xj,  X^  der  Kurve 
veränderliehen  Punkte  X^  verbinden  von  einer  veränderlichen  Tangente  JL^ 
(Fig.  118),  hohen  ein  festes  Doppel-  ausgeschnitten   werden    (Fig.   119), 


Verhältnis. 

Es  heißt  id^  Doppelverhältnis  der 
vier  Punkte, 


haben  ein. festes  Doppelverhältnis. 

Es  heißt  Aa^  Doppelverhältnis  der 
vier  Tangenten. 


^h% 


lP\g.  119. 
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Damit  aber  folgt  aus  5^  11 : 

Vier  Punkte  eines  KegekchniUes  und  die  vier  Tangenten  in  ihnen 
Iwben  dassdhe  BoppdverhMtnis. 

Ist  es  —  1,  heißen  die  vier  Punkte  und  Tangenten  vier  harmo- 
nische Punkte  und  Tangenten  des  Kegelschnittes, 

8.  Allgemeine  rationale  Farameterdarstellung.  In  einem  be^ 
liebigen  andern  Koordinatensystem  Xj^^  Uj^,  zu  dem  man  mittels  der 
Transformationsformeln  (I  §  30,  (1);  (12)): 

3  3 

(14)  Q^k-^<^kiyn  ^^k-^Gkih 

1    •  1 

übergeht,  lauten  die  ParameterdarsteUungen  (9)  und  (O*): 


(15)      {   (>^2  ='^l^*  +  ^28^  +  ^t8;       (15') 
QX^  ==  ^3^  A    -j-  C32  ^  ~r  ^38> 


wo  die  Koeffizienten  CJ^j  ^^^  Unterdeterminanten  der  nicht  verschwin- 
denden Determinante  C^\c,,\  sind.««) 

Umgekehrt  kann  von  der  mit  beliebigen  Koeffizienten  Cj^^  ge- 
gebenen Darstellung  (15)  durch  die  Koordinatentransformation  (14) 
zu  der  Form  (9)  übergehen. 

Die  Formeln  (15)  und  (15^)  enthalten  demnach  die  allgemeine 
ParameterdarsteUung  der  Punkte  und  zugehörigen  Tangenten  der  Kegel- 
schnitte durch  denselben  Parameter  X. 

Die  Darstellung  der  EUipse  in  §  6,  (10);  §  13,  (48): 

x:y:t^a{l^X^):2iX:l  +  X^', 
^     ^  fi:v:s  =  &(l -A*):2aZ:-a6(l  +  A*) 

und  die  der  Parabel  §  6,  (14);  §  13,  (50): 

(17)  x:y:t^X^:2pX:2p]    u:v:s^2p:'-2X:X^ 
sind  spezielle  Fälle  der  Darstellung  (15);  (15'). 

9«  Die  ParameterdarsteUung  als  Grundlage  des  Fascalsohen 
Satzes.  Sind  im  Sinne  der  Darstellung  (9)  vlj,  Jl^, . . .,  Xq  die  Parameter 
der  Ecken  eines  dem  Kegelschnitt  einbeschriehenen  Sechseckes ,  so  sind 
nach  (11)  die  Gleichungen  von  dessen  Seiten: 

(18)  ^"  =  yi  -  (^1  +  ^2)^2  +  k ^2^8  =  0 , 

^45  =  yi  -  ih  +  h)y%  +  KhVi  «=-  0, . . ., 

wo  e^j^  ^46^  -  •  *  ^^  Abkürzungen  für  die  linken  Seiten  der  Gleichungen 
dienen. 


n 
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Führen  wir  nun  an  Stelle  der  Abkürzungen  Z,  M,  N  m  %  37,  (7) 
die  folgenden  ein: 

Xj|  =  ^  Aj  A^  +  X5  X|  Ag  +  Ax  ^  ^  ' 
-Lj  =  A^A^Aj  "T  A3/jA^  +  ^5A^Agy 

X>4  =  Ag  A5  A^  X)  +  A5  Aj  Aj  A^  +  Aj  Aj  A4  Ag  , 
-^4  ^^  ^8  ^5  ^8  ^4  "T  ^6  ^1  ^-l  Ag  +  Aj  Aj  Ag  A^  f 

80  lauten  die  identischen  Gleichungen  §  37,  (8),  welche  das  ein- 
beschriebene  Sechseck  als  Fascalsches  charakterisieren,  mit  den  Ab- 
kürzungen §  37,  (4): 

j  (>1^12-Pl'«45+l>i  ==0, 

(20)  Qt^-Q%e^i+Pi'-^7 

\  9z^6  -(>8'^23+Ä=0, 
wo: 

(21)  p,  =  (Jlf,  -  N,)y,  +  (M,  -  N,  +  M,-  N,)y,  +  {M,  -  JVJy,  =  0 

die  Gleichung  der  Pascalschen  Linie  ist. 

10.   Mannigfaltigkeit  der  Pascalschen  Sechsecke.     Da  bei  der 

Ableitung  der  Gleichungen  (20)  nichts  darüber  Yorausgesetzt  ist,  in 
welcher  Reihenfolge  die  sechs  Ecken  mit  k^,k^,--'}k^  bezeichnet  wer- 
den, so  behält  ein  dem  Kegelschnitt  einbeschriebenes  Sechseck  den 
Charakter  als  Pascalsches  bei  jeder  Reihenfolge  der  sechs  Ecken.  Je 
nach  der  gewählten  Beihenfolge  werden  aber  die  sechs  Seiten  des 
Sechsecks,  welche  je  zwei  in  dieser  Reihenfolge  .benachbarte  Ecken 
verbinden,  verschieden  sein,  ebenso  die  zugehörigen  Pascalschen  Geraden. 
Da  nun  die  nur  dem  Sinne  nach  verschiedenen  Folgen  (wie 
123456  und  165432)  und  die  nur  dem  Anfangspunkt  nach  ver- 
schiedenen Folgen  (wie  123456  und  561234)  nicht  als  verschieden 
zu  gelten  haben,  so  braucht  man,  um  alle  verschiedenen  Sechsecke 
zu  erhalten,  nur  bei  festgehaltener  Ecke  1  die  fünf  übrigen  Ecken 
auf  alle  120  Arten  zu  vertauschen  und  von  zwei  Permutationen  ent- 
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gegengesetzten  Sinnes  (wie  23456  und  65432)  noch  die  eine  aas- 
znscheiden.     Es  ergibt  sich  somit  ^^^): 

Alle  einb€sdiri^)enen  sechzig  Sechsecke,  die  den  verschiedenen  Beihen- 
folgen  von  sechs  Punkten  eines  Kegelschnittes  entsprechen,  sind  Pascaische 
Sechsecke;  oder  auch  mit  Bücksicht  auf  §  37^  6  und  4: 

Ist  eines  von  den  sechzig  Sechsecken,  die  durch  sechs  Punkte  der 
Ebene  bestimmt  sind,  ein  PasccdscJies,  so  gut  dies  auch  von  aüen  übrigen. 

11«  VertauBchiing  der  geraden  Ecken.  Wir  betrachten  insbe- 
sondere die  sechs  Sechsecke,  die  aus  dem  ursprünglichen  durch  Yer- 
tauschung  der  geraden  Ecken  entstehen: 

rSi»  123456  j  5/ -143256 

(22)  Ä, «  143652  (22')  S^' « 123654 

15,-163254  I  5/ -163452. 

Die  Vertauschung  der  ungeraden  Ecken  würde  dieselben  Sechs- 
ecke liefern,  z.  B.  aus  S^:  325416  -  S^,  321456 S^\ 

In  (22)  gehen  S^,  S^,  S^,  in  (22')  S,',  S^\  5/  durch  zyklische  Vertau- 
schung von  2,  4,  6  ineinander  über,  und  S^  verwandelt  sich  in  Sj^ 
durch  Vertauschung  von  2  und  4. 

Die  Bediugungsgleichungen  (20)  verwandeln  sich  beim  Übergang 
von  Sj  auf  S^  und  S^  in: 

(23)  Prß,6-piei«+i>2  =  0,  (23')         (>8'^82-p8"«14+Ä  =  0, 
Qi'^i-^Qi^Bl+Pi'^^f  l  Pl'^54— (>r^86+P3  =  0. 

Hier  gelten  neben  §  37,  (4)  die  Abkürzungen: 

(24)  (>2"=- (^1-^8)^4-^6), 

Qs'  =  (^8  —  '^5)(^6  —  ^i)} 

und  werden,  da  bei  zyklischer  Vertauschung  von  X^,  X^,  X^  die  Größen 
Lj^,  Mj^,  N^  in  (19)  sich  selbst  zyklisch  vertauschen,  die  Gleichungen 
der  Pascalschen  Linien  der  Sechsecke  S^  und  S^: 

(25)  1^»  "  ^^'  ~  ^'^  ^'  +  ^-^'  -L,  +  N,-  L,)  y,  +  (iV,  -  LJ  y,  =  0, 
M A  =  (A  -  -M"i)yi  +  (li  -  Jfs  +  ig  -  Jf,)y,  +  (i*  -  Jfjy,  -  0. 

Durch  Yertauschung  von  2  und  4  entstehen  alsdann  aus  (21)  und  (25) 
die  Gleichungen: 

(26)  p/  =  0,    j,,'  =  0,    i,,'  =  0 

« 

der  Pascalschen  Linien  der  drei  Sechsecke  S^,  S^'y  S^', 
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Da  nun  aus  (21)  und  (25)  die  Identität: 

(27)  l>i+P,+P,-0 
hervorgebt  und  bei  Yertauscbung  von  2  und  4  ebenso: 

(28)  !>/  +  K  +  ft'  -  0 

ist,  so  folgt  ^®^): 

Die  Pasccdschen  Linien  der  drei  Pascalschen  Sechsecke  (22)  und 
d>enso  digenigen  der  drei  Pascalschen  Sechsecke  (22')  gehen  jedesmal 
durch  einen  Punkt  (Steinerschen  Punkt). 


IL  Teil. 


Die  Gebilde  zweiter  Ordnung  im  Baume. 

I.  Abschnitt. 

Gestalt  nnd  Bestandteile  der  Flächen  zweiter  Ordnnng. 

I.  Kapitel. 

Scheitel-  und  Brennpunkte,  Hauptschnitte  und  Brenn- 
linien, Draht-  und  Gipsmodelle. 

§  53.   Drehüngs-  und  Zylinderfläclien  zweiter  Ordnnng. 

1.  Entstehung  der  Drehungsfläohen  aus  den  Kegelsohnitten. 
In  der  jsx-TSihene  eines  rechtwinkligen  raumlichen  Koordinatensystems 
Oxyz  sei  die  Ellipse  oder  Hyperbel  (§  1,  (7)): 


(1) 

oder  die  Parabel  (§  2,  (9)): 


-  +  - 


e 


-,  =  1 


-+2x-p  =  0 


(2) 
verzeichnet. 

Durch  Drehung  eines  dieser  Kegelschnitte  um  die  ^-Achse  des 
Koordinatensystems  entsteht*  eine  Drehungs-  oder  Botationsfläche.     Die 


einzekien  Li^en  des  erzeugenden  Kegel- 
schnittes bilden  die  Meridiankurven,  seine 
einzelnen  Punkte  beschreiben  die  ParaUel- 
kreise  der  Drehungsfläche. 

Während  der  Drehung  behält  der  ein- 
zelne Punkt  P  =  Xyy,z  seinen  Abstand  Py^P 
von  der  y^r-Ebene  (Fig.  120)  und  seinen 
Abstand  P^P  von  der  a;- Achse  beständig 
bei.  Bezeichnet  daher  Pq  =  x^,  0,  e^  seine 
ursprüngliche  Lage,  so  bleibt  immer  (I  §  31,  (2);  I  §  33,  (13)): 

(3)  x^x,,  yp+7^^ 


Pi?-Xo,ö;k» 


Flg.  180. 


St, 


0- 


Da  aber  x^j  iSq  der  Gleichung  (1)  oder  (2)  genügen,  so  folgt*''): 

18* 
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Die  durch  Drehung  der  KegdschniUe  (1)  und  (2)  um  die  x-Ächse 
entstehenden  Drehungsflächen  haben  die  Gleichungen: 

Sie  sind  gegen  die  Transformation  (I  §  14,  (9)): 

(6)       X  ^  Xj    y  "^y  cos  tf  —  z  sin  9),     z  ^y  sin  9)  +  /  cos  9 

invariant  (gestatten  die  kontinuierliche  Gruppe  der  Drehungen  (6;j)^\V 
Ebenso  entsteht  durch  Drehung  des  Kegelschnittes  (1)  um  die 
Z' Achse  die  Drehungsfläche: 

2.  Hauptebenen  und  Hauptachsen.  Der  Mittelpunkt  0  des 
Kegelschnittes  (1)  (§  1,  5)  bleibt  auch  MiUdpunkt  der  Drehungsfläche 
(4)  oder  (7). 

Die  Fläche  hat  eine  ausgezeichnete  Symmetrie-  oder  Hauptebene 
(Äquatariaiebene),  die  y^-Ebene  bei  (4),  die  a:y-Ebene  bei  (7).  Außei'- 
dem  sind  die  Ebenen  der  MeridiaDkurven,  die  Meridianebenen,  Haupt- 
ebenen,  Die  Schnittlinie  von  zwei  Hauptebenen  ist  eine  Haupfad^se. 
Neben  der  ic- Achse  bei  (4)  und  der  jer-Achse  bei  (7),  die  als  Drehungs- 
achse  eine  ausgezeichnete  Hauptachse  ist^  gilt  auch  jeder  Durchmesser 
in  der  Aquatorialebene  als  Hauptachse.  Irgend  zwei  zueinander 
senkrechte  Durchmesser  dieser  Art  bilden  mit  der  Drehungsachse 
ein  System  von  drei  rechtwinkligen  Hauptachsen.  So  die  Achsen  x, 
y  und  z. 

3.  Das  verlängerte  Botationsellipsoid  und  sweisohalige  Bota- 
tionshyperboloid.     Den  beiden  Annahmen  (§  \,  4): 

(8)  a  >  6     oder    a  <ie 

entsprechend  ist  der  Kegelschnitt;  (1)  eine  Ellipse  oder  Hyperbel  und 
die  Drehungsfläche  (4)  ein  verlängertes  Sotationsdlipsoid  (Fig.  121  um 
die  rz;- Achse  gedreht)  oder  ein  zweischaliges  Botationshyperboloid 
(Fig.  122  ebenso). 

Die  Scheitelpunkte  und  Brennpunkte  des  Kegelschnittes  (1): 

(9)  Ä,Ä':x=^±a,y^O,z=^0',     (10)  F,F' :  x^±e,y^O,  z^O 

bleiben  als  Punkte  der  Drehungsachse  für  die  Rotationsfläche  erhalten. 
Es  folgt,  daher  (§  1,  6) : 

Die  Scheitdpunkte  (Pole)  liegen  auf  der  Drehu/ngsa^chse^  beim  ver- 
längerten Rotationsellipsoid  außerhalb,  beim  zweischcdigen  BotaUonS' 
hyperboloid  innerlwlb  der  Brennpunkte, 
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i«  —  p2  _  —  /•« 


Mit  der  Bezeichnuiig: 

(11)      a*  -  e«  =  c«(a«  >  c«)    oder    (12)  a--e-  =  -c^ 

den  beiden  Annahmen  (8)  entsprechend  (§  1^  (12)),  werden  die  Glei- 
chungen des  verlängerten  Botaiionsdlipsoids  und  zweischaligen  Sotations- 
hyperbohids  ans  (4)  bezüglich: 

V  +  ^ l(a«  >  c«)       ^-«^^  ^  ^ 


(13) 


(14) 


a;' 


-1. 


Im  FaDe  (12)  gibt  die  Gleichong  (§  1,  (18')): 

(16)        s-''-j'"-o(5+s±^:-o) 

den  durch  Drehung  des  Asjmptotenpaares  der  Hyperbel  (Fig.  122) 
um  die  rer-Achse  erzeugten  Drehungskegel,  den  Asymptotenkegel  des 
zweischaligen  Rotationshyperboloids  (14)^  bezüglich  (4),  der  mit  seinen 
beiden  Mänteln  dessen  beide  Schalen  umschließt. 


Fig.  191. 


Fig.  122. 


Mit  a*  =»  c^  stellt  Gleichung  (13)  die  Kugel  dar,  Gleichung  (14) 
aber  das  durch  Drehung  der  gleichseitigen  Hyperbel  (§  1,  (22))  ent- 
stehende zweischalige  RotationshyperboUnd,  dessen  Asymptotenkegel: 

(16)  a;«  -  y*  -  xr«  «  0 

ein  rechtwinkliger  Drehungskegel  (mit  rechtwinkligen  Meridianschnitten)  ist. 

4.  Das  abgeplattete  Rotationsellipsoid  und  einsohalige  Rota- 
tionshyperboloid. Den  beiden  Annahmen  (8)  entsprechend  ist  die 
Drehungsfläche  (7)  ein  abgeplattetes  Botationsdlipsoid  (Fig.  121  um 
die  jgr- Achse  gedreht)  oder  ein  einschaliges  Rotationshyperboloid  (Fig.  122 
ebenso). 

Die  Scheitelpunkte  (9)  und  die  Brennpunkte  (10)  des  Kegel- 
schnittes (1)  beschreiben  bei  der  Drehung  um  die  jet- Achse  den  Scheitel- 
kreis  (Äquator)  und  Brennkreis  der  Drehungsfläche. 
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Der  Scheitdkreis  liegt  (§  1,  5)  in  der  Äquatorwlebene,  beim  dbge- 
phäetefi  BotationseUipsoid  außerhalb,  beim  einschaligen  Rotationshyper- 
boloid  innerhalb  des  Brennkreises, 

Mit  der  Bezeichuung  (11);  (12)  werden  die  Gleichungen  des  durd^ 
Drehung  der  Ellipse  oder  Hyperbel  um  die  g- Achse  beschriebenen  abge- 
plaUäen  Rotationsdiipsoids  oder  einschaligen  BoMionshyperbdloids: 


(18) 


Z 

c 


-  *.  =  1 . 


Im  Falle  (12)  gibt  die  Gleichung: 

den  durch  Drehung  des  Asymptotenpaares  der  Hyperbel  um  die 
jer-Achse  beschriebenen  Drehungsicegel,  den  Asymptotenkegel  des  Hyper- 
boloids (18),  bezüglich  (7),  der  von  diesem  umschlossen  wird  (Fig.  122). 
Mit  a* «  c^  steUt  Gleichung  (17)  die  Kugel  dar,  Gleichung  (18) 
aber  das  durch  Drehung  der  gleichseitigen  Hyperbel  entstehende  ein- 
schalige  Bota^tionshyperboloid,  dessen  Asymptotenkegel: 
(20)  a;2  +  y«  _  ^a  =  0 

ein  rechtwinkliger  Drehungskegel  ist. 

5.  Das  Botationsparaboloid.  Das  Rotationsparaholoid  (5)  (Fig.  123, 
um  die  or- Achse  gedreht,  p  >  0,  §  2,  4)   hat  die  a;- Achse  als  Haupt- 

und  Drehungsachse.  Jede  durch  sie  gehende 
Ebene   ist  Haupt-  oder  Symmetrieebene. 

Scheitelpunkt  und  Brennpunkt  der  Parabel 
(§  2,  (10)): 

c   (21)  S:a:^f,  y«0,  ;.  =  0-, 

(22)  0:a;-0,  y  =  0,  ir=:0 

bleiben  fttr  das  Rotationsparaholoid  erhalten. 
Die  Direktrix  d  der  Parabel  beschreibt  die 
Direktrixebene  des  Paraboloids  (§  2,  (1)): 

(23)  x=p. 

Mit  ^  +  Y  für  a:  erhält  die  Gleichung  des  Rotationsparaboloids 
auch  die  Form  (§  2,  (12)): 

(^^)  y^  +  e^  +  2px^0. 

6.  Brennpunktsgleiohung  der  Kotationsflaclien.  Der  gemein- 
samen Brennpunktsgleichung  der  Ellipse,  Hyperbel  und  Parabel  ent- 
sprechend (§  4,  (19)),   können  das  verlängerte  BotationseUipsoid,    zwei- 


Pig.  123. 


§  68,  6—9.  279 

schalige  Botationstiyperböloid  und  Botationsparäboloid  auch  durch  die 
Gleichung: 

(26)  ^x'  +  y>  +  z^-s'(x-T^y^O,t  =  ±l, 

dai^estellt  werden,  wo  der  Anfangspunkt  0  ein  Brennpunkt  ist. 

7.  Entstehung  der  Zylinderfläche.  Bezieht  man  die  Gleichung  (1) 
oder  (2)  selbst  auf  ein  räumliches  rechtwinkliges  Koordinatensystem 
OxyZj  so  stellt  sie  einen  Zylinder  dar  (I  §  72,  (14)).  Er  wird  da- 
durch erzeugt,  daß  der  Kegelschnitt  (1)  oder  (2)  in  der  Richtung  der 
j^- Achse  verschoben  wird;  die  einzelnen  Lagen  des  Kegelschnittes 
bilden  die  Gürtelkurven  des  Zylinders.  Oder  er  wird  dadurch  erzeugt, 
daß  eine  der  t/- Achse  parallel  bleibende  Gerade  längs  des  Kegelschnittes 
(der  Leitkurve)  fortgleitet;  die  einzelnen  Lagen  der  Geraden  bilden 
die  Erzeugenden  des  Zylinders  ^^^). 

Die  Gleichungen  (1)  und  (2)  sind  gegen  die  Transformation: 

(26)  x  =  x,    y^y^  +  y\    z^d 

(I  §  37,  (1))  invariant  »1). 

8.  Hauptebenen  und  Hauptachsen  der  Zylinder.  Der  Zylinder  (1) 
hat  drei  Symmetrie-  oder  Hauptebenen,  die  xy-y  yz-  und  zx-lSbene]  die 
beiden  ersten  sind  bestimmt,  die  dritte  aber  parallel  mit  sich  ver- 
schiebbar. 

Er  hat  dementsprechend  eine  bestimmte  Hauptachse,  die  y- Achse; 
zwei  andere  Hauptachsen  y  die  ^- Achse  und  ;er-Achse,  können  bei  un- 
veränderter Richtung,  statt  von  0,  auch  von  irgendeinem  andern 
Punkte  der  y- Achse  ausgehen. 

Die  y- Achse  ist  gleichzeitig  Miitelpunktsachse  (Ort  der  Mittel- 
punkte) des  Zylinders. 

9.  Der  elliptische  und  hyperbolische  Zylinder.  Den  beiden 
Annahmen  (8)  entsprechend  ist  der  Zylinder  (1)  ein  elliptischer  (Fig.  121 
senkrecht  zur  Zeichnungsebene  verschoben)  oder  hyperbolischer  (Fig.  122 
ebenso)  Zylinder. 

Die  Gleichungen: 

(27)  a;«±a,  ;sf  =  0;  (28)         x^±eyZ^O 

stellen,   auf  Oxyz  bezogen,   die  der  y- Achse  parallelen  ScheiteUinien 
und  Brennlinien  des  Zylinders  dar. 

Beim  elliptischen  Zylinder  liegen  die  Scheitellinien  außerhalb,  beim 
hyperbolischen  innerhalb  der  Brennlinien  (§  1,  6). 
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Mit  der  BezeicliDuiig  (11);  (12)  werden  die  Gleichungen  des  dlipti" 
sehen  oder  hyperbolischen  Zylinders: 

|;  +  4-l(«*>c*);  (30) 


(29) 


(31) 


Die  Gleichung: 


_ 


2 


-^  =  0 


gibt  im  Falle  (12)  die  durch  Schiebung  des  Asymptotenpaares  der 
Hyperbel  (Fig.  122)  beschriebenen  Asymptotenebenen  des  Zylinders  (30). 

Mit  a*  —  c*  liefert  die  Gleichung  (29)  den  geraden  Kreiszylinder 
oder  Rotationszylinder,  die  Gleichung  (30)  den  gleichseitig  hyperbolisdien 
Zylinder  mit  rechtwinkligen  Asymptotenebenen. 

10,  Der  paraboliflohe  Zylinder.  Der  parabolische  Zylinder  (2) 
(Fig.  123  senkrecht  zur  Zeichnuugsebene  yerschoben)  hat  eine  be- 
stimmte Haupt-  oder  Symmetrieebene,  die  ^y- Ebene;  eine  zweite  Haupt- 
ebene, die  XjT-Ebene,  ist  parallel  mit  sich  verschiebbar.  Er  hat  eine 
Hauptachse,  die  rr-Achse^  die  in  der  a;y-Ebene  parallel  mit  sich  yer- 
schoben werden  kanu. 

Die  y-Achse  ist  die  Brennlinie,  während  die  Gleichungen: 


(32) 


a;-|-,  «  =  0; 


(33) 


X  ^p 


auf  Oxyz  bezogen,   die  Scheifellinie  und  die  Direktrix^ene  des  para- 
bolischen Zylinders  darstellen. 

Mit  X  +  Y  för  a:  erhält  die  Gleichung  des  parabolischen  Zylinders 
die  Form: 
(34)  z^  +  2px  =  0. 

11.  Gleichungen  der  Kegelsohnitte  in  Ebenenkoordinaten.   In 

bezug  auf  das  ebene  System  Oxz  stellen  die  Gleichungen  (29),  (30) 

und  (34)  die  drei  Kegelschnitte  in 
Punktkoordinaten  x,  z  dar,  während 
deren  Gleichungen  in  Linienkoordi- 
naten  u,  w  lauten  (§  13,  (18);  (43)): 

(35)         aV±c«M;««=l; 
jpM?*-f-2u  =  0. 

In  bezug  auf  das  räumliche  System 
Oxyz  geben  die  Gleichungen  (29) 
(30)  und  (34)  nach  9  und  10  die 
den  Kegelschnitten  entsprechen- 
den Zylinder  in  Punktkoordinaten  x,  y^  z.  Die  Gleichungen  (35)  je- 
doch  stellen  wiederum  die  Kegelschnitte  selbst  dar,   nur  nicht,   wie 
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in  der  Ebene^  als  umliüllt  von  ihren  Tangenten,  sondern  als  umhüllt 
von  ihren  Tangentialebenen  T,  die  (I  §  45,  2;  I  §  72,  (14'))  büschelweise 
durch  ihre  Tangenten  t  gehen  (Fig.  124).  Es  sind  die  Gleichungen  der 
Kegelschnitte  in  laufenden  Ebenenkoordinaten  u,VyW  im  Baume }^^) 

§  64.   Der  elliptische  Kegel. 

1.  Die  Gleichung  des  elliptischen  Kegels.  Die  Gleichungen  der 
Drehungskegel  §  53,  (15)  und  (19)  sind  besondere  Fälle  der  allge- 
meineren Gleichung: 

aus  der  sie  mit  d^  =  e^  und  tP  =  0  entstehen. 

Die  Gleichung  (1)  stellt  als  homogene  Gleichung  zweiten  Grades 
in  Xy  y^z  (I  %  72,  (16))  ebenfalls  einen  Kegel  zweiter  Ordnung  dar,  der 
zum  Unterschied  von  dem  Drehungskegel  der  dreiachsige  oder  elliptische 
Kegel  genannt  wird.**®) 

Wir  setzen  mit: 

(2)  e«  >  d*  >  0 

voraus,  daß  die  drei  ,yHalbachsenqu>adrat&': 

(3)  a«  >  a«  -  rf2  >  a«  -  e« 

ihrer  algebraischen  Größe  nach  geordnet  sind.  Da  die  Gleichung  (1) 
nötigenfalls  mit  —  1  multipliziert  werden  könnte,  darf  eines  dieser 
Quadrate,  hier  a^,  ohne  Beschränkung  positiv  genommen  werden. 
Sind  dann  auch  die  beiden  übrigen  positiv,  so  wird  der  Gleichung 
nur  durch  x  =  0,  y=«0,  b  ^0  genügt;  es  liegt  der  imaginäre  Kegel 
mit  der  reellen  Spitze  0  vor.  Es  bleibt  dann  nur  übrig,  daß  eins 
oder  keins  der  beiden  übrigen  Quadrate  positiv  ist,  also: 

(4)  e*>a*>(P      oder      (5)  d'>«>>0. 

2.  Hauptebenen  und  Hauptachsen.  Da  die  Gleichung  (1)  nur 
die  Quadrate  von  x,  y,  z  enthält,  ist  der  elliptische  Kegel  (I  §  31,  6) 
gegen  jede  der  drei  Eoordinatenebenen  symmetrisch  (geht  durch  Spiege- 
lung an  einer  solchen  Ebene  in  sich  über);  die  drei  Ebenen  heißen 
daher  die  Symmetrie-  oder  Hauptebenen,  ihre  Schnittlinien  die  Haupt- 
achsen des  Kegels.  Der  Koordinatenanfangspunkt  0  ist  der  Mittel- 
punkt oder  die  Spitze  des  Kegels. 

3«  Entstehung  des  Kegels  aus  der  Ellipse.  Die  Schnittlinie 
des  Kegels  (1)  mit  einer  (bei  vertikaler  jgr- Achse)  horizontalen  Ebene 
z  ^  Zq  {Fig.  125)  wird  durch  die  Gleichung: 
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§  ^,  3. 


(6) 


?1  j y[_ 


e«-a» 


4«- 


dargestellt,   wo  ir,  y  munittelbar   als  Koordinaten   in   einem   ebenen 
System  (/xy    betrachtet   werden   können  (I  §  40,  (19)   mit   Xq  =«  0, 

»0  =  0;  a^-l,  fti-=Ci  =  0; 
aj  =  (^  =  0,  6,  «=  1),  das  par- 
allel mit  Oxy  vom  Punkte 
^  OD'  0' =0,0, 5o  ausgeht  (Fig.  125). 
Jm  FaUe  (4)  ist  die  Schnitt- 
linie (6)  eine  Ellipse  mit  dem 
Mittelpunkt  0',  den  Haupt- 
achsen x'  und  y'  und  den 
Halbachsenquadraten : 


a«^o* 


«•— a" 


Fig.  126. 


Fig.  126. 


(7) 


Der  JEsf^eif  (1);  (4)  u^irrf 
daher  erzeugt  (Fig.  125),  i»- 
dem  ein  Strahl  des  Bündds  0 
an  der  Ellipse  (6)  als  Leu- 
Icurve  hingleitet. 

Im  FaUe  (5)  würde  an 
Stelle  der  Ellipse  eine  Hy- 
perbel (6)  als  Leitkurve  ein- 
treten. In  diesem  Falle  wird 
jedoch  der  Eegel  (1)  Ton 
einer  der  y^er-Ebene  parallelen 
Ebene  X'^x^ia  einer  Ellipse: 

mit  dem  Mittelpunkt  (/  —  Xq, 
0,0,  den  Hauptachsen  y  und 
/  (Fig.  126)  und  den  Halb- 
achsenquadraten : 

,9)      6'«  =  ('**r_-^-, 

geschnitten. 


r 
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Der  Kegel  (1);  (5)  loird  daher  gleichfalls  aus  einer  EUipse  als 
Leitkurve  erzeugt. 

Die  beiden  Annahmen  (4)  und  (5)  führen  also  nur  zu  einer 
Gattung,  die  nun  ihrer  Erzeugung  wegen  als  elliptischer  Kegel  be- 
zeichnet wird.  Ein  Unterschied  beruht  nur  in  der  Lage  gegen  das 
Koordinatensystem  (Fig.  125  und  126). 

4.  Untersoheidong  der  einzelnen  Hanptebenen  und  Haupt- 
achsen. Die  den  verschiedenen  Ebenen  iS'^Zq  entsprechenden  Ellipsen 
(6)  sind  ähnlich  und  ähnlich  liegend  (§  14, 10).  Durch  die  Ebene  z^  «  0, 
für  die  sich  die  Ellipse  (6)  auf  die  Spitze  des  Kegels  zusammenzieht, 
wird  der  Kegel  (1);  (4)  in  einen  oberen  und  einen  unteren  Mantel  ge- 
schieden (Fig.  125);  wir  nennen  die  :t:!^-Ebene  die  äußere  Hauptebene 
und  die  ir-Achse,  den  Ort  der  Mittelpunkte  der  Ellipsen  (6),  die 
innere  Hauptachse  des  Kegels.  Die  ^ro;- Ebene,  der  Ort  der  großen 
Achsen  der  Ellipsen  (6),  heißt  die  Hauptebene  der  größten  Öffnung, 
die  yjS'Eheue  ebenso  die  Hauptehene  der  kleinsten  Öffnung  des  Kegels. 
Von  den  äußeren  Hauptachsen  kann  entsprechend  die  ;r-Achse  die 
große,  die  y- Achse  die  kleine  Hauptachse  des  Kegels  genannt  werden. 

Bei  dem  Kegd  (1);  (5)  ist  die  y^er- Ebene,  die  ihn  in  einen  reckten 
und  linken  Mantel  scheidet  (Fig.  126),  die  äußere  Ha^ptebene  und  die 
rc- Achse  die  innere  Hauptachse,  Die  Hauptebene  der  größten  Öffnung, 
der  Ort  der  großen  Achsen  der  Ellipsen  (8),  ist  die  ;eric-Ebene,  die 
Hauptebene  der  kleinsten  Öffnung  die  xy-Ebene;  die  j9-Achse  ist  die 
große,  die  y- Achse  die  kleine  Hauptachse.^) 

5«  Soheitellimen  und  Brennlinien.  Der  Kegel  (1)  wird  in  beiden 
Fällen  (4)  und  (5)  von  der  Hauptebene  der  größten  ÖfEhung,  der 
jero:- Ebene,  in  dem  Geradenpaar: 

den  ScheiteUinien  s,  s'  dieser  Hauptebene  (Fig.  125;  126),  geschnitten.'') 
Beim  Übergang  vom  Falle  (4)  zu  (5)  für  a*  =  d^  gehen  die  Scheitel- 
linien durch  das  Geradenpaar: 

(11)  i-e'-d^-^'     y  =  0 

hindurch,  das  die  Brenn-  oder  Fokallinien  des  Kegels  darstellt. *^^)  Die 
Nenner  d^  und  ^  —  e^  sind  die  Differenzen  je  eines  äußeren  und  des 
mittleren  Halbachsenquadrates  (3). 

Die  Fokallinien  f,  f  (Fig.  125;  126)  liegen  stets  innerhalb  des 
Kegels  in  der  Hauptebene  der  größten  Öffnung  und  trennen  die  Scheitel- 
linien  von  der  inneren  Hauptachse. 


284 


§  54,  6—7 


>oc. 


6.  Sphärischer  KegelBOhnitt.  Der  Durchschnitt  des  elliptischen 
Kegels  (1)  mit  der  Einheitskngel: 

(12)  o;^  +  y2  +  ^t  _  1 

heißt  ein  sphärischer  Kegdsdmitt  (sphärische  EUipse)}^^) 

Er  hat  dieselben  Symmetrieachsen  wie  der  Kegel  selbst. 

Die  vier  Punkte  JP,  F', 
F,,  F,'  (Fig.  127;  128), 
in   denen   die  Brennlinien 

(11)  des  Kegels  die  Kugel 

(12)  schneiden  und  die 
paarweise^  F  und  J\,  F' 
und  F^\  diametral  liegen, 
sind  die  vier  Brennpunkte 
des  sphärischen  Kegd- 
schnütes. 

Der  sphärische  Kegel- 
schnitt (1);  (12);  (4)  (IT  in 
Fig.  127)  besteht,  den  bei- 
den Mänteln  des  Kegels 
(1);  (4)  (Fig.  125)  ent- 
sprechend,  aus  einem  obe- 
ren AB  AB'  und  einem 
unteren  Zweig  A^  J?^  A^  'B^^ 
die  beide  durch  die  xy- 
Ebene  getrennt  sind(Grund- 
riß  K'  und  Aufriß  X"  in 
Fig.  129,  vgl.  I  §  31,  7). 
:^^^  Der  sphärische  Kegel- 
schnitt (1);  (12);  (5)  (IT  in 
Fig.  128)  besteht  ebenso 
aus  einem  recfiten  A  CA^ '  C 
und  einem  linken  Zweig 
A^  C|  Ä  G^y  die  beide  durch 
die  y^gf-Ebene  getrennt 
werden  (Grundriß  K'  und 
Aufriß  JT"  in  Fig.  130). 

7.  Vereinfachte  Gleichung  des  elliptischen  Kegels.  Da  die 
beiden  Kegel  (1);  (4)  und  (1);  (5)  nur  eine  Gattung  darstellen,  setzen 
wir  unter  Beschränkung  auf  (1);  (4): 


Fig.  187. 


Fig.  128. 


§  64,  7—10. 
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(13)  a^^cP^V,    ^^a^^c\ 

und   fassen   die   in   4  und  6   gegebene  Beschreibung   nochmals    zu- 
sammen: 

Durak  die  Gleichung^): 

(14) 


5  +  -?T-7^  =  0,    a«>6« 


wird  ein  elliptischer  Kegel  dargestdU.    Die  e-Achse  ist  seine  innere 
Hauptachse  (Fig.  125);   die  xy -Ebene  trennt  seine  beiden  Mäntel;   die 


Fig.  1S9.  Fig.  180. 

ex-Ebene  ist  die  Hauptebene  der  größten  Öffnung,  die  yg-Ebene  die 
der  kleinsten.    Die  Gleichungen  der  Brennlinien  lauten: 


(15) 


X 


:ri-M-K¥  ,— t-0,    y=-0. 


a*  — &•       b*  +  c' 

8.  Gleiohwerdende  HaXbaohsen.  Mit  a^  »  V  entsteht  der  Bota- 
tionskegd,  für  den  die  Brennlinien  in  der  Drehungsachse  z  zusammen- 
fallen (§  53,  (19)). 

Mit  a'  =  (?  oder  V  ^  (?  entsteht  ein  elliptischer  Kegel  mit  reckt- 
winldigen  ScheiteUinien  in  der  Hauptebene  der  größten  oder  kleinsten 
Öffnung."») 

9.  Beohtwinklige  Fokallinien.  Mit  a*  —  6*  ==  6*  +  c*  wird  das 
Linienpaar  (15)  rechtwinklig  (§  7,  (40)).  Der  Kegel  (14)  ist  daher 
unter  der  Bedingung: 

(16)  a«-262_c»«0 

ein  Kegel  mit  recJUunnkligen  Fokallinien, 

10.  Fokal-  und  Soheitellinien  senkreoht.  Die  Richtungskosinus 
der  im  ersten  Quadranten  der  jerx-Ebene  liegenden  Scheitellinie  und 
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der  im  zweiten  liegenden  Fokallinie  verhalten  sich  nach  (14)  and 
(15)  wie: 

(17)  a:0:c    und     Va^^^P :  0  :  -  VlT^'? . 
Sie  sind  zueinander  senkrecht,  wenn  (I  §  35^  (4)): 

a  VW^P  -  c  VW+?  «  0 
oder,  rational  gemacht: 

(a«  +  c«)(a»-c«-6«)  =  0. 
Unter  der  Bedingung: 

(18)  a«  -  fc«  -  c^  «  0 

sind  bei  dem  Kegd  (14)  FokaUinien  und  ScheüeUinien  zueinander 
senkrecht. 

§  55.    Gestalt  und  Bestandteile  der  Hittelpunktsflächen. 

1.  Unterscheidung  der  drei  Arten.  Die  Gleichungen  der  Brehungs- 
flächen  §  53,  (4)  und  (7)  sind  besondere  Fälle  der  allgemeineren 
Gleichung  (§  1,  (7)): 

aus  der  sie  mit  d^  ^  ^  und  d?  =«  0  entstehen.     Wir  setzen  mit: 

(2)  6«  >  rf«  >  0 

voraus,  daß  die  drei  ^Halhachsenquüdratef*:  a*,  a*  —  d*,  a*  —  ^,  wie  in 
§  54,  (3),  nach  ihrer  algebraischen  Größe  geordnet  sind.  Die  Glei- 
chung (1)  umfaßt  dann  drei  Arten  von  reellen  Flächen,  je  nachdem: 

(3)  oü>a>>e%    e«>a*>d2  oder  rf«>a2>0. 

Wir  bezeichnen  die  drei  Arten  mit  Rücksicht  auf  ihre  im  Folgenden 
zu  beschreibende  Gestalt  bezüglich  als  Ellipsoid  (dreiachsiges),  ein- 
schüiges  und  jzweischuliges  Hyperboloid})  Dabei  sehen  wir  von  dem 
imaginären  Ellipsoid  (0  >  a*  >  —  oo)  ab,  welches  keinen  reellen  Punkt 
besitzt.  ^^) 

3.  Hauptebenen,  Hauptachsen  und  Mittelpunkt.  Die  Glei- 
chung (1)  enthält  nur  die  Quadrate  der  Koordinaten,  so  daß  ihr  mit 
dem  Punkte  aj,  y,  z  stets  alle  acht  Punkte  ±x,  ±y,  ±^e  genügen 
(I  §  31,  Fig.  179).  Die  Fläche  ist  daher  gegen  jede  der  drei  Koor- 
dinatenebenen symmetrisch;  sie  geht  durch  Spiegdung  an  jeder  in  sich 
über.  Die  drei  Ebenen  heißen  die  drei  Hauptebenen  der  Fläche,  und 
zwar  die  xy-j  xz-  und  i/jer-Ebene  bezüglich  die  erste^  zweite  und  dritte 
Hauptebene. 


§  66,  2-4. 
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A^ 


Dementsprechend  gelten  die  x-,  y-  nnd  jer-Achse  als  erste,  zweite 
und  dritte  Hauptachse  der  Fläche.^) 

Der  Anfangspunkt  0  ist  der  Mittelpunkt  der  Fläche.^)  Jede  durch 
ihn  gehende  Sehne  (jeder  Durchmesser)  der  Fläche  wird  von  ihm 
halbiert.  Die  Flächen  (1)  werden  auch  unter  dem  gemeinsamen  Namen 
der  Mittelpunktsflächen  zweiter  Ordnung  zusammengefaßt. 

3.  Hauptbrennpxmkte.  Die  auf  der  ersten  Hauptachse  liegenden 
Punkte  (§  1,  (D) : 

(4)  j;  F' :  ä:  «  ±  d,  y  =»  0,  j9  =  0;     (?,  ö' :  a;  =  ±  e,  y  =  0,  ^er  =  0 

nennen  wir  mit  Rück- 
sicht auf  (2)  bezüglich 
die  inneren  und  äußeren 
Hauptbrennpunkte  der 
Fläche.  Von  ihnen  ab- 
hängig sind  die  auf  der 
aweiten  Hauptachse  lie- 
genden zweiten  Haupt- 
brennpuhkte^ : 

(40     H,H':x^O, 

y  ^  ±Ve^  -  d*,  ^  =  0. 

4.  Soheitelpunkte. 

Die  Schnittpunkte  Ä,  Ä 
der  Fläche  (1)  mit  der 
ersten  Hauptachse: 

(5)  -4,  ^':  ar  =»  +  a, 

nennen  wir  die  (ersten 
oder  Haupt-)  Scheitel- 
punkte der  Fläche.  Die 
Bedeutung  der  Unglei- 
chungen (3)  liegt  dann 
in  dem  Satze  ausge- 
sprochen (vgl.  §  1,  6): 
Die  Scheitelpunkte  A, 

Ä  liegen  hei  dem  Ellip-  r'^'^^''  \    y    -.  ^v 

soid  (Fig.  131)  außerhalb 
der  äußeren  und  inneren 
Hauptbrennpunkte    F,  F' 
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und  G,  G\  hei  defn  einsckaligen  Hyperboloid  (Fig.  132)  Bimseken  äuße- 
ren und  inneren,  bei  dem  gweischaiigen  (Fig.  133)  innerhalb  der  äußeren 
C'  t^nd  inneren  Haupt- 

brennpunJäe, 

Die  zweiten  Schei- 
telpunkte By  B\  die 
Schnittpunkte   der 
zweiten   Hauptachse 
mit  der  Fläche: 

(50  B^B'ix^O, 

'^  sind  nach  (3)  für  das 
Ellipsoid  und  das 
einschalige  Hyper- 
boloid reell  und  nach 
(4')  bezüglich  außer- 
halb  (Fig.  131)  und 
innerhalb  (Fig.  132) 
der  zweiten  Haupt- 
brennpunkte ge- 
legen. 

Die  dritten  Scheitelpunkte: 

(5")  C,  C  :  a;  =  0,  t/  =  0,  z  ^V^T^^ 

sind  nur  mehr  für  das  Ellipsoid  reell  (Fig.  131). 

6.   Hauptaohsenlängen.      Wir    setzen,    unter    a*,  6^  c*    positiTe 
Größen  verstehend,  für  das  Ellipsoid  (§  1,  (12)): 

(6)  a«-d^«6%  a^-e«  =  c2;    a^>V>c^', 

für  das  einschalige  Hyperboloid: 

(6')  a»~e?  =  &»,  e*-a*  =  c^;     a«>6«; 

für  das  zweischalige  Hyperboloid: 

(6")  d«  -  a^  =  b\  e'-a^^  c«;    fe*  <  c^ 

Die  Gleichungen  der  drei  Flächen  werden  dann^): 

(7) 
(70 

(7") 


+ 

+ 

— 

1; 

+ 

y' 

— 

z* 

— 

1; 

X* 

— 

y* 

6« 

— 

z^ 
c^ 

= 

1 

§  55,  5—7. 
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und  die  Schnittpuakte  mit  den  drei  Hauptachsen: 

(8)         A,Ä':±a,0,0,    B,  J?' :  0,  ±  6,  0,     C,  C':0,0, +  c; 
(8')        Ä,Ä':±  a,  0,  0,     B,  B' :  0,  +  6,  0,  0,  0,  ±  et; 

(8")       ^,^':  +  a,0,0,  0,±&i,0,  0,0,  ±ci. 

Beim  Ellipsoid  heißen  dann  2a,  26,  2c  U^',  BB',  CC  Fig.  131) 
die  große,  mittlere  und  ^em^  Hauptachsenlange  (Hauptachse);  beim 
einschaligen  Hyperboloid  2a  und  26  (-4J.',  -BB'  Fig.  132)  die  große 
und  A^aiii«  und  2ci  die  imaginäre  Hauptachse;  beim  eiveischaligen 
Hyperboloid  2a  (ÄÄ'  Fig.  133)  die  rcrffe,  26«  und  2ci  die  Ärfeiw«  und 
große  imaginäre  Hauptachse. 

6.  Die  Fokalkegelsohnitte.    Die  in  der  ersten  und  zweiten  Haupt- 
ebene liegenden  Kegelschnitte: 


(9) 


.  =  1,   y  =  o 


nennen  wir  die  beiden  Fokalkegdschnitte  (Brennlinien)  der  Fläche  (1), 
die  Folcaieüipse  g  und  die  Fökalhyperbd  f^*^) 

Jene  hat  die  inneren  Hauptbrennpunkte  jP,  F'  als  Brennpunkte 
und  die  äußeren  Hauptbrennpnnkte  G,  G'  als  Scheitelpunkte,  diese 
umgekehrt  G,  6r'  als  Brennpunkte  und  F,  F'  als  Scheitelpunkte.  Die 
Scheitdpunlite  der  einen  sind  die  Brennpunkte  der  andern.  Die  zweiten 
Scheitelpunkte  der  Fokalellipse  sind  H,  H\ 

Alle  Punkte  der  Fokalkegelschnitte  werden  als  Brennpunkte  der 
Fläche  angesehen. 

Für  die  Flächen  (7),  (7')  und  (7")  werden  die  Gleichungen  der 
Fokalkegelschnitte : 

y' 


X' 


(10')  a«  +  c*"^6«"+c^"' -^^      i«  — 6*       &«  +  c 

(lO'O 


a*  +  c'''^  c- 


=  1, 


X' 

a*  +  6» 


.»1; 


M  ^^  ^  • 


6=^        ^'      a*  +  6»       c«—&^ 

7«  Die  Hauptsohnitte  der  Fläohe.  Die  Schnittlinien  der  Fläche  (1) 

mit  der  ersten,  zweiten  und  dritten  Hauptebene,  die  Hauptschnitte  der 

Fläche  sind  »*5): 

y       -.1       ^_0• 


(11) 


a 


+  a^l:-e—^>     y  =  05 


Staudo,  Flächen  s  weiter  Ordnung. 


-.+ 


a' 


,  =  1,    a;  =  0. 


19 


290  §  öö,  7—8. 

Beim  EUipsoid  sind  alle  drei  Hauptschnitte  Ellipsen,  Der  erste 
ABÄ'B'  (Fig.  131)  ist  mit  der  Fokalellipse  g  =  GHG'H'  konfokal 
(§  32,  1)  und  schließt  sie  em;  der  zweite  ACÄC  ist  mit  der  Fokal- 
hyperbel  f  konfokal  und  schneidet  sie  (§  32,  (10))  in  den  yier  Punkten : 

(12)  ir:iC«  =  ~^,  y-0,  ^  =  ^ ^^ ^ 

oder  in  der  Bezeichnung  (6): 

(120  X«  =  «'  ^^;,  y  =  0,  .»  =  c^  ^i*. 

Dies  sind  also  die  auf  der  Fläche  selbst  liegenden  BrennpunJde. 

Der  dritte  Hauptschnitt  BGB'  G'  hat  die  Brennpunkte  HyH'  in  (4t). 

Beim  einschaligen  Hyperboloid  ist  der  erste  Hauptschnitt  ABA'B' 
(Fig.  132)  eine  Eüipse,  die  beiden  andern  ACA'G'  und  BD  BD 
Hyperbeln;  der  erste  ist  mit  der  Fokalellipse  g  konfokal  und  wird 
von  ihr  umschlossen]  der  zweite  ist  mit  der  Fokalhyperbel  f  konfokal 
und  wird  durch  sie  vom  Mittelpunkt  0  getrennt. 

Beim  zweischaligen  Hyperboloid  sind  die  beiden  ersten  Haupt- 
schnitte ABA'B'  und  AGA'C'  (Fig.  133)  Hyperbeln,  während  die 
dritte  Hauptebene  die  Fläche  nicht  schneidet,  sondern  in  zwei  Schalen 
trennt;  der  erste  Hauptschnitt  ist  mit  der  Fokalellipse  g  konfokal 
und  schneidet  sie  in  den  vier  auf  der  Flüche  selbst  liegenden  Brenn- 
punkten: 

(13)  ^  ""d^^  y  ^      d' — ■^  ^^^ 

oder  in  der  Bezeichnung  (6"): 

(130  ^^=«'^'^5*'  y'=^'i^^''=^-^ 

der  zweite  Hauptschnitt  ist  mit  der  Fokalhyperbel  konfokal  und 
trennt  sie  von  0.^*^) 

8«  Erzeugung  der  Flächen  duroh  elliptisohe  Schnitte.  Eine 
der  a:y- Ebene  parallele  Ebene  ^  ^  ±:0q  schneidet  das  EUipsoid  (7) 
oder  einschalige  Hyperboloid  (7')  in  der  Ellipse: 

(14)        -.  +  1?  =  -^^     oder    (14)        -^  +  f^  =  _:r,_.. 
mit  den  Halbachsen: 

(15)  ^Vc^-^o\  ^y^c^-'Z'  (i5o^Vc^+i?,  ^y^+^*  («>&)• 

Mit  veränderlichem  0q  bleiben  die  Ellipsen  (14)  oder  (14)  ähnlich 
(§  14,  10),  da  die  Halbachsen  das  von  Zq  unabhängige  Verhältnis 
a  :  b  haben. 
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Beim  EUipsoid  ist  die  Ellipse  (14)  für  Zq^O  am  größten  imd 
zieht  sich,  während  Zq*  yon  0  bis  c^  wächst^  beständig  kleiner  werdend, 
auf  einen  Punkt  C  oder  C  zusammen,  wahrend  sie  für  Zq^  >  c*  nicht 
mehr  reeU  ist.  Daher  ist  das  EUipsoid  eine  geschlossene  Flächey  die 
gang  im  Endlichen  liegt  (Fig.  131). 

Beim  einschaligen  Hyperboloid  ist  die  Ellipse  (14')  für  Zq'^  0 
aih  kleinsten  (Eehlellipse)  und  dehnt  sich,  währeod  js^^  yon  0  bis  oo 
wächst,  immer  weiter  aus.  Daher  erstreckt  sich  das  einschalige  Hyper- 
boloid selbst  nach  oben  und  unten  unbegrenzt  weit  (in  Fig.  132  ist  es 
oben  und  unten  durch  einen  der  elliptischen  Schnitte  (14'),  CDC'D\ 
abgeschnitten  dargestellt).  Der  in  die  i/- Achse  fallende  Durchmesser 
BB'  =  26  ist  der  kleinste. 

Das  zweischalige  Hyperboloid  (7")  wird  von  einer  der  yjer-Ebene 
parallelen  Ebene  x  ^  ±  x^  in  der  Ellipse : 

mit  den  Halbachsen: 

h 


(15")  A IV-  «^ ,  I  y^o'  "-'«•         Q>  <  c) 

Yon  konstantem  Verhältnis  geschnitten.  Die  Ellipse  beginnt  für 
iTo*  =  a*  als  Punkt  A  oder  A  und  dehnt  sich,  während  x^^  von  a* 
bis  oo  wächst,  beständig  aus.  Daher  erstreckt  sich  das  zweischalige 
Hyperboloid  selbst  nach  rechts  und  links  unbegrenzt  weit  (in  Fig.  133 
ist  es  rechts  und  links  durch  einen  der  elliptischen  Schnitte  (14"), 
BC  und  B'C%  abgeschnitten). 

9«   IJnendlloh  ferne  Kurven  und  Asymptotenkegel.     In  homo- 
genen Koordinaten  lauten  die  Gleichungen  (1)  und  (7),  (7'),  (7"): 

C17)    S+?.'+-S-<*=o   (17').   ^;+|;--j-<«=o 

Die  Schnittlinien  der  Fläche  mit  der  unendlich  fernen  Ebene  ^  =  0 
sind  daher  in  laufenden  Koordinaten  x,y,z  in  dieser  (I  §  49,  2)*): 

(18)  S +„.!:',. +  «.^.-0 

(19)  f:+i^+$-o      (190  fi+i^-^-o 
(19")  i:-?;-^=o. 

19* 
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In  laufenden  Koordinaten  x,y,£  im  Räume  stellen  diese  Gleichungen 
die  vom  Mittdpunkt  0  ans  über  der  unendlich  fernen  Kurve  der  Flächeti 
errichteten  Kegel  (§  54,  (1)),  die  Asymptotenkegd  der  Flächen  dar  (§  1,  (18)). 
Der  Asymptotenkegel  des  EUipsoids  ist  nicht  reell,  der  des  ein- 
schaligen Hyperboloids  hat  die  z-Achse^  der  des  zweischaligen  Hyper- 
boloids die  rr-Achse  als  innere  Achse  (§  54,  4).     Jener  schneidet  die 

n.  h 

Ebene   ä?  —  ±  fr^    in   einer   Ellipse   mit   den   Halbachsen   --^q,  —s^q, 

die  daher  yon  der  ähnlichen  Ellipse  (14')  umschlossen  wird,  so  daß 
der  Asymptotenkegel  von  dem  einschaligen  Hyperboloid  umschlossen  tcird. 
Dieser  schneidet  die  Ebene  x  ^  ±:Xq  in  einer  Ellipse  mit  den  Halb- 
achsen — -,       *',  die  daher  die  ähnliche  Ellipse  (14")  einschließt,  so 

daß  der  Asymptotenkegd  die  beiden  Schalen  des  zweischaligen  Hyper- 
boloids einsclüießt^^) 

Die  Brennlinien  §  64,  (11)  des^  Asymptotcnkegds  (18)  des  ein- 
oder  zweischaligen  Hyperboloids  sind  die  Asymptoten  der  Fokaihyperbd  (9). 

10.  Begriff  konfokaler  EUipsoide  und  Hyperboloide.  Zwei 
Mittelpunktsflächen  sind  konfokal  und  konfokal  liegend,  wenn  ihre  Fokal- 
ellipsen und  Fokalhyperbeln  (9)  bezüglich  zusammenfallen.  Sie  sind 
konfokal,  wenn  sie  gleiche  Hauptbrennweiten  F'F  und  G' G  in  (4) 
besitzen,  und  können  dann  auch  in  konfokale  Lage  gebracht  werden. 

Irgend  zwei  Mittelpunktsflächen,  die  durch  die  Gleichung  (1)  mit 
zwei  verschiedenen  Werten  a^  und  a^  von  a  dargestellt  werden,  also: 

f  ^  ^      y!  _  j_     üL 1 

l  a,«^  a,»— d«^  a,*  — (?«""  ^ 

sind  konfokal  und  konfokal  liegend  (vgl.  (9)).  Ihre  gleichnamigen 
Hauptschnitte  (11)  sind  auch  je  konfokal  (§  32,  1), 

Zwei  gleich-  oder  ungleichnamige  Mittelpunktsfiächen: 

wo  h^,  Cj^,  b^^j  c^  wie  in  (7');  (7")  auch  negativ  sein  können,  aber 
wie  iu  (6),  (6'),  (6")  algebraisch: 

(22)  OV>^A     a,«>V>^2' 

sein  soll,  sind  konfokal  und  konfokal  liegend  (vgl.  (10)),  wenn: 

(23)  V-q*  =  V-c,S   V-cx'  =  V-<^»* 

oder  (§  36,  (3) ) : 

(24)  a,«  -  «,»  =  h*  -  6,«  =  c.«  -  V, 

also  die  Differenzen  der  gleichnamigen  Halbachsenquadrate  gleidi  sindJ^^) 
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§  56.  Gestalt  und  Bestandteile  der  Paraboloide. 

1.  UnterBOheidnng  der  drei  Arten.     Die  Gleichung: 


(1) 


p     p- 


-  +  2x-p^0, 


e 


AZ 


mit  gegebenem  positiven  e,  die  für  c  —  0  in  §  53,  (5)  übergeht,  um- 
faßt drei  Arten  von  Flächen,  je  nachdem: 

(2)  cx)  >  j)  >  c     oder     e'>p>  0    oder  0  > |)  >  —  oo. 

Wir  bezeichnen  die  drei  Arten  mit  Rücksicht  auf  ihre  im  Folgenden 
zu  beschreibende  Gestalt  und  Lage  bezüglich  als  linJces  eßiptiscfies, 
hyperbolisches  und  rechtes  elliptisches  Paraboloid}) 

2.  Hauptebenen  und  Hauptachse.  Die  Gleichung  (1)  enthält 
Yon  y  und  js  nur  die  Quadrate.  Genügt  ihr  daher  ein  Punkt  x,  y,  z, 
so  genügen  ihr  alle  yier  Punkte  x,  ±y,  ±e.  Die  Fläche  ist  somit 
gegen  die  xy-  und  :r£;-£bene  symmetrisch;  sie  geht  durch  Spiegelung 
an  einer  dieser  Ebenen  in  sich  über.  Die  Ebenen  heißen  daher  die 
heiden  Haupteibenen  der  Fläche, 
bezüglich  die  erste  und  aweite 
Hauptebene, 

Die  ihnen  gemeinsame 
.T- Achse  heißt  die  Hauptachse 
des  Paraboloids.°) 

3.  Hauptbrennpunkte. 
Die  auf  der  Hauptachse  lie- 
genden Punkte: 

(3)  O^Fix^O,    y-0, 

y  =  0,      ;ßr  «  0  B'{ 

sollen  bezüglich  der  linke  und 
rechte  Haupfbretmpunkt  des 
Paraboloids  genannt  wer- 
den.«) 

4«  Scheitelpunkt, 
achse: 

(4)  .4  :  a;  = 

heißt  ihr  Scheitelpunkt. 

Der  Scheitelpunkt  A  liegt  mit  Rücksicht  auf  (2)  bei  dem  linken 
elliptischen  Paraboloid  rechts  von  den  beiden  Hauptbrennpunkten  0 
und  G  (Fig.  134);  bei  dem  hyperbolischen  Paraboloid  zwischen  beiden 


Flg.  184. 


Der  Schnittpimkt  der  Fläche  mit  der  Haupt- 


P 


2/  =  0,     z^O 


>« 
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(Fig.  136);  bei  dem  rechten  äUptischen  Paräbdoid  links  von  beiden 
(Fig.  136)  (§  56,  4). 

5.  Die  Parameter.     Die  durch   den  Brennpunkt   0   gehende  y- 
Adise  §chDeidet  die  F^che  (1)  in  den  Punkten: 

(5)  P:x~0,    y  =  ±p,    e-0 

nnd  die  durch  den  Brennpunkt  G  parallel  zur  ^-Acbee  gezogene  Ge- 
rade in  den  Punkten: 

(6)  «:«--f.     y°0,     ir=±(p-e). 

Die  absoluten  Werte  von  p  und  p  —  e  heißen  der  «-«(e  und  eweite 
Paramäer"-)  des  Paraboloids  (1)  (§  3, 1). 


Pig.  1S5. 

6.  Bremi-  oder  Fokalparabeln.     Die  in  der  ersten  und  zweiten 
Hauptebene  liegenden  Parabeln: 

(7)  ff'+2ca;-e*=0,  «  =  0;     ä*- 2ea;  =  0,  y  =  0, 

die  nur  die  Giröße  e,  nicht  aber  p  enthalten,  nennen  wir  die  linke  g 

und  r&Me  Fokalparabel  /".***) 
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Jene  ist  nach  links^  diese  nach  rechts  geöffnet  (§  2,  4t,  6).  Jene 
hat  0  als  Brennpunkt  und  G  als  Scheitelpunkt,  diese  G  als  Brenn- 
punkt und  0  als  Scheitelpunkt.  Der  Scheitelpunkt  der  einen  ist  der 
Brennpunkt  der  andern.  Der  gemeinsame  Parameter  beider  Parabeln 
ist  e,    Sie  sind  daher  kongruent 

7.  Die  Hauptsohnitte.  Die  Schnittlinien  der  Fläche  (1)  mit  den 
beiden  Hauptebenen^  die  Hauptschnitte  der  Fläche,  haben  die  Glei- 
chungen^*^): 


(8) 


y' 


-  +  2a;-i)  =  0, 


0, 


.|-2a;-iJ-0,    y-0, 


>* 


Fig.  IS«. 


Sie  sind  beide  Parabeln,    deren  Scheitelpunkte   in   den  Scheitelpunkt 
der  Fläche  fallen,   und   deren  Brennpunkte  bezüglich    der  linke  und 
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rechte  Hauptbreonpunkt  (3)  der  Fläche  ist  (§  2,  (19)).    Die  Haupt- 
schnitte  (8)  sind  also  mit  depi  Foialparabeln  (7)  bejniglich  konfohai. 

Beim  linken  elliptischen  Parabdoid  (Fig.  134)  sind  nach  (2)  beide 
Hauptschnitte  (8)  linke  Parabeln;  der  erste^  weiter  geöffiiete  (OP'>GQ)y 
umschließt  die  linke  Fokalparabel;  der  zweite  schneidet  die  rechte 
Fokalparabel  in  den  beiden  auf  der  Fläche  selbst  liegenden  Brenn- 
punkten: 

(9)  E:x^^,    y  =  Q,    g*  =  e{p-e). 

Beim  hyperbolischen  ParaboUnd  (Fig.  135)  ist  der  erste  Haupt- 
schnitt (8)  eine  linke,  der  zweite  eine  rechte  Parabel;  beide  werden 
Yon  den  bezüglichen  Fokalparabeln  eingeschlossen. 

Beim  rechten  elliptischen  Paraboloid  (Fig.  136)  sind  beide  Haupt- 
schnitte (8)  rechte  Parabeln;  der  erste  schneidet  die  linke  Fokal- 
parabel in  den  beiden  auf  der  Fläche  liegendeti  Brennpunkteti: 

(10)  K:x-^p,    y*'-ep,    e~0, 

der  zweite,  weiter  geöffnete  iGQ>  OP),  umschließt  die  rechte  Fokal- 
parabel.  ^**) 

8.  Erzeugung  der  Flächen  durch  elliptisohe  und  hyperbolische 
Schnitte.  Eine  der  y^r-Ebene  parallele  Ebene  x  =  Xq  schneidet  die 
Fläche  (1)  in  dem  Kegelschnitt: 

(11)  ^;+^4l^-p-2xo. 

Für  das  linke  elliptische  Paraboloid  ist  dieser  nach  (2)  eine  Ellipse 
BCB'C  (Fig.  134)  mit  den  Halbachsenquadraten: 

(12)  P(j>-2x,l     {p^e){p^2x,\ 

solange  ^o  '^  \'  ^^^  größere  Halbachse  BB\  die  erste  in  (12),  hat 
die  Richtung  der  y -Achse.  Bei  veränderlichem  x^  bleibt  sich  die 
Ellipse  (11)  ähnlich  (§  14,  10).  Während  x^  von  —  cx)  gegen  ^  ab- 
nimmt, zieht  sie  sich  mehr  und  mehr  zusammen,  bis  sie  sich  f&r 
Xq  =  -     auf  den  Scheitelpunkt  (4)  reduziert.     Das  ganze  Paraboloid 

liegt  links  von  der  Ebene  a;  =  y ,  der  ,ßcheüeltangentialeben€^^,  und  er- 
streckt sich  nach  links  unbegrenzt  weit  (in'  Fig.  134  ist  es  links 
durch  den  elliptischen  Schnitt  x  =^  x^  abgeschnitten). 

Für  das  hyperbolische  Paraboloid  (Fig.  135)  ist  der  Kegelschnitt  (11) 
eine  Hyperbel,  die  bei  veränderlichem  x^  immer  parallele  Asymptoten: 
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(13)  ^  -  -—  =  0 

behält.     Die  durch  den  Scheitel  gehende  Ebene  rc  =  y ,    die   „Scheüd- 

tangentialebene"f  schneidet  die  Hache  in  diesem  Linienpaar  (13),  den 
,,Scheitelerzeuge}iden^\  (II  in  Fig.  135).'') 

Für  ^0  "^  2  ^^^  ^^^  ^^^  Halbachsenqnadraten  (12)  das  erste 
positiv  und  das  zweite  negativ,  für  Xq  >  -^  umgekehrt.  Je  nachdem 
daher  die  schneidende  Ebene  x  =>  Xq  links  oder  rechts  von  der  Ebene 
o;  =-  Y  ^^^^y  ^**  di®  reelle  Achse  der  Hyperbel  (11)  die  Richtung  der 

y-Achse  (BB'  in  Fig.  135)  oder  der  xr-Achse  (CC  in  Fig.  135).  Das 
Paraboloid  erstreckt  sich  unbegrenzt  weit  (in  Fig.  135  ist  es  links 
und  rechts  durch  zwei  hyperbolische  Schnitte  x  «  Xq,  unten  und  oben 
durch  zwei  parabolische  Schnitte  z  =  jSq  abgeschnitten). 

Für  das  rechte  elliptische  Paraboloid  (Fig.  136)  ist  der  Kegel- 
schnitt (11)  eine  Ellipse  BCB'C  mit  den  Halbachseuquadraten  (12), 

solange  Xq  >  y  *     Die  größere  Halbachse  CG\  die  zweite  in  (12),  hat 

die  Richtung  der  e-Achse.    Während  x^  von  +  <x>  gegen  —  abnimmt, 

zieht    sich   die  Ellipse   mehr  und  mehr  zusammen,   bis   sie   sich   für 

Xq  =  Y  auf  den   Scheitelpunkt  (4)  reduziert.     Das  ganze""  Paraiböloid 

liegt  rechts  von  der  Ebene  x  =  ^ ,  der  „ScheiteUangefUiald>en€^^y  und  er- 
streckt sich  nach  rechts  unbegrenzt  weit. 

9.  Scheitelgleiohung  des  elliptisohen  und  hsrperbolisohen  Fara« 
boloids.  Das  linke  und  rechte  elliptische  Paraboloid  sind  nur  der 
Lage  nach  verschieden,  ebenso  wie  die  beiden  elliptischen  Eegel  in 
§  54,  3.  Sie  schließen  beide  in  der  Hauptebene  der  größeren  Öffnung 
{p>p--e  für  das  linke  und  e—p^—p  für  das  rechte)  die  eine 
Fökalparabel  ein  und  iverden  von  der  anderen,  in  der  Hauptebene  der 
Tdeineren  Öffnung  liegenden  durchschnitten. 

Indem  wir  daher  das  rechte  fallen  lassen,  setzen  wir  für  das  linke: 

(14)  P  =  *^    p—  e^  c^ 
und  für  das  hyperbolische  nach  (2): 

(15)  p^¥,    p  ^  e^-  —  c^ 

und  verschieben  außerdem  den  Koordinatenanfangspunkt  0,  indem  wir 
X  durch  X  -\-  ^   ersetzen  (I  §  37,  (1))  nach  dem  Scheitelpunkt  Ä. 
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Dann  werden  die  Gleichungen  des  (linken)  eUipHschen  und  hyper- 
bolischen  Pardbolaids^): 

(16)    |!+i;+2«-o,      (16')  |;_?;+2«-o. 

Die  beiden  Sauptbrennpunkte  (3)  sind  in  der  neuen  Bezeichnung 
fär  die  beiden  Flächen: 


(17) 


8 


Fix -,  y-0,  0^0] 

G:x^    ^\y^O,0^O 


Fix^-^,  y  =  0,  jer  =  0; 


c« 


G:x^-^,  y-0,  g^O, 


2 


und  die  beiden  Fokalparabeln  werden  nach  (7)  bezüglich: 

U^'-i  +  2x  +  <^  =  0,  (    y'+2x-e»'-0, 

(18)  \~  (18-)      f+' 

und  die  auf  dem  elliptischen  Paraboloid  selbst  liegenden  Brenn- 
punkte K  nach  (9): 

(19)  x^^^-j'-.    y-0,  ^«==(6»-cV. 

10.  Begriff  konfokaler  Paraboloide.  Zwei  Paraboloide  sind  kcn- 
fokal  und  konfokal  liegend,  wenn  ihre  Fokalparabeln  (7)  bezüglich 
zusammenfallen.  Sie  sind  konfokal,  wenn  die  Entfernung  FG  ihrer 
Hauptbrennpunkte  (3)  dieselbe  ist. 

Je  zwei  Paraboloide,  die  durch  die  Gleichung  (1)  mit  zwei  ver- 
schiedenen Werten  p^  und  p,  yon  p  dargestellt  werden,  also: 

sind  konfokal  und  konfokal  liegend  (vgl.  (7)).'^) 

11«   Doppelte  konfokale   Iiage   konfokaler   Paraboloide.     Zum 

Übergang   von   dem   System  Oxgjs  zu  einem  neuen  O'xyB,   dessen 

Anfangspunkt  0'  =  (t=      ,  0,  0  ist  und  dessen  Achsen  x,  y\  z    die 

Richtungskosinus  —  1,  0,  0;  0,  0,  1;  0,  1,  0  haben,  also  beziehungs- 
weise mit  —  x,z,y  gleichgerichtet  sind  (Fig.  134),  dienen  die  Formeln 
(I  §  37,  (13)): 

(22)  x^-^-x,    y^z,    z^y\ 

Die  Gleichungen  der  Fokalparabeln  (7)  und  der  Fläche  (20)  werden 
in  dem  neuen  System: 
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(23) 
(24) 


0, 


Denkt  man  sich  diese  drei  Gebilde  mit  dem  System  O'ody  z  starr 
verbunden  und  bringt  dieses  durch  Umdrehung  mit  Oxyz  zur  Deckung, 
so  kommen  die  beiden  Fokalparabeln  (23)  und  (7)  miteinander  vertauscht 
zur  Deckung,  während  das  Paraboloid  (24)  oder  (20)  mit  demjenigen 
konfokalen  Paraboloid  (21)  zur  Deckung  kommt,  für  das  1>8  =  ß— Pi  ist. 

Jedes  Paraboloid  kann  also  zu  sich  seihst  in  hmfokaU,  nicht  kon- 
gruente Lage  gäyracM  werden. 

Daraus  folgt  sofort  weiter: 

Zwei  konfokale  Paraboloide  können  auf  zwei  Weisen  in  konfokale 
Lage  gebrockt  werden. 

12.  Konfokale  Paraboloide  in  Soheitelgleiehung.  Setzt  man  in 
den  Gleichungen  (20)  und  (21): 


(25) 


Pi  =  h^  Pi  - « -  q*;   J»i  =  h\  P«  -  e  =  <i* 


and   schiebt    den   Scheitel   (4)    beider   Paraboloide   mit   x  + 
X  +  -*  für  X  nach  dem  Anfangspunkt  0,  so  erhält  man: 

(26)  .^4+£l  +  2a.  =  0,    ^-;  +  i;4.2x-0, 

WO  hy^,  c^y  h^y  c^^  posltiv  oder  negativ  sein  können  und  nur: 


2 


und 


V- V^^i 


2 


(27) 

sein  muß  (§  55,  (24;). 

Unter  der  Bedingung  (27)  sind  die  beiden  Paraboloide  (26)  kon- 
fokal,  aber  nicht  mehr  konfokal  gelegen. 


§  57.  Das  Strahlenge winde  oder  der  lineare  Komplex. 

1.  Vorbereitende  Angaben.     Ein  rechtwinkliges  Dreieck 
habe  bei  A  den  Winkel  o  =  CAB^ 
der  zwischen  den  Grenzen: 


Fl«.  187 


>a)>- 


n 
T 


(1) 

liege  (Fig.  137  für  positives, Fig.  137' 
für  negatives  gj  im  Sinne  I  §  11, 2). 

Die   Höhe    CB  «  —  soU  überein- 

stimmend  mit  co  positiv  (Fig.  137) 
oder  negativ  (Fig.  137')  gelten, 
während  für  die    Grundlinie    AC 


Fig.  187'. 
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=  a 


S 


und  die  Hypotenuse  AB  —  -^   ^^^  Größen   a  und    S   positiv 


gelten  sollen.     Es  ist  dann: 

cos  CO  «  ^    (>  0),     sin  G)  =  -g  (^ 0), 

h 


(2) 


s^V]f^7ty  +  h\  tg(ö« 


2a7e 


Ist  femer  QP  ^  z  die  Höhe  des  laufenden  Punktes  P  der  Hypo- 
tenuse AB  über   der  Grundlinie  ACy   aufwärts    (Fig.  137)   positiv, 

abwärts  (Fig.  137')  negativ  ge- 
rechnet, so  ist,  wenn  AQ  =  aq> 
und  -4P  =  5  gesetzt  wird: 


an 


a7t 
~Y  ^ 

S 
'   4 


und  damit: 

(3) 
(4) 


z  = 


2n8 


2.  Entstehung  der  Sohrau- 
benlinie.  Wickelt  man  jetzt 
die  Ebene  des  Dreiecks  auf  den 
Rotationszylinder  (§  53,  9): 

^    (5)       x^+y^^a^ 


„^L "-<3^- 


yauf,  der  um  die  r- Achse 
des    Eoordmatensystems 
Oxyz  mit   dem  Radius  a  be- 
schrieben ist  (Fig.  138),  so  paßt 
die  Grundlinie  AC  (Fig.  137) 
auf     den     gleichbezeichneten 
Kreisquadranten    AC    in    der 
xy-l^hene  (Fig.  138)  und    das 
Stück  AQ  (Fig.  137)  auf  den 
zum  Winkel  9  =  OA,  OQ  ge- 
hörigen Bogen  AQ  (Fig.  138). 
Die  Hypotenuse  AB  (Fig.  137),  die  nunmehr  beiderseits  unbegrenzt 
verlängert  gedacht  werde,  erscheint  dann  (Fig.  138)  als  Sdiraubenlinie. 
Man   nennt   die  ^-Achse   die  Achse,  a  den  BadiuSy  h  die  Gang- 


Fig.  138. 
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höhe,   G}  den   Steigwinkd   der   Schraubenlinie;    S  ist   die   Bogenlänge 
eines  Schraubenganges  ÄBA^B^Ä^^^'^) 

3.  Farameterdarstelliing  der  Sehranbenlinie.  Für  den  laufen- 
den Punkt  P  ^  x^y^z  der  Schraubenlinie  folgt,  da  Q  in  der  Ebene 
Oxy  die  Polarkoordinaten  a,  tp  hat  (I  §  12,  6)  und  die  Formel  (3) 
fortbesteht: 

(6)  X  ^  a  cos  9?,    y  =  a  sin  9,    jsr  =  g^, 

oder   indem    man   mittels  (4)    die   Bogenlänge   $   der   Schraubenlinie 
einführt: 

(i)  a:  =  acos   ^   ,     t/  =  asm-^,    ^^   g- 

Die  Formeln  (6)  und  (7)  enthalten  zwei  ParameterdarsteUungen 
der  Schraubenlinie  (I  §  43,  1)  mit  den  schließlich  von  —  oo  bis  +  oo 
laufenden  Parametern  <p  und  s. 

4.  Positiv  und  negativ  gewundene  Schraubenlinie.  Aus  Fig.  137 
und  Fig.  137'  entstehen  zwei  verschiedene  Schraubenlinien  ABÄ^ 
und  AB' A^  in  Fig.  138.  Jene,  für  die  cj  und  h  positiv  sind,  nennen 
wir  positiVj  diese,  für  die  co  und  h  negativ  sind,  negativ  gewunden. 
Die  jeder  von  beiden  in  Fig.  138  beigesetzten  Pfeilspitzen  zeigen  den 
Sinn  an,  in  dem  die  Schraubenlinie  bei  wacfisendem  Parameter  g)  oder 
s  entsteht.  Ein  in  diesem  Sinne  die  Schraubenlinie  durchlaufender 
Punkt  P  umkreist,  ebenso  wie  der  Projektionspunkt  Q  in  der  xy- 
Ebene,  die  senkrecht  stehende  ^gr- Achse  stets  in  positivem,  in  Fig.  138 
auf  dem  Kreisbogen  AC  angedeuteten  Drehungssinn  der  a;y-Ebene 
(I  §  11,  1),  während  er  gleichzeitig  bei  der  positiv  gewundenen 
Schraubenlinie  aufwärts  steigt,  bei  der  negativ  gewundenen  sich  nach 
abwärts  senkt.  Aber  auch  wenn  der  Punkt  P  im  entgegengesetzten 
Sinn  der  Pfeile  die  Schraubenlinie  durchliefe,  würde  seine  fort- 
schreitende Bewegung  bei  der  positiv  gewundenen  Schraubenlinie 
nach  derjenigen  Seite  gehen,  von  der  aus  die  drehende  Bewegung 
positiv  erscheint;  und  umgekehrt  bei  der  negativ  gewundenen  Schrau- 
benlinie (I  §  32,  7). 

Mit  dem  Vorzeichen  von  h  dreht  sich  in  (6)  und  (7)  das  von  z 
um.  Daher  ist  die  Schraubenlinie  AB'A^'  das  Spiegelbild  der  Schrau- 
benlinie ABA^  in  bezug  auf  die  xy-Ebene  (Fig.  138). 

5*  Transformation  der  Schraubenlinie  in  sich.  Dreht  man  das 
Koordinatensystem  Oxyz  um  die  jP-Achse  um  den  Winkel  a  und  ver- 
schiebt es  zugleich  in  der  Richtung  der  ^'-Achse  um  die  Strecke  Zq 
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in  die  Lage  £1^7^^  (Fig.  139)^  so  gelten  zwischen  den  Koordinaten 
desselben  Punktes  in  bezug  auf  die  beiden  Systeme  (I  §  14^  (10); 
I  §  37,  (1))  die  Gleichungen: 

II  =»  a:  cos  a  +  y  sin  a, 
iy  =»  —  a?  sin  a  +  y  cos  a, 

Setzt  man  hierin  für  Xy  y,  z  die  Werte  (6)  ein^  so  erhält  man  in 
bezug  auf  das  neue  System  Sl^r^i  die  Schraubenlinie  durch  die  Glei- 
chungen: 


(9) 


I  =-  acos(9  — a), 
rj^  a  sin  (9?  —  a), 


t 


h{(p  —  a) 


-(-.-r.) 


dargestellt.     Nimmt  man  daher: 
(10)  ^0 


hcc 
2n 


80  unterscheiden  sich  die  Gleichungen  (9)  rechts,  abgesehen  von  der 
Bezeichnung  des  von  —  00  bis  +  cx)  gehenden  Parameters  mit  9  —  a 
statt  mit  %  nicht  von  den  Gleichungen  (6).     Die  Schraubenlinie  hat 


Fig.  139. 

daher  gegen  das  neue  System  dieselbe  Gestalt  und  Lage,  wie  gegen 
das  alte,  oder  wie  man  auch  sagt: 

Die  Schraubenlinie  geht  durch  die  Transformation  (8),  (10)  bei  be- 
liebigem a  in  sich  über.^^) 

6.  System  kongruenter  Schraubenlinien  auf  demselben  Zylinder. 
Fügt  man  in  der  Ebene  (Fig.  137)  zu  der  Hypotenuse  AB  ein  System 
von  Parallellinien  Ä^B'  hinzu  (Fig.  140)  und  wickelt  die  Ebene  wie 
vorhin  auf  den  Zylinder  ab,  so  entsteht  (Fig.  141)  ein  System  kon- 
gruenter Schraubenlinien  vom  Radius  a  und  der  Ganghöhe  h. 

Ist  (Fig.  140)  für  eine  ParaUele  Ä'B'  etwa  AA  ^  ag)^  und 
QP'  =  Zy  so  ist: 


und  nach  (3):                          ^      Äfg--?.) 
g ^,  — ■ 

Ffir  den  lanfenden  Punkt  P'  der  entaprechenden  Schraubenlinie 

AB'  (Fig.  141)  ist  daher: 

,      hUf  -  <p.) 
x  —  acosip,    j/  =  a8inv,    "  =       2n    "' 

Die  Parallelen  A'B'  (Fig.  140),  für  die  AA'>  a  ■  2«,  also  tp^  >  2w, 
decken   sich    mit    schon  ~ 

vorhandenen  Schrauben- 
linien (Fig.  141).  Mit 
W^lassung  des  Akzentes 
Yon  s'  folgt  daher: 

Das  System  der  auf 
dem  Zylinder  (6)  aufge- 
schriebenen Schratdien- 
linien vom  Radius  a  und 
der  Gangköheh  (Fig.  141) 
ist  durch  die  Parameter- 


(11)      x=-a  coB^), 
jf  —  f(  sin  ip, 

Ä((p  — 9J„) 


^^ 


Fig.  1 


gegeben,  und  die  eintdne  Schraubenlinie  des  Systems  durch  den  Wert 
fa  (0^9'o<2jt)  bestimmt. 

Durch  jeden  Punkt  des  Zylinders  geht  eine  Schraubenlinie  des 
Systems. 

7.  Transformation  des  Systems  in  siob.  Setzt  man  die  Werte 
(11)  in  die  Substitution  (8)  ein,  so  ergibt  sich: 

II  =  o  cos  (qo  —  a),     )/  =  o  sin  {fp  —  a), 

Dies  sind  aber  wieder  die  Gleichungen  (11),  nur  daß  tp  —  u  fl)r  tp 
und  fPa—  t  -\-  .- z^  für  ip^  eingetreten  ist,  so  daß  das  System  als 
Ganzes  dieselbe  Gestalt  und  L^e  gegen  ß|»;£  (Fig.  139)  wie  gegen 
Oxye  hat.  Man  kann  dies,  da  «e  und  e^  ganz  unabhängig  voneinander 
sind,  auch  so  ausdrücken  (Fig.  141): 
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Das  System  der  Schraubenlinien  (11)  geht  hei  jeder  Drehung  um 
die  Z' Achse  und  hei  jeder  Verschiehung  längs  der  z-Achse  in  sich  üher; 
es  werden  nur  die  einzelnen  Linien  des  Systems  untereinander  ver- 
tauscht. 

8.  Die  Tangente  der  Sohranbenlinie.  Durch  Differentiation  der 
Formeln  (11)  nach  fp  folgt: 

(13)  X y,     y^x,    ^'  =  2^^- 

Daher  hat  die  Tangente  des  Punktes  x,  y,  z  irgendeiner  der  Schrauben- 
linien (11)   in   laufenden   Koordinaten   X,  T,  Z  die   Gleidmngen^^^) 

(Fig.  142)  (I  §  43,  (3)): 

(14)  X  —  x:Y-y:Z-z y'^-^^' 

Übertragen  wir  den  dem  wachsenden  Parameter  (p  entsprechenden 
positiven  Sinn  der  Schraubenlinie  (Fig.  138;  Fig.  142)   auch   auf  die 


^a^ySy 


Flg.  148. 


Tangente,  so  daß  diese  bei  der  positiv  gewundenen  Schraubenlinie 
(Ä  >  0)  steigt,  bei  der  negativ  gewundenen  (Ä  <  0)  fäUt,  also  dort 
mit  der  jer-Achse  einen  spitzen,  hier  einen  stumpfen  Winkel  %•  (Fig.  142) 
bildet,  so  sind  ihre  Richtungskosinus  mit  Rücksicht  auf  (14);  (2): 


(15) 


2«y 


2nx 


y  =  cos  -ö*  =  -^  =•  sin  o . 


Der  Neigungswinkel  o  =  *  —  ^  (I  §  32,  3;  4)  der  Tangente  gegen 

die  xy- Ebene  ist  daher  immer  gleich  dem  Steigwinkel  der  Schraubenlinie. 
Das  Moment  der  Tangente  gegen  die  z-AcJise  ist  bei   der  für  sie 
festgesetzten  Pfeilspitze  (I  §44,  (12)): 

0     a     x  —  0 

0  ß     y  —  Ol  =  ay  — /3a:  =- ^— =— acos(ö=»— asin^, 

1  y     z-0 


(16)    M 


S 
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also  negativ-,  zugleich  ist:  — •  a  =  -Sf:  sin^  (I  §  44,  (22))  der  ebenfalls 
negative  'kürzeste  Absfand  der  Tangente  von  der  xr- Achse;  der  Be- 
rührungspunkt der  Tangente  ist  der  Fußpunkt  dieses  kürzesten  Ab* 
Standes. 

9.  Die  Tangenten  der  cx>^  Schraubenlinien  (11)  und  der  lineare 
Komplex.  Die  Strahlenkoordinaten  der  Tangente  (14)  sind  (I  §48,(18))  : 

(17)    Pn'Pzi'Pi%'Pii'Pu'Pu  =  ^^-2l'^^  +  2^''^^^'''y'^'^' 

Daher  ist  das  Verhältnis  p^^ :  p^^  von  dem  Berührungspunkt  x,  y^  e 
unabhängig,  oder: 

Sämtliche  Tangenten  jeder  der  (x>^  Schraubenlinien  (11)  (Fig.  141) 
gehören  dem  linearen  Komplex^^^): 

(19)  A,  +  i/>8i=0 

any  desssen  „Parameter'^  Je  den  Wert  hat: 

^         *  h  tg(D 

Der  Parameter  k  des  Komplexes  hat  das  Vorzeichen  von  h]  je 
nachdem  k  positiv  oder  negativ  ist,  heißt  der  Komplex  selbst  positiv 
oder  negativ  gewunden, 

10.  Die  Tangenten  von  cx)*  Sohraubenlinien  und  der  lineare 
Komplex.  Da  aber  der  Parameter  k  nur  von  dem  Verhältnis  2a*%:h 
abhängt,  gehören  die  Tangenten  der  Schraubenlinien  (11)  auch  dann 
noch  dem  Komplex  (19)  an,  wenn  man  Radius  a  und  Ganghöhe  h 
derart  verändert,  daß  dieses  Verhältnis  konstant  bleibt. 

Sämtliche  Tangenten  jeder  der  cx)*  Schraubenlinien: 

(21)  a;=-acos9,      t^»a  sin  9),       £r  =  —      ^, 

für  die  bei  festetn  k: 

(22)  h  -  ^''^- 

ist,  tvährend  a  und  <Pq  zwischen  den  Grenzen: 

beliebig  variieren,  gehören  dem  Komplex  (19)  an. 

Mit  wachsendem  Radius  a  des  Zylinders  (Fig.  141),  wächst  in  (22) 
der  absolute  Wert  der  Ganghöhe  h  und  nach  (20)  des  Steigwinkels  co. 
Für  a  =  0  wird  Ä  =  0,  der  Zylinder  zieht  sich  auf  die  j?-Achse  zu- 
sammen, und  die  Tangenten  werden  deren  horizontale  Transversalen. 

Staude,  Flftohen  aweiter  Ordnung.  20 
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Durch  jeden  Punkt  des  Baumes  geht  eine  Schraubenlinie  des 
Systems  (21),  (22). 

Wir  zeigen  nunmehr  unter  11^  12,  daß  der  Komplex  (19)  auch 
keine  andern  Strahlen  als  die  Tangenten  der  oo*  Schraubenlinien 
(21),  (22)  enthält. 

11.  Beliebige  Görade  als  Tangente  einer  Sohranbenlinie.  Irgend- 
eine Gerade: 

(23)  X  --  XqI  y  —  y^:  z  —  Zq^  a  :  ß  \  y 

des  Raumes  (Fig.  143)  sei  dadurch  gerichtet,  daß  ihr  Moment  gegen 
die  «r -Achse  negatiy  ist  (I  §44,  4).     In  diesem  Sinne  seien: 

«^  |3,  y  «  cos  -^  (0  <  ^  <  %) 

ihre  Richtungskosinus.     Ihr  Neigungswinkel  (o  ^  - —  0"    gegen    die 
a: 2/ -Ebene  (I  §  32,  3)  ist  dann  durch: 

COB^  y  y 


(24) 


tga}  = 


sin^ 


2 >«>-2 


vollkommen  bestimmt.    Ihr  nach  der  Voraussetzung  negatives  Moment 
gegen  die  jer -Achse  ist  (I  §  44,  (12)): 

:  0    « 

0  ß    Vo  —  O    '^ay^-  ßx^ 

1  y 

und    daher   ihr   ebenfalls   negativer   Abstand   —a   von   der '^r- Achse 


(25) 


M 


^0-0 


^0-0 


aX 


wc/^^ 


(I  §  44,  (22)): 
(26)      -  a  - 


M 


sin^ 


Die  beliebig  gegebene  Gerade  ist 
daher  mit  Rücksicht  auf  8.  Tan- 
gente einer  Schraubenlinie,  die  auf 
einen  Zylinder  um  die  0- Achse  von 
dem  durch  (26)  bestimmten  Radius 
a  aufgeschrieben  ist,  den  durch 
(24)  bestimmten  Steigwinkel  be- 
sitzt und  durch  den  Fußpunkt  des 
kürzesten  Abstandes  der  Geraden  von  der  ;8r-Achse  geht;  dieser  Fuß- 
pimkt  ist  der  Berührungspunkt  der  Tangente. 

Die  Schraubenlinie  ist  positiv  oder  negativ  gewunden,  je  nach- 
dem tgo  in  (24)  positiv  oder  negativ  ist. 


t 

Fig.  143. 
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Schneidet  die  Gerade  die  ^er -Achse  (Jf  »0)^  so  hat  der  Zylinder 
den  Radius  0  und  reduziert,  sich^  wie  die  Schraubenlinie  selbst^  auf 
die  j?-Achse. 

Ist  die  Gerade  horizontal  (tg  ©  =  0)  oder  vertikal  (tg  oj  ==  c»),  so 
reduziert  sich  die  Schraubenlinie  auf  einen  Kreis  vom  Radius  a  oder 
bezüglich  auf  die  Gerade  selbst. 

13.  Identität  für  eine  beliebige  Gerade.  Das  Verhältnis  der 
beiden  für  eine  beliebige  Gerade  in  (24)  und  (26)  bestimmten  Größen 
—  a  und  tgo: 

ist  von  der  Pfeilspitze  der  Geraden  schließlich  unabhängig,  da  es  nur 
von  den  Verhältnissen  a :  ß :  y  abhängt.  Es  kann  daher  auch 
durch  die  Strahlenkoordinaten  der  Geraden  (23)  ausgedrückt  werden 

(I  §  48,  (18)): 

(28)  -/    =^*«. 

Ist  daher  k  eine  beliebige  Konstante^  so  folgt: 

Für  jede  Gerade  pj^j  im  Baume  besteht  die  identische  Gleichung: 

(29)  ^i«+i-  __«-  +  «; 

wo  a  den  Raditis  und  o  den  Steigwinkel  der  um  die  z- Achse  he- 
schriehenen  Schraubenlinie  bedeutet,  die  die  Gerade  berührt. 

Bei  positivem  co  ist  die  Schraubenlinie  positiv,  bei  negativem 
negativ  gewunden  (Fig.  138). 

13.  Der  lineare  Komplex.     Die  Bedingung: 

(30)  p,,  +  kp^  =  0 

ist  daher  immer  dann  und  nur  dann  einfüllt,  wenn  für  die  Gerade  Pf^^ 
die  Bedingung  (20)  erfüllt  ist. 

Der  lineare  Komplex  (30)  besieht  datier  aus  den  oo'  Geraden,  die 
Tangenten  der  <x>^  Schraubenlinien  (21),  (22)  sind. 

Der  Komplex  ist  gleichzeitig  mit  diesen  Schraubenlinien  entweder 
positiv  oder  negativ  getvunden,  je  nachdetn  k  positiv  oder  negativ  ist. 

Der  Parameter  k  des  Komplexes  bedeutet  nach  (20)  das  Ver- 
hältnis der  doppelten  Fläche  der  Ereisschnitte  der  Zylinder  a  zur 
Steighöhe  der  Schraubenlinien  oder  auch  das  Verhältnis  des  Radius 
zur  Tangente  des  Steigwinkels  der  Schraubenlinien. 

Nach  7.  geht  der  Komplex  (30)  bei  jeder  Drehung  um  die  z-Achse 
und  jeder  Verschiebung  längs  der  z-Achse  in  sich  über, 

20* 
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n.  Kftpitel. 

Die  Kreissolmitte  und  die  Kartonmodelle. 


§  58.  Kreissclmitte  des  Ellipsoids. 

1.  Einführang  von  drei  gleiohlaiigen  DnrohiDessem  ale  Ko- 
ordinatenaohsen.     Das  Ellipsoid: 

(1)  S  +  V  +  P  =  l'   «'>&*>«•, 

schneidet  die  zx-'Ebene  des  rechtwinkligen  Koordinatensystems  Oxf^g 
in  der  Ellipse: 

(2)  fi  +  f.-l- 

Die  Länge  r  eines  Halbmessers  dieser  Ellipse,  der  in  bezog  auf 
das  Achsensystem  Oxa  die  Richtnngskosinus  a,  y  hat,  ist  durch  die 
Gleichung  (§  5,  (2)) : 

V  +-^«"  =  -^ 

bestimmt,     umgekehrt   findet   man   die  Richtungskosinus  a,  y   eines 
Halbmessers  von  gegebener  Länge  r  «  6  aus  den  beiden  Gleichungen : 

(3)  fi  +  o'  =  F'    «'  +  y*-l. 
und  zwar: 

beziehungsweise 

TF/r  fuhren  die  beiden  Halb- 
messer  a,  y  und  —  a,  y  als 
Achsen  5  und  g  eines  schief- 
winkligen räumlichen  Koordi- 
natensystems O^rj^  einy  dessen 
7^ -Achse  mit  der  y -Achse  zu- 
sammenfällt (Fig.  144).  Dazu 
dienen  (I  §  14,  (2))  die  Formeln : 

b  =  y(-«+7)- 


(4) 


a  Yb*  —  c« 


TZ-  9 


4(^,7^ 
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Die  Achsen  ^  und  tj,  sowie  t  und  17  sind  zueinander  recktmnkHg^ 
dagegen  bilden  i^  cCy  y  und  £  =•  •—  a,  y  miteinander  einen  Winkel 
2(o,  der  von  der  ;? -Achse  halbiert  wird,  und  für  den: 

(6)  sin  0)  =»  a ,     cos  ©  =«  y . 

2.  Die  Identität  der  Ereissohnitte.   Wird  zur  Abkürzung  gesetzt: 

SO  folgt  durch  Addition  und  Subtraktion  aus  (3),  (7)  und  (4): 

(8)         l+p_2l.a«=2^^,     l-i,-2ly'-2j.-:i-. 
und  danach: 

Zugleich  ergibt  sich  aus  (8): 

(10)  -l<p<  +  l. 

Durch   die   Sabstitution   (5)   wird  nun   mit  Rücksicht  auf  (3) 

und  (7): 

?*  j.  y'  J.  jL*       «'(g  -  i)'  .   V  .   r\^  +  g)' 
a*  ■*"  "6«  "*"  c«  —         a*        ■•"  6*  ■*"         c' 

-(S+f)(i'+«+i:-2(i;-:;)u 

Vermöge  der  SubsUtuiion  (5)  fcesfeÄ^  rfoÄ^  die  idenUscke  Gleichung: 

(11)     6«jj;+.y;+i;_i)=.|»+,«+g«_2pig-6*, 

wo  p  den  Wert  (9)  äo^. 

3.  Zwei  Scharen  von  Ereisschnitten.  Die  Gleichung  der  Flache 
(1)  in  dem  neuen  Koordinatensystem  O^ri^  lautet  nach  (11): 

Für  die  Schnittkurve  der  Flache  mit  einer  beliebigen  ^  der  ^rj- 
oder  Si^-Ebene  parallelen  Ebene: 

(13)  |  =  lo  oder  (13')     f-g, 
wird  daher  bezüglich: 

^»  +  g»  -  2i»  log  +  V  -  «^  =  0 ;     I»  +  ,«  _  2i) goS  +  5.*  -  6*  -  0 
oder: 

(14)  ,«  +  (g_py»  =  6»_(i_p.)|^»; 
(14')  («  -p^y  +  ,,»  =  &»-  (1  -p*)to'. 


310 


§  58,  3—4. 


Verschiebt  man  das  System  O^ri^  parallel  mit  sich  in  die  Lage 
OiSi^ifi;  wo  Ol  die  Koordinaten  S^So?  ^  =  0,  g«0  hat  und  Ojl^  in  0| 
fällt  (Fig.  145),  so  ist  fär  jeden  beliebigen  Punkt  des  Baumes  (I§  37,(1)): 

S  =  So  +  Si,     V^'Vu     t^ti' 

Für  einen  Punkt  P  der  Ebene  6  ^  So  ^^^^  li  =  0  sind  daher 
?;,  g  zugleich  die  Koordinaten  rj^,  ^^  in  dem  (rechtwinkligen)  d>ene» 
System  Oji^j^i  (I  §  31,  4,  8).  Daher  kann  die  Gleichung  (14)  unmittd- 
har  auf  dieses  hegogen  werden. 

Die  Schnittkurve  (14)  und  ebenso  (14')  ist  daher  ein  Kreis  mit 
dem  Mittelpunkt: 

(15)  l-lo,    iJ^O,    g=i>lo       (15')    |=i»go,    iJ'-O,    5=S« 
und  dem  Radius  (),  für  den: 

(16)  p*  =  6*-(l-p»)V  (16')     P*  =  6*~(l-i'*)£o*- 

Dos  Ellipsoid  (12)  «;iVd  t?on  ^eder  der  lyj-  orfer  ^rj- Ebene  par- 
allelen Ebene  (13)  oder  (13')  in  et'nem  Kreise  geschniUen. 

Bei  wechselnden  Werten  von  ^o  ^^^  So  erhält  man  ewei  Scharen 
je  paralleler  Kreisschnitte}^^) 


^^05^^/^ 


^Aä//v 


Fig.  145. 


Fig.  146. 


4.  Der  Ort  der  Mittelpunkte.  Der  Ort  der  Mittelpunkte  M  einer 
solchen  Schar  (Fig.  146)  ist  eiue  gerade Liniey  die  durch  die  Gleichungen  (15) 
oder  (15')  in  dem  Parameter  |q  oder  g^  dargestellt  wird  (I  §  16,  (1)). 

Sie  liegt  in  der  J;|-  oder,  was  dasselbe  ist,  in  der  £fa;-Ebene  und 
ist  daher  zugleich  der  Ort  der  Mittelpunkte  der  in  der  jg?a;-Ebene 
liegenden  Durchmesser  DD  (Fig.  144)  der  Kreisschnitte,  und  damit 
der  Sehnen  der  Ellipse  (2),  die  zur  g-  oder  g -Achse  parallel  sind, 
also  (§  14,  2,  I): 

Der  Ort  der  Mittelpunkte  der  der  yl-  oder  yi,- Ebene  parallelen 
Kreisschnitte  ist  der  der  g-  oder  bezüglich  l- Achse  konjugierte  Durch- 
messer  g'  oder  |'  (Fig.  145)  der  Ellipse  (2). 


§  68,  4—6. 
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Für   die  Richtungskosinns   a^  y    des   zur   §-Achse   konjugierten 
Durchmessers  %'  ist  daher  (§  14,  (4)): 

^  +  "^  =  0     oder    «':/  =  -':^., 


worauf  —  a\  y   die  Richtungskosinus  von  g'  sind  (Fig.  146). 

5.  Büekkehr  su  dem  alten  Koordinatensystem.  Di^  Kreis- 
schnütebenen  6  =  So  ^^  5  =  So  Äötftcw  wa<?Ä  (5')  in  dem  aUen  Ko- 
ordinatensystem die  Gleichungen: 


d«)     Hf  +  y)-^ 


(!«')  ](-:+7)-so, 


2\ay/         ^^  ^'  z\ay 

WO  «,  y  oKc   TTer^«  (4)  haben  und  ^,  5o  beliebige  Parameter  sind. 
Die  Mittelpunkte  (15)  der  Schnittkreise  werden  nach  (5): 


(19)  y-0, 

0^y{l+p)^] 
Da  aber  nach  (8): 

^         &    ^        2      ' 

80  kann  man  für  (19)  schreiben: 


(19-) 


c 
"6 


V 


2 


a; 


-iV^y^^-^,  y  =  o,  .=4r/^t^>^i-^"*-5o. 


6    ^        2 

Nach  (16)  wird  femer: 


wenny^*  — (>*  das  Vorzeichen  von  6o  ^*^^  so  daß: 

Somit  ergibt  sich  nach  (8): 

Die  Ebene  (18)  oder  (18')  schneidet  das  Ellipsoid  (1)  m  einem 
Kreise,  dessen  Badius  q  sich  aus  (16)  und  (16')  bestimmt  und  dessen 
Mittelpunkt  alsdann  die  Koordinaten  hat: 


(20) 


yä^- 


y=o, 


(20') 


.-«  -     =1/1-5:, 


»« 


«  =  —  a 


Va'- 


y-0, 


Ä  —  c 


l/a'- 


-?Vi_v 


«CO  die  nidit  absolute  Wured  das  Vorzeichen  von  ^  oder  So  ^- 
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6.  Die  HauptkreiBsohnittebenen.  Die  beiden  dorcli  den  Miüd- 
punkt  0  des  EUipsoids  gehenden  Kreisschnittebenen  heißen  Saupt- 
kreisschniUAenen,  Ihre  Gleichungen  gehen  mit  lo  "=  ^  ^^^  So  "^  ^  ^^^ 
(18)  und  (IS')  hervor.     Wir  fassen  sie  in  eine  Gleichung: 

-  ^1  +  ^'  «  0 

zusammen  und  erhalten  nach  (4)  den  Satz: 

Das  Paar  der  beiden  HaupthreisschnittAenen  des  EUipsoids  (1) 
ist  durch  die  Gleichung  dargestellt: 

(21)  (a«_6»)J_(6«_<;«)£;--0. 

Die  beiden  Ebenen  verbinden  die  mittlere  Achse  (y-Ädise)  mit 
denjenigen  beiden  in  der  ex-Ebene  liegenden  Durchmessern  der  Fläche^ 
welche  die  Länge  2  b  der  mittleren  Achse  haben  (Fig.  144)i  Der  Radius 
der  zugehörigen  Hauptkreisschnitte  ist  nach  (16)  und  (16')  q  ^b,  der 
Mittelpunkt  nach  (20)  und  (20^  der  Mittelpunkt  0  der  Fläche. 

Ist  das  Ellipsoid  durch  die  Gleichung  §  55,  (1)  mit  a*>^>d* 
gegeben,  so  werden  die  HauptJcreisschnittebenen  nach  §  55,  (6): 

7.  Die  Kreispunkte  des  EUipsoids.  Der  Radius  eines  Kreis- 
schnittes nimmt  nach  (16),  da  nach  (9)  1  ~|7'>0  ist,  mit  wachsen- 
dem Iq*  oder  £q*  ab,  und  zwar  von  dem  größten  Werte  p  «  6  für  f^* 
oder  Jq*  —  0  bis  zu  dem  kleinsten  Werte  q  —  0  für: 

V  oder  £o*=-&':(l-i>'). 

Für  p  =  0  aber  reduziert  sich  der  ganze  Kreisschnitt  auf  seinen 
Mittelpunkt,  der  dann  selbst  auf  der  Fläche  liegt.  Ein  solcher  Punkt 
der  Fläcfte,  der  Mittelpunkt  eines  Kreisschnittes  vom  Badius  0  ist,  heiß 
ein  Kreispunkt.^^^) 

Mit  9-0  folgt  daher  aus  (20)  und  (20'): 

Die  Koordinaten  der  vier  Kreispunkte  K  (Fig.  146)  des  Ellipsoids 
(1)  entsprechen  den  Gleichungen: 

(22)  ^'-a^^Z^,     y  =  0,     ^^-c»f.-f.. 

Es  sind  die  Schnittpunkte  der  Durchmesser  |'  und  g'  (Fig.  146) 
mit  dem  zweiten  Hauptschnitt.  Die  Vergleichung  der  Werte  (22)  mit 
§  55,  (12')  zeigt: 

Die  Kreispunkte  sind  die  auf  dem  Ellipsoid  seihst  liegenden  Brenn- 
punktCf  seine  Schnittpunkte  mit  der  Fokalhyperbel. 
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8.  Umkehmng  der  Identität  der  Kreissolmitte.  Die  Identität  (11) 
führte  von  der  Gleichung  (1)  zur  Gleichung  (12).  Die  Konstanten 
a?j  Vj  c*  wurden  dabei  als  gegeben  betrachtet  und  der  Bedingung 
unterworfen:  a^  >  b'>  c*  oder  auch,  da  es  nur  auf  die  Auszeichnung 
der  mittleren  Achse  ankommt:  c*  >  &'  >  a^,  in  welchem  Falle  die 
Differenzen  unter  den  Quadratwurzeln  (4)  in  der  Form  c*  —  &*, 
(?  —  a^j  6*  — a*  zu  schreiben  sind.  Der  Winkel  2  m  zwischen  den 
beiden  Hauptkreisschnittebenen  O^^ri  und  0%7i  ergab  sich  dann  aus 
(6)  und  (4).  Die  Konstante  pj  die  außer  h^  in  (12)  eingeht,  hatte 
den  Wert  (9)  und  erfüllte  die  Bedingung  (10). 

Denkt  man  sich  umgekehrt  V^  p,  o  mit  Rücksicht  auf  (10)  will- 
kürlich gegeben,  so  folgen  aus  (6)  a  und  y  imd  aus  (8): 

Von  diesen  beiden  Konstanten  ist  immer  die  eine  ^  h*,  die  andere 
^  6*.     Denn  aus: 

;;^>l     oder     a«-l-y«>-^+-^ 

'°'^=  f<'-^-     oder    ,r,<h 

und  umgekehrt. 

Die  auf  das  System  0|i?£;  bezogene  und  gegd>ene  Fläche  (12)  hai 
daher  in  hezug  auf  das  System  Oxyz  die  Gleichung: 

r24^  .^  +^  -  ^'  4.  y!  _L  ?  Ti?  _i!_  ^  1 

^^  26*     sin««  ^  fe*  ^     26*     coB*a) 

Diese   aber   stellt   ein  Ellipsoid   dar,   für   das   die   y-Achse   mit   der 
Länge  2&  die  mittlere  Achse  ist;  nur  für  den  besonderen  Fall: 

(25)  sin« o  =  y*  ^ ,      co8«Q  -  ^ 

ist  die  Fläche  eine  Kugel. 

9.  Mannigfaltigkeit  der  erhaltenen  EUipsoide.  Während  nun 
die  Gleichung  (12)  nur  zwei  Konstanten  6«,  p  enthält,  weist  die 
Gleichung  (24)  noch  eine  dritte  cd  auf,  die  lediglich  von  dem  Koordi- 
natensystem Ol^rii  abhängt,  dessen  |-  und  g- Achse  den  Winkel  2o 
einschließen.      Gibt   man   diesem    Winkel   andere   und  andere  Werte 

(0  <  fi}  <  YJ,  so  bekommt  das  Ellipsoid  (24)  andere  und  andere  erste 

und   dritte   Hauptachsenlängen,   ohne   daß  seine  Gleichung  (12)   und 
die  Gleichungen  (14),  (14')  seiner  Kreisschnitte  sich  ändern. 

JDiesdhe  Gleichung  (12)  stellt  also  hei  wechselnden  Werten  des 
Winiels  2m  etmschen  der  |-  und  i- Achse  des  Systems  O^ri^  oo^  Ellip' 
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soide  (24)  dar,  deren  Kreißscknittebenen  immer  den  beweglichen  l^rj-  und 
ritrEhenen  parallel  bleiben. 

10.  Das  bewegliohe  Eaxtoninodell.  um  die  Kreisschnitte  des 
EUipsoids  (1)  durch  ein  Modell  zn  veranschaulichen,  schneidet  man 
aus  Kartonpapier  Kreise,  welche  die  der  |-  und  g- Achse  parallelen 
Sehnen  der  Ellipse  (2)  (in  Fig.  146  einschließlich  der  J-  und  f-Achse 
selbst  2x7  Sehnen)  als  Durchmesser  haben  und  deren  Ebenen  auf 
der  jera?-Ebene  senkrecht  stehen,  und  schiebt  die  Blätter  mit  beider- 
seitigen Einschnitten  längs  der  Kreuzungslinien  ineinander. 

Die  Ränder  der  Kartonkreise  veranschaulichen  bei  hinreidtender 
AnzaM  der  Blätter  die  Oberfläche  des  EUipsoids  (1). 

Ändert  man  jetzt  durch  einen  Druck  den  Winkel  2  m,  den  die 
Blätter  miteinander  bilden  (yon  Fig.  146  auf  Fig.  147),  so  behalt  ein 

Punkt  P,  der  in  der  j?^:- Ebene 
auf  der    Schnittlinie    zweier 
Blätter  liegt,  immer  dieselben 
>a&   sdiiefwinkligen  Koordinaten: 

(Fig.  146,  147),  bezogen  auf 
das  mit  2(o  veränderliche 
System  0^7^^,  und  dasselbe 
gilt  von  jedem  Punkt  5,  rj,  l  eines  Kartonblattes.  Daher  bleiben  die 
Ränder  der  Kartonkreise  immer  auf  dem  EUipsoid  (12),  welches  bei 
veränderlichem  2c9  nach  und  nach  die  Gestalt  der  oo^  Ellipsoide  (24) 
annimmt.  ^^*) 

11«  EUipsoid  mit  konjugierten  Hauptkreissohnittebenen.  Die 
beiden  Achsen  |  und  g'  mit  den  Richtungskosinus  (nach  (17): 


Fig.  U7. 


a,  y 
fallen  zusammen,  wenn: 


und     —  a' :  y'  ==  -^  : 


er 


a' 


a 


a' 


a' 


oder     - , ^  =»  0 


oder  nach  (7)  j?  =  0  ist.     Es  folgt  daher  mit  Rücksicht  auf  (9): 
Ist  bei  dem  EUipsoid  (1): 

(26)  a^  -  26*  +  c*  -  0, 

so   sind   die  SchniUlinien   der   beiden  Hauptlcreisschnittebenen   mit   der 
Ebene  des  ztmiten  Hauptschnittes  konjugierte  Durdimesser  des  Ictetere^i 
(die  Diagonalen  des  Rechtecks  der  Scheiteltangenten  §  14,  6,  11).^*') 
Die  Gleichung  (12)  wird  in  diesem  Falle: 

(27)  |8  +  ^2+g2_j2_0. 
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12.   EllipBoid  mit  aenkreohten  HsuptkrdiaaohnlttebeDeii.     Die 
beiden  Hauptkreisschnittebeneu  (21)  sind  zueinander  aenkrecht,  wenn: 


Ist  bei  dem  EUipsoid  (1): 

(28) 

SO  »ind  die  beiden  Scharen  von 


Kreisschnüt^>enen  zueinander  setikre^t. 


§  59.    Die  Ereissclmitte  des  elnschallgeiL  Hyperbotolds 
and  des  Kegels. 
1.     Einführung     von     drei     gleiohlangen    Dnrohmessem    als 
Koordinaten aohaen.     Das  einschalige  Hyperboloid: 


0) 


:.+ 


.  -1, 


ö*  >  b', 


schneidet  die  y^-Ebene  des  rechtwinkligen  Koordinatensystems  Oxyz 
in  der  Hyperbel: 

(2)  ?:-?-!• 

Die  BichtungekosinuB  ß,  y  eines  Halbmessers  von  gegebener  Länge  a 
(§  58,  (3)}  sind  dnreh  die  beiden 
Gleichungen: 

■  -  -  -■  (,-, 


(4) 


<3)     fi-§r-p,    ^■  +  1-'- 
bestimmt.     Sie  sind  daher: 

'  Vi'-i-c-' 
«  Vi'±-i- 

oder:  —  ß,  y;  ß,  —  y;  —  ß,  —  y- 

Wir  fahren  die  beiden  Halbmesser 

ß,  y  wnd  —  ß,  y  als  Achsen  rj  und 

t^  eines  schieftcinkligen  Koordinaten-  '  ng,  ns, 

Systems     0|t;£     ein    (Fig.   148), 

dessen    |-Achse   mit  der  x-Achse    zusammenfällt.     Dazu    dienen   die 

Formeln  (I  §  14,  (2)): 


\v 
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y  =  kn  -  i),  (5') 


[f-K-}+;) 


Die  Achsen  17  und  {;  sind  zur  Achse  |  beide  reckttvifiklig,  bilden  aber 
miteinander  einen  Winkel  2(o,   der  von  der  j?- Achse  halbiert  wird, 
und  für  den: 
(6)  sin  CD  =  /S,       cos  o  =  y. 

2.  Die  Identität  der  Kreissohnitte.     Wird  zur  Abkürzung: 

^'^  6«  ^  c«       «' 

gesetzt^  so  folgt  aus  (3)  und  (7)  durch  Addition  und  Subtraktion: 

und  daraus  mit  Rücksicht  auf  (4): 

Zugleich  folgt  aus  (8): 

(10)  p>l. 

Durch  die  Substitution  (5)  wird  nun  mit  Rücksicht  auf  (3)  und  (7): 

a*  "^  5«        c« ""  a«  "^       '6*  "c* 


-i;+(f:-r.>'+«-2(f;+^),s 


~~  a* 

Indem  wir  daher  die  Fläche  (1)  selbst  {e  »  1)  und  ihren  Asjmptoten- 
kegel  {s  »  0)  zusammenfassen,  folgt: 

Vermöge  der  Substitution  (5)  besteht  die  identische  Gleichung: 

(11)    a»g; + j;  -  j;  _  f) = 1» + ^« + e»  _  2p,g  -  *«», 

wo  p  den   Wert  (9)  hat 

3.  Zwei  Scharen  von  Kreisschnitten.  Die  Gleichung  der 
Fläche  (1)  und  ihres  Asymptotenkegels  in  dem  neuen  Koordinaten- 
system O^ri^  lautet  nach  (11): 

(12)  g«  +  ^2  +  j;2_2p)yg-«a«  =  0. 

Für  die  Schnittkurve  der  Fläche  mit  irgendeiner,  der  fS*  oder  Ji^- 
Ebene  parallelen  Ebene: 

(13)  ,  =  %     oder     (13')  g  =  J» 
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wird  daher  bezüglich: 

(14)  5«  +  it-PVoY  = ««'  +  (P*  - 1)  V, 

(14')  I .  +  (,  _  _p  g„)»  =  ea«  H-  (|.»  -  1)  §0». 

Die  Schnifctkunre  (14),  bezüglich  (14'),  ist  daher  (§  58,  8)  ein  Kreis 
mit  dem  Mittelpunkt: 

(15)  1-0,     f]=^r}„     i^pvo.  (150     1-0,     VPto,     5-5o 
und  dem  Radius  Qy  für  den: 

(16)  (>^  -  £a«  +  (p»  -  1) V,  (160     Q'-^a'  +  (p'-^)to'' 

Das  einschcdige  Hyperboloid  (s  ^  1),  bezüglich  der  Kegel  {s  —  0) 
in  (12)  tüird  von  jeder  der  |g-  od^r  irj-Ebene  parallelen  Ebene  (13) 
oder  (13')  in  einem  Kreise  geschnitten. 

Bei  wechselnden  Werten  von  rj^  und  ^  erhält  man  ;ert(;ci  Scharen 
je  paralleler  Kreisschnitte,  ^^) 

4.  Der  Ort  der  Mittelpunkte.  Der  Ort  der  Mittelpunkte  M 
einer  solchen  Schar  ist  die  durch  die  Gleichungen  (15)  oder  (15')  in 
den  Parametern  rj^  oder  So  dargestellte  gerade  Linie.  Sie  liegt  in  der 
y^r- Ebene  und  ist  daher  zugleich  der  Ort  der  Mittelpunkte  der  in 
der  y^- Ebene  liegenden  Durchmesser  DD  der  Ereisschnitte  des 
Hyperboloids,  bezüglich  D'D'  (Fig.  148)  des  Asymptotenkegels  und 
damit  der  Sehnen  der  Hyperbel  (2)  und  ihres  Asyraptotenpaares,  die 
zur  g-  oder  ?;- Achse  parallel  sind. 

Der  Ort  der  Mittelpunkte  der  der  |iy-  oder  H- Ebene  parallelen 
Kreisschnitte  ist  der  der  rj-  oder  bezüglich  f;- Achse  konjugierte  Durch- 
messer r[  oder  ^  (Fig.  148)  der  Hyperbel  (2). 

Für  die  Richtungskosinus  ß'y  y  und  —  /3',  /  von  rl  und  ^  ist 
daher  (§  14,  (4)): 

(1^)  ?.'-^-0     oder     /J':/»^:^ 

5,  Büokkehr  su  dem  alten  Koordinatensystem.  Die  Kreis- 
schnittebenen ^  =«  I/o  ^^^  5  —  5o  haben  nach  (5')  in  dem  alten  Ko- 
ordinatensystem die  Gleichungen: 

wo  j8;  y  die  Werte  (4)  haben  und  y\^y  gp  beliebige  Parameter  sind. 

Die  Kreisschnittd>enen  des  einschaligen  Hyperboloids  und  seines 
Äsymptotenkegds  sind  also  der  großen  redien  Achse  des  Hyperboloids 
parallel. 

Die  Mittelpunkte  (15),  (15')  der  Schnittkreise  werden  nach  (5): 
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(19)    y-/}(l -!,),„  (19-) 

Da  aber  nach  (8): 


5  =  y(l+p)go. 


SO  kann  man  für  (19)  auch  schreiben  (vgl.  (10)): 

Nach  (16)  wird  ferner: 

VQ^'-eä^  -  Vp'  -  i  .  1,0, 

wenn   Yq^  —  sa^  das  Vorzeichen  von  ly^  hat,  so  daß  die  Formeln  (19) 
mit  Rücksicht  auf  (4)  und  (8)  lauten: 


(20)  .-0.  , _ - .i/;-|f; >^ - .,  .^.Y'^V^,-, 

und  mit  umgekehrtem  Vorzeichen  von  y  die  Formeln  (19'). 

6.  Die  Hauptkreissohnittebenen.  Die  beiden  durch  den  Mittel- 
punkt 0  des  Hyperboloids  gehenden  f,Hauptkreisschnütebenen^'  gehen 

mit  rjQ^  0  und  ^o  "==  ^  *^^  0"^)  ^^^  (l^O  hervor: 

Das  Paar  der  Hauptkreisschnittebenen  des  einsckaligen  Hyper- 
boloids (1)  und  seines  Asymptotenkegds  ist  durch  die  Gleichung  dar- 
gestellt: 

(21)  («»_6«)y;_(a»  +  c»)^;  =  0,  a«>6» 

Die  beiden  Ebenen  verbinden  die  große  reelle  Achse  (x-Achse)  mit 
den  beiden  in  der  yz-Ebene  liegenden  Durchmessern  der  Fläche,  welche 
die  Länge  2a  der  großen  reellen  Achse  haben  (Fig.  148).  Der  Radius 
der  HauptkreisBchnitte  ist  a. 

Ist  das  Hyperboloid  durch  die  Gleichung  §  55,  (1)  mit  e*>a'>d* 
gegeben,  so  werden  die  Haupthreisschnittebenen  nach  §  55,  (6'): 

(21')  dV.!:-^.-e«^-^'-.  =  0. 

7.  Fehlen  der  Ereispunkte.  Der  Radius  eines  Kreisschnittes 
nimmt  nach  (16),  da  nach  (10)  p*  —  1  >  0  ist,  mit  wachsendem  rj^ 
oder  Sq  beständig  zu  und  hat  seinen  kleinsten  Wert  q  =  a  beim 
Hyperboloid  und  p  =  0  beim  Kegel  für  die  beiden  Hauptkreisschnitt- 
ebenen mit  r]Q  =  0  oder  ^q  =  0.  Er  kann  also  bei  jenem  nicht  ver- 
schwinden (§  58,  7). 
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Das  einschalige  Hyperboloid  hat  keine  Kreispunkie. 

8.  Umkehimng  der  Identität  der  Ereisaohnitte.  Denkt  man 
sich  a^,  p  und  2a>  mit  Rücksicht  auf  (10)  gegeben,  so  folgen  aus  (6) 
ß  und  y  und  aus  (8): 

(22)  &'  =  f^',  o' 


Dabei  ist  stets  6*  <  a*,  da: 

/32  =  8in«<ö<l<-±^. 

Die  auf  das  System  O^rji  bezogene  und  gegebene  Fläche  (12)  hat  daher 
in  bezug  auf  das  System  Oxyz  die  Gleichung: 

(23)  *;+?+.!  .j'V.-i'-/  *;  ^e. 

^     '^  «*  2a*    sin*G)  2a*    cos*© 

Sie  ist  also  für  f  =  1  ein  einschaliges  Hyperboloid,  für  das  die 
a:- Achse  mit  der  Länge  2  a  die  große  reelle  Achse  ist,  für  £  =  0  der 
zugehörige  Asjmptotenkegel. 

9.  Das  bewegliche  Eartonmodell.  Wie  §  58,  10  kann  ein  be- 
wegliches Modell  des  einschaligen  Hyperboloids  aus  zwei  Scharen 
kreisförmiger  Eartonblätter  zusammengefugt  w^erden,  welches  das 
System  der  Flächen  (23)  mit  veränderlichem  co  darstellt.^**) 

10.  Einschaliges  Hyperboloid  und  Kegel  mit  senkrechten 
Ereissohnittebenen.  Die  beiden  Hauptkreisschnittebenen  (21)  des 
einschaligen  Hyperboloids  (1)  und  seines  Asymptotenkegels  sind  zu- 
einander senkrecht,  wenn^*^*): 

a«—  6«  _  CT«  +  c^ 
oder: 

(24)  i  -  p + ;.  -  0. 

11.  Die  Ereissohnitte  des  elliptischen  Zylinders.  Aus  (1)  und 
(21)  folgt  zugleich  mit  c  =  oo: 

Das  Paar  der  IIauptJcreisschnittd>enen  des  elliptischen  Zylinders: 

(25)  %  +  ?i  =  1»  «'  >  &* 

hat  die  Gleichung: 

(26)  (o*  -  h*)y*  -  Ve*  -  0. 
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§  60.    Die  Kreissclmitte  des  zweiscludigen  HTperboloids 

und  des  Kegels. 

1.  Einführung  Yon  drei  gleiohlangeii  imaginären  Durohmessem 
als  Koordinatenachsen«  Das  auf  das  Koordinatensystem  Oxye  be- 
zogene zweischalige  Hyperboloid: 


(1) 


X 


y* 


ß 


t  1,1  y,t  ^^  w    <>,  c  , 


schneidet  die  a;y-Ebene  in  der  Hyperbel: 


(2^ 


X' 


5« 


1. 


Die  Richtungskosinus  a^  ß  eines  Halbmessers  dieser  Hyperbel,  dessen 

I,  Quadrat  den  gegebe- 

nen Wert:  —  c*  hat^ 
werden  durch  die 
Gleichungen: 

Y(o^;/3')      «2  _^  ^2  _  1 

bestimmt.     Sie  sind  daher: 
(4)       -       "  ^''  -^* 


a 


ß 


a*  +  &« 

oder 

—  ccyß]    a,  —  /J;    —  a,  -  ß. 

Wir  führen  die  beiden  HaRh 
messet  a,  ß  und  —  a,  ß  als  Achsen  S  und  ri  eines  schiefwinkligen  Koor- 
dinatensystems ^^ril  (Fig.  149)  ein,  dessen  g- Achse  mit  der  xr- Achse 
von  Oxyg  zusammenfällt.     Dazu  dienen  die  Formeln: 


Fig.  149. 


(5) 


\x  =  a{l-ri), 

y  =  ß{l  +  n), 


(5-) 


2  l      <x^  ß)' 


V 


2 

g. 


Die  Achsen  |  und  tj  sind  zur  Achse  £  heide  rechtwinklig,  bilden  aber 
miteinander  den  Winkel  2©,  der  von  der  y-Achse  halbiertwird  und  fÖr  den : 

(6)  a-=  sin  CO,       /3  —  cos  oj. 
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2.  Die  Identität  der  EreisBOhnitte.     Wird  zur  Abkürzung: 

gesetzt^  so  folgt  aus  (3)  und  (7): 

V^^  2      ""         a*  '  2      "■    5* 

und  daraus  mit  Rücksicht  auf  (4): 

(9)  i>^ iP+V"   - 

Zugleich  folgt  aus  (8): 

(10)  1><-1. 

Durch  die  Substitution  (5)  wird  nun  mit  Rücksicht  auf  (3)  und  (7): 

5*  _  y"  _  '_*  =  «"(ir"_3)!  ^ß!3  +  ^2  _  f' 

a*        6*        c*  a*  6*~  c* 

Indem  wir  daher  die  Fläche  (1)  selbst  {s  »  1)  und  ihren  Asymptoten- 
kegel (jB  »  0)  zusammenfassen,  sagen  wir: 

Vermöge  der  Substitution  (5)  besteht  die  identische  Gleichung: 

(11)    -c«(j;-i;-?;-«)=i>+,»+g»-2pi,,+ec«, 

wo  p  den  Wert  (9)  hat 

3,  Zwei  Scharen  von  EreisBohnitten.  Die  Gleichung  der 
Fläche  (1)  und  ihres  Asymptotenkegels  in  dem  neuen  System  O^ri^ 
lautet  nach  (11): 

(12)  V  +  v'  +  t'-2p^ri  +  ec'^0. 

Für  die  Schnittkurve  der  Fläche  mit  irgendeiner;  der  rii-  oder  |g- 
Ebene  parallelen  Ebene: 

(13)  S  =  lo     oder     i?  =  i?o 
ist  daher  bezüglich  (§  58,  3): 

(14)  {rj  -i>So)'  +  t'--^c'  +  (P'  -  1)  V, 
(14')  (g  -  pri,y  +  g«  «  _  ,c*  +  (p«  ~  1)  V. 

Die  Schnittkurve  ist  daher  ein  Kreis  mit  dem  Mittelpunkt: 

(15)  l-lo,    V=P^o,    S  =  0,  (15')      ^=pr}o,    Wo,    g-0 
und  dem  Radius  q,  für  den: 

(16)  p»  -  _  5c»  +  (p»  -  l)6o*,         (16-)     (.» ec»  +  (p«-l)V. 

stand  Bf  Flftohen  e weiter  Ordnung.  21 
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Das  zweisdhalige  Hyperboloid  fß  =•  1),  beeüglich  der  Kegel  (e  =  0) 
in  (12)  wird  von  jeder  der  i^g-  oder  i^- Ebene  parallelen  Ebene  (13) 
in  einem  Kreis  geschnitten. 

Bei  wechselnden  Werten  von  ^  und  ri^  erhält  man  zwei  Schaden 
je  paralleler  Kreisschnitte.^^) 

4.  Der  Ort  der  Mittelpunkte.  Der  Ort  der  Mittelpunkte  Jf 
einer  solchen  Schar  li^  nach  (15)  und  (15')  in  der  xy-T^bene  und 
ist  zugleich  der  Ort  der  Mittelpunkte  der  Sehnen  DD  des  Hyper- 
boloids und  UD'  des  Asymptotenkegels  (Fig.  149),  die  in  der  xy- 
Ebene  liegen  und  der  |-  oder  i^-Achse  parallel  sind. 

Der  Ort  der  Mittelpunkte  der  der  ^l-  und  r^i- Ebene  parallelen 
Kreisschnitte  ist  der  der  5-  oder  bezüglich  rj- Achse  konjugierte  Durch- 
messer S'  und  rj'  (Fig.  149)  der  Hyperbel  (2). 

Für  die  Richtungskosinus  «',  ß'  und  —  a',  ß'  von  5'  und  iy'  ist 
daher  (§  14,  (4)): 

(17)  V-f  =  0     oder     «':^'  =  /.:^- 

5.  Bückkehr   zu    dem   alten   KoordinatensystenL      Die   Kreis- 

schnittebenen  |  =*  lo  ^^^  V  "^  Vo  ^aben  nach  (5)  in  dem  Koordinaten- 
system Oxyz  die  Gleichungen: 

('«)     u:- +})-«..    wM-^ +?)-*■ 

Die  Kreisschnittebenen  des  zweischaligen  Hyperboloids  und  seines 
Asymptotenkegds  sind  daher  der  großen  imaginären  Achse  parallel. 

Die  Mittelpunkte  der  Schnittkreise  werden  nach  (5)  und  (15): 


X      a(l-i>)|o, 

(19){y^-/3(l+i>)|o,  (190 

z-  0: 

Da  aber  nach  (8): 


y  -  /3(1  +  p)%, 
z  =  0. 


80  kann  man  für  (19)  auch  schreiben: 

Nach  (16)  wird  femer: 
wenn  Yq*  +  «c*  daB  Vorzeichen  von  g,  hat,  so  daß  die  Formeln  (19) 
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mit  Rücksicht  auf  (4)  und  (8)  werden: 

(20)  .-«y:::::>^".,  ,-»i/gi/^>:,  .-o, 

und  mit  umgekehrtem  Vorzeichen  von  x  die  Formeln  (19'). 

6.  Die  HauptkreiBBOhnittebenen.  Die  beiden  durch  den  Mittel- 
punkt 0  des  Hyperboloids  gehenden  „Haupthreisschnittebenenf^  gehen 
mit  So  '^  0  und  ri^^O  aus  (18)  und  (18')  hervor: 

DcLS  Paar  der  Hauptkreisschnittebenen  des  zweiscJiaiigen  Hyper- 
boloids (1)  und  seines  Asymptotenkegels  ist  durch  die  Gleichung  dar- 
gestellt: 

(21)  (a«  +  c')'^i  -  (c«  -  V)l]  =  0,  i><  c». 

Die  beiden  Ebenen  verbinden  die  große  imaginäre  Achse  (z-Achse) 
mit  den  beiden  in  der  xy-Ebene  liegenden  Halbmessern  der  Fläche, 
welche  die  Länge  2ci  der  großen  imaginären  Aclise  haben  (Fig.  149). 
Der  Radius  der  Hauptkreisschnitte  ist  ci]  die  Hauptkreisschnittebenen 
schneiden  die  Fläche  nicht  in  einem  reellen  Kreise. 

Ist  das  Hyperboloid  durch  die  Gleichung  §  55,  (1)  mit  d*  >  a* 
gegeben,  so  werden  die  Hauptkreisschnittebenen  nach  §  55,  (6"): 

(21-)  «*«!-(«*-'^')a/„.  =  o- 

7.  Die  Kreispunkte  des  BwelBohaligen  Hyperboloids.  Der  Ra- 
dius Q  eines  Kreisschnittes  ist  nach  (16),  da  nach  (8)  i?*  —  1  >  0  ist, 
bei  von  0  an  wachsendem  |q^  oder  r^^^  zunächst  imaginär.  Er  wird 
Null  bei  dem  Hyperboloid  für  i^  oder  %*  =  £C^ :  (p*  —  1),  beim 
Asymptoten kegel  für  Sq  oder  j^q  ==  0,  und  wächst  alsdann  mit  weiter 
wachsendem  i,^  oder  t^q  beständig  weiter. 

Für  Q  ^0  aber  reduziert  sich  der  ganze  Kreisschnitt  auf  seinen 
Mittelpunkt,  der  dann  (vgl.  §  58,  7)  ein  Kreispunkt  der  Fläche  wird 
und  in  einen  ihrer  Schnittpunkte  mit  den  Achsen  |'  und  ri  fällt.  ^^^) 
Aus  (20)  folgt  dann  mit  (>  =»  0,  £  =  1 : 

Die  Koordinaten  der  vier  Kreispunkte  K  (Fig.  149)  des  zwei- 
schaligen  Hyperboloids  entsprechen  den  Gleichungen: 

(22)  ^'-<^'%t,     ä'*-«'*^T>'    "  =  ^- 

Nach  §  55,  (13')  sind  die  Kreispunkte  die  auf  dem  zweischäligen  Hyper- 
boloid selbst  liegenden  Brennpunkte,  seine  Schnittpunkte  mit  der  Fokal- 
ellipse. 

21* 
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8«  Umkehrung  der  Identität  der  Kreissohnitte.  Denkt  man 
sich  i^y  p  und  2co  mit  Rücksicht  auf  (10)  g^eben,  80  folgen  aus  (6) 
a  und  ß  und  aus  (8): 

(23)         .  «»--?4^',     V-V^- 

^        ^  I+P'  1 P 

Dabei  ist  stets  V  <<?,  da: 

/3«-  cos»  CD  <1<~^- 

Die  auf  das  System  Ogi^g  bezogene  und  gegebene  Fläche  (12)  hat  daJier 
in  beeug  auf  das  System  Oxyz  die  Gleichung: 

(24')  —  i-i?    ^*    _  K—p  _?'    _  ?!  «  £ 

^      ^  2c'    Bin*a>  2c'    cos*  oi        c* 

Sie  ist  also  fUr  £  »  1  ein  zweischaliges  Hyperboloid,  für  das  die  jer-Achse 
die  große  imaginäre  Achse  ist,  für  £  »  0  der  zugehörige  Asymptotenkegel. 

9*  Das  bewegliohe  Kartonmodell.  Wie  §  58,  10  kann  ein  be- 
wegliches Modell  jeder  der  beiden  Schalen  des  zweischaligen  Hyper- 
boloids aus  zwei  Scharen  kreisförmiger  Kartonblätter  zusammengefügt 
werden,  welches  das  System  der  Flächen  (24)  mit  venrnderlichem 
Winkel  2g7  zwischen  den  beiderlei  Ereisschnittebenen  darstellt.  ^^^) 

10,  Zweischaliges  Hyperboloid  mit  senkrechten  Kreiasohnitt- 
ebenen.  Die  beiden  Hauptkreisschnittebenen  (21)  des  zweischaligen 
Hyperboloids  (1)  und  seines  Asymptotenkegels  sind  zueinander  senk- 
rechty  wenn: 

a'      ^      6*      ' 
oder  ^*') : 


§  61.  Die  Erelssclmitte  des  elliptischen  Paraboloids. 

1.  Einführung  eines  neuen  Koordinatensystems.     Das  (rechte) 
eUiptische  Paraboloid  §  56,  (16): 

(1)  |!4.^;_2:r  =  0,     b' >  c\ 

soll  von  dem  rechiwinliigen  Koordinatensystem  Oxyz  auf  ein  neues 
System  0|i^^  transformiert  werden,  dessen  ly- Achse  mit  der  y-Achse 
zusammenfallt  und  dessen  |-  und  ^-Achse  in  der  x;?-Ebene  liegen  und 
mit  der  aj-Achse  die  spitzen  Winkel  o  bilden  (Fig.  150).  Die  Rich- 
tungskosinus der  Achsen  |  und  g  in  der  o^je^-Ebene  seien  demnach 
cLy—y  und  a,  y,  wo: 

(2)  u  =  cos  oj ,     y  =  sin  CD  . 


F 
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Der  Winkel  cd  aber  entspreche  den  Gleichungen: 

(3)  1^-^.    «»  +  y»=l, 

BO  daß: 

(4)  ««iL——,      y  =  -_. 

Die  Transformation  geschieht  durch  die  Formeln: 
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(5) 


(5') 


I 


(i-i)- 


1    /X 

2 


U-rii^y)- 


2.  Die  Identität  der  Kreisschnitte.     Durch  die  Substitution  (5) 
wird^  wenn  wir  zur  Abkürzung  setzen: 


(6) 


bVl*-<*=p: 


/•(-!  +  £)• 


-2a(l  +  g) 


6'    ■  c 

=  £+g(6»+g*-2|g)-2«(|  +  g) 


Vermöge  der  Substitution  (5)  ftes^cÄ^  daher  die  identische  Oleichung: 

«;o  p  den  Wert  (6)  äo^. 

3,  Zwei  Scharen  von  Ereis- 
sohnitten.  Die  Gleichung  der  Fläche 
(1)  in  dem  neuen  System  O^rj^  lautet 
nach  (7): 

(8)  i'W+t'-m-2p{Ut)=0. 

Für  die  Schnittkurve  der  Fläche 
mit  einer  beliebigen^  der  r^^-  oder 
^ij-Ebene  parallelen  Ebene: 

(9)  g^^o  oder  (90  g  ==  f o 
wird  daher: 

(10)  iJ»  +  (g-(i>  +  lo))*=i'*+4p|o.  ,f^     - 
(10')  (I  -(i>  +  g,))*+  v'  -P'  +  4pfo-                         Fig.  »0.  ' 
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Die  Schnittkar ye  ist  ein  Kreis  mit  dem  Mittelpunkt: 

(11)  g  =  |„,  7,-0,  S  =  p  +  lo,     (HO   6=P  +  So,   v=o,    g  =  5« 
und  dem  Radinsquadrat: 

(12)  Q^-p'+^pio,  (12')  P»-p»+4i,go. 

Das  elliptische  Paraboloid  (8)  tvird  von  jeder  der  lyg-  oder  liy-JBfcfwe 
paraUden  Ebene  (9)  oder  (9')  tn  ^n^m  Kreise  geschnitten. 

Bei  wechselnden  Werten  von  ^  und  g^  erhält  man  iswei  Scharen 
je  paralleler  Kreisschnitte.^ 

4.  Büokkehr  zu  dem  alten  Koordinatensystem.  Die  Ereisschnitt- 
ebenen  (9)  und  (9')  haben  nach  (5')  in  dem  alten  System  Oxyz  die 
Gleichungen: 

(13)      IK-7)  =  I«.  (13')      1(5 +  7)  =  ^- 

Die  Mittelpunkte  (11)  und  (IT)  aber  erhalten  die  Koordinaten: 


(14) 


y-0,  (14') 


5.  Der  Ort  der  Mittelpunkte.  Der  Ort  der  Mittelpunkte  jeder 
der  beiden  Scharen  von  Kreisschnitten  ist  eine  der  a;-Achse  parallele 
und  in  der  a;jer-Ebene  liegende  Gerade  ^  und  |'.  Sie  ist  zugleich  der 
Ort  der  Mittelpunkte  des  Systems  von  Sehnen  DD,  die  der  g-  und 
5-Achse  parallel  in  der  rcjer-Ebene  verlaufen  und  Durchmesser  der  Kreis- 
schnitte sind  (Fig.  150),  also  der  der  Richtung  g  und  |  konjugierte 
Durchmesser  der  Parabel  (§  14,  8). 

6.  Die  Hauptkreisschnittebenen.  Die  durch  den  Scheitelpunkt  0 
des  Paraboloids  gehenden  Kreisschnittebenen  nennen  wir  Haupfkreis- 
schnittebenen 

Sie  gehen  mit  ^q^  0  und  %^0  aus  (13)  und  (13')  hervor. 
Nach  (4)  folgt  dann: 

Das  Paar  der  Hauptkreisschnittebenen  des  dliptiscJien  Paraboloids 
'ist  durch  die  Gleichungen  dargestellt: 

(15)  c^x^'-(b^-c^)0^^O. 

Die  zugehörigen  Mittelpunkte  Mq  (Fig.  150)  sind  nach  (14)  und  (14'): 

(16)  x=^ap,    y  =  0,    0^±yp 
nnd  der  Radius  q  =^  p. 
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7«  Die  Kreispunkte  des  elliptisohen  Paraboloids.  Der  Radius  q 
eines  Kreisschnittes  wird  nach  (12)  und  (12^  Null^  wenn: 

(17)  5«--^  oder  (17')£„--|- 

Der  Mittelpunkt;  der  dann  ein  Kreispunkt  der  Fläche  ist,  wird  damit 
nach  (14),  (14'): 

(18)  ^  =  iai>;    y  =  0,    je?  — ±yp. 
Mit  Rücksicht  auf  (4)  und  (6)  folgt  daher: 

Die  KoardincUen  der  beiden  Kreispunkte  K  (Fig.  150)  des  eUip- 
tischen  Paraboloids  sind: 

(19)  a:-|(fe*~c«),     y  =  0,     ;?« -  c«(fe»-c«), 

und   nach  §  56,  (19),  wo   das  Vorzeichen  von  a;  in  §  56,  (16)  das 
umgekehrte  wie  hier  in  (1)  ist^^^): 

Die  Kreispunkte  sind  die  auf  dem  Paraboloid  liegenden  Brenn- 
punkte, die  Schnittpunkte  des  Paraboloids  mit  seiner  äußeren  Fokal- 
parabel,   Sie  liegen  in  der  Hauptebene  der  kleineren  Öffnung  (§  56, 9). 

8.  Umkehmng  der  Identität  der  Ejreissohnitte.  Denkt  man  sich, 
von  der  Gleichung  (8)  ausgehend,  |>  und  cd  gegeben,  so  folgt  aus  (4)  und  (6): 

oder: 

(20)  6»-^,      c«-^'. 

Beide  Ausdrucke  sind  für  |)  >  0  positiv  und  b^  >  c^ 

Die  auf  das  System  O^rj^  belogene  und  gegebene  Fläche  (8)  hat 
daher  in  be^ug  auf  das  System  Oxyz  die  Gleichung: 

(21)  «<«"» y« +«»"_'»  ^._  2a;  =  0. 

Sie  ist  also  ein  elliptisches  Paraboloid. 

9.  Das  bewegliohe  Kartonmodell.  Wie  §  58,  10  kann  ein  be- 
wegliches Modell  des  elliptischen  Paraboloids  aus  zwei  Scharen  kreis- 
förmiger Kartonblätter  zusammengefügt  werden,  welches  das  System 
der  Flächen  (21)  mit  veränderlichem  Winkel  2»  zwischen  .den  Kreis- 
schnittebenen darstellt.  "*) 

10.  Ein  besonderes  elliptisches  Paraboloid.  Die  beiden  Rich- 
tungen a,  y  und  a,  —  y  (Fig.  150)  stehen  zueinander  senkrecht,  wenn 
a«-y>===0."') 

Die  beiden  Scharen  der  Kreisschnitte  des  Paraboloids  (1)  sind  zu- 
einander  senkrecht,  wenn: 

(22)  fe«-2c««0. 


§  62.  Die  geradlinigen  Schnitte  des  hyperbollaolien  Panboloids. 
1.  EinfOhrang  einee  neoeo   EoordinatenSTStetns.     Das   hyper- 
bolische Paraboloid  §  56,  (16'): 

(1)  |i-''-2*=0 

schneidet  die  y«-Ebene  in  dem  Linienpaar: 

(2)  ?T-?-0,    »-0- 

dessen  beide  Geraden,  die  Scheitel- 
erzengenden  (§56,8),  im  System  Oy« 
die  Hichtungskosinns  ß,  —  y  und 
(S,  y  haben  (Fig.  151),  wo: 

(3)  ß-^-co,«, 
y  —  —  —  sin  o , 

und  zur  Abkürzung  gesetzt  wird: 

(4)  p-V^V. 
Wir  fBhren  diese  beiden  Geraden, 
die  den  Winkel  So  miteinander 
bilden,  als  Achsen  i;  nnd  g  eines 
Systems  O^ij^  ein,  dessen  I-Achse 
mit  der  x-Acbse  zaeammenfallt.  Es 
gelten  dann  die  Transformations- 
formeln : 


_  (1  +  0, 


(5-) 


|s-f(f+f)- 


Durch  die  Substi- 


.  Die  Identitftt  der  geradlinigen  Schnitte, 
tntion  (5)  wird  nun: 

VermSge  der  Substitution  (5)  besieht  daher  die  identische  Gleichung: 
(6)  ,.(|;_?;_2x)-4,t-2ii'|, 

wo  p  die  Bedeutung  (4)  hat. 
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3.  Zwei  Scharen  geradliniger  Schnitte.  Die  Gleichung  der 
Fläche  (1)  in  dem  neuen  Koordinatensystem  0^1]^  lautet  nach  (6): 

(7)  2i?5~i>«|»0. 

Die  beiden  auch  durch  die  erste  Gleichung  (2)  dargestellten 
Ebenen  iq^O  und  i=^Q  heißen  die  Äsymptoten^enen^^)  des  hyper- 
bolischen ParcAoloids,  die  Gleichung  (7)  seine  Asymptotengleidiung.^^) 
Für  die  Schnittlinie  der  Fläche  mit  einer  beliebigen  der  |§-  oder 
|ij- Ebene  parallelen  Ebene: 

(10)  ri^ri,  oder:  (10')      .     g  =  &, 
wird  nach  (7): 

(11)  2i?og-j,»|-0,  (11')  2toV-pn-0, 

WO  §;  g  oder  g,  17  gleich  als  Koordinaten  in  einem  ebenen  recht* 
winkligen  System  O^l^g^  oder  O^l^i^i  gelten  können,  dessen  Achsen^ 
vom  Punkte  0^ :  |  ^  0,  1?  =  i?o^  5  =  0  oder  1  =  0,  i?  =  0,  g=-SQ 
ausgehend,  mit  den  gleichnamigen  Achsen  von  Oirj^  parallel  sind 
(Fig.  151).  Die  Gleichungen  (11),  (IT)  stellen  aber  gerade  Linien  g 
(Fig.  151)  dar,  die  durch  0^  gehen,  und  für  deren  Winkel  /t  und  v 
gegen  die  ^^- Achse: 

(12)  tg^=i;,  tgv^^. 

Das  hyperbolische  Paräboloid  (7)  wird  von  jeder  der  65"  oder 
i 7} -Ebene  parallelen  Ebene  in  einer  geraden  Linie  geschnitten,  welche 
die  rj'  oder  bezüglich  ^ -Achse  schneidet  und  eine  wechselnde  Neigung  fi 
oder  V  gegen  die  l^-Achae  hat.^^^) 

4«  Bückkehr  su  dem  alten  Koordinatensystem.  Die  Ebenen  (10) 
und  (10')  der  geradlinigen  Schnitte  haben  in  dem  alten  Koordinaten- 
system die  Gleichimgen: 

während  die  Gleichungen  (11)  werden: 

(14)        'f(f  +  T)  =  2-.  (14')       ^{i-^)  =  2.. 

Die  Gleichungen  (13)  und  (14)  mit  dem  Parameter  rj^  stellen  somit 
(I  §  43,  3)  eine  erste  und  die  Gleichungen  (13')  und  (14')  mit  dem 
Parameter  g^  eine  zweite  Schar  gerader  Linien  dar,  die  auf  der  Fläche 
(1)  liegen. 

In  der  Tat  geht,  wenn  man  durch  Multiplikation  der  Gleichungen 
(13)  und  (14)  rjQ  eliminiert,  wieder  die  Gleichung  (1)  hervor,  so  daß 
die  gerade  Linie  (13),  (14)  ganz  der  Fläche  (1)  angehört. 
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5.  Umkehrong  der  Identität  der  geradlinigen  Schnitte.  Denkt 
man  sich,  yon  der  Gleichung  (7)  ausgehend^  p  und  o  gegeben ,  so 
folgt  aus  (3): 

(15)  h  =^  ßp  ^  p  cos  cj ,       c  ^  yp  ^  p  sia  o . 

Die  auf  das  System  O^fjt  bezogene  und  gegebene  Fläche  (7)  hai 
daher  in  hezug  auf  das  System  Oxyjs  die  Gleichung: 


(16) 


g' 


jo*  C08*  w       p*  sin  *  CO 


-2a;  =  0, 


wo  2(o  der  Winkel  zwischen  der  tj-  und  t,- Achse  ist 

Bei  veränderlichem  m  stellt  die  Gleichung  (IB)  ein  System  von 
oo^  hyperbolischen  Paraboloiden  dar,  die  alle  in  den  schiefwinkligen 
Koordinaten  dieselbe  Gleichung  (7)  haben. 

Da  p*  cos*  o  —  (— p*  sin^  (ö)  =  ^*  von  co  unabhängig  ist,  so  folgt 
aus  §  56,  (27): 

Die  eu  wechselnden  Werten  von  o  geftörigen  Paraboloide  (16) 
sind  ionfokal,  jedoch  nicht  Jconfokal  liegend. 

6.  Bewegliches  Eartonmodell.  Man  denke  sich  die  Ebene  rj  =^rjQ 
durch   ein   Kartonblatt  Ali  CD  (Fig.  152)   dargestellt,   dessen   obere 

Grenzlinie  g  =«  CD  die  durch  (12)  von 
i^Q  abhängig  gemachte  Neigung  /i  gegen 
die  senkrechte  Mittellinie  EO^  =  5i 
hat  und  stelle  dieses  Blatt  parallel 
zur  |g-Ebene  (Fig.  151)  derart  au^ 
daß  das  Achsensystem  Ojl^^i  des 
Blattes  Fig.  152  in  das  gleichbezeich- 
nete der  Fig.  151  fällt.  Die  Grund- 
linie AB  des  Blattes  komint  dabei 
auf  eine  horizontale  Ebene  zu  st-ehen, 
die  um  EO^  unterhalb  der  jetzt  hori- 
zontal gedachten  yje?- Ebene  der  Fig.  151  liegt. 

In  gleicher  Weise  stellt  man  eine  Schar  Blätter  i^  =  J/o  her,  die 
sich  nur  in  dem  nach  (12)  veränderten  Winkel  yi  unterscheiden,  und 
ebenso  eine  Schar  Blätter  S  =  Sq.  Wo  die  Blätter  der  beiden  je 
parallelen  Scharen  sich  schneiden,  schiebt  man  sie  mittels  beiderseitiger 
Einschnitte  ineinander.  Die  Geraden  g  bezeichnen  dann  die  Fläche  (7), 
unabhängig  von  dem  Winkel  2oj,  den  man  gewählt  hat.  Verändert 
man  diesen,  so  stellt  das  ModeU  die  verschiedenen  Flächen  des  Systems 
(16)  dar,  die  konfokal  sind."^) 
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7«  Das  gleichseitige   hyperboliBChe  Faraboloid«     Wenn   für  die 
Fläche  (1): 

ist,  so  stellen  die  beiden  Scharen  (13)  und  (13')  der  Ebenen  geradliniger 
Schnitte  ^einander  senkrecht.^^) 


m.  Kapitel. 

Die  geraden  Erzeugenden  und  die  Fadenmodelle. 

§  63.   Die  geraden  Linien  des  einschaligen  Hyperboloids. 

1*  Begriff  und  Bedingungsgleichungen  einer  Erzeugenden. 
Eine  gerade  Linie,  die  in  ihrer  ganzen  Ausdehnung  einer  Fläche 
zweiter  Ordnung  angehört,  heißt  eine  Erzeugende  der  Fläche.  Das 
Ellipsoid  und  zweischalige  Hyperboloid  können  keine  Geraden  enthalten, 
da  jenes  in  der  Ebene  ^  =-  0,  dieses  in  der  Ebene  a;  —  0  keinen  reellen 
Punkt  hat  (§  55,  9;  7),  während  eine  reelle  Gerade  jede  dieser 
Ebenen  in  einem  Punkte  schneiden  würde. 

SoU  eine  Gerade  (I  §  43,  (13)): 

(1)  x:^az  +  ßy    y^ye  +  d 

in  ihrer  ganzen  Ausdehnung  dem  einschaligen  Hyperboloid  [oder  seinem 
Asymptotenkegel] : 

(2)  T^  +  ^-l\  =  no] 

angehören,  muß  die  Gleichung: 

(^J)_*  +  (r*  +  *)•  _  4  =  1  fO] 

identisch  in  z  bestehen,  also: 

Die  Gerade  (1)  ist  immer  dann  und  nur  dann  eine  Erzeugende 
der  Fläche  (2),  wenn  zwischen  ihren  vier  Konstanten  cc,  ß,  y,  8  die  drei 
Gleichungen  bestehen^^^): 

(5)  f.  +  *!  =  1  [0]. 

Die  bei  der  Darstellung  (!)  ausgeschlossenen  Geraden,  für  die  z=^Zq 
ist  (I  §  43,  7),  können  nicht  der  Fläche  angehören,  da  jede  Ebene 
js  =  Zq  die  Fläche  (2)  nach  §  55,  8  in  einer  Ellipse  schneidet. 

3.  Erfüllung  der  Bedingungsgleichungen.  Um  den  drei  Glei- 
chungen (3),  (4),  (5)  zu  genügen,  kann  man  eine  der  vier  Eonstanten, 
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etwa  a,  beliebig  nehmen  und  dann  ß^  y^  S  berechnen.  Da  aber  nach  (3) 
c^a* :  a'  nicht  größer  als  1  sein  kann^  erhalt  man  alle  zulassigen 
Werte  von  a,  wenn  man: 

a^  —  cosd' 
c 

setzt  und  O*  von  0  bis  29r  yeiunderlich  läßt.     Dann  ist  nach  (3): 

-V,  =  sm'  d"j     y  =  ±  —  sin  -0" . 

Es  genügt  jedoch: 

r  —  —  sm  0" 
'^        c 

zu  nehmen^  da  das  umgekehrte  Vorzeichen  von  y,  bei  gleichem  Vor- 
zeichen von  a,  schon  durch  den  Übergang  von  d"  in  2)r  —  ^  er- 
halten wird  (§  6,  (D). 

Weiter  wird  nach  (4): 

ß      9         y  a        sinO'  cosd 

a  '  b         h  '        a  c     '  c 

oder  mit  einem  Proportionalitätsfaktor  e: 

■^  =  s  Bin  d',    -r  =  —  6  cos  0* . 

a  '     b 

Hiermit  folgt  aber  aus  (5): 

^-l[0];«  =  ±l[0]. 
Es  ergeben  sich  daher  ims  (1)  atte  Erzeugenden  der  Fläche  (2),  wenn: 

«  =  —  cos  d'y    /3  =  £a  sin  d"  [0] , 


(6) 


y  =  —  sinO",     d=»  —  efe  cos  d'  [0] 

c 


gesetzt  wird  und  d-  von  0  bis  2x  veränderlich  ist. 

3.  Die  beiden  Scharen  der  Erzeugenden.     Da  0*  von  0  bis  29r 
veränderlich  ist,  so  folgt  mit  Substitution  der  Werte  (6)  in  (1): 
Auf  dem  einschaligen  Hyperboloid: 

gibt  esy   den  beiden  Werten  f  =-  ±  1   entsprediend,  zwei  Scharen   von 
Erzeugenden  ^^')  ; 

—  =»  —  cos  -ö^  +  £  sin  -Ö* , 

.   a         c  ' 

-\-  «  —  sin  -Ö*  —  £  cos  d" . 
b        c 
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Für  den  Asymptotenkegel: 

(9)  5  +  1^-7-0 

faUen  diese  in  die  einzige  Schar: 


—  =  —   COß  -^ ,      J 
a         c  '6 


-—  sin  -O" 
c 


(10) 

ssusammen. 

Durch  Quadrieren  und  Addieren  der  Gleichungen  (8)  folgt  in  der 
Tat  wieder  die  Gleichung  (7). 

4.  Gleichnamige  und  ungleichnamige  Erseugende.   Zwei  Gerade: 


X  ^  az  +  ßy 


und 


x^  az  -\-  p^  j 


y^y0  +  d 

schneiden  sich  oder  schneiden  sieh  nicht,  je  nachdem  (I  §  44,  (6)): 

^-  '     A      ^,    «Ooder  +0. 

y  —  y      0  —  0   , 

Für   zwei  Gerade,   die   den  Werten  -9"  und  ^'  in  (6)  hei  gleicliem  s 
entsprechen,  ist  nun: 


a 


(cos  d"  —  cos  O"')         £a(sin  0*  —  sin  ^') 


—  (sin  d"  —  sin  -ö"')     —  6&(cos  -9"  —  cos  d'') 


=  —  f 


ah 


{ (cos  ft  —  cos  &y  +  (sin  -Ö-  -  sin  -9'')" }  +  0 , 


wenn  nicht   cos  d^  «  cos  ^'  und   sin  O*  «  sin  -ö*',   also  ^  =  O*'  bis   auf 
Vielfache  von  2;r. 

Für  zwei  Gerade,  die  den  Werten  ^  und  d-'  bei  ungleichem  a  ent- 
sprechen, ist: 


^  = 


—  (cos  0"  —  cos  %^)         £a(sin  -O-  +  sin  ^') 

—  (sin  %^  —  sin  ^')     —  £&(cos  Ö-  +  cos  ^') 


I    c 


a& 


=  -  *  ~  -  { (cos^  «•  -  cos»  -^0  +  (sin*  0-  -  sin«  -Ö-') }  =  0 . 

Irgend  zwei  Erzeugende,  die  derselben  Schar  angdiören  (zwei  gleich- 
namige), schneiden  sich  niemals;  irgend  zwei  Erzeugende,  die  verschie- 
denen Scliaren  angehören  (zwei  ungleichnamige),  schneiden  sich  stets}^) 

5.  Die  Bichtungskosinufl  der  Erseugenden.  Die  Richtungskosinus 
a,  ß,  y  (a,  ß,  y  in  anderer  Bedeutung  wie  in  (6)  genommen)  der  Er- 
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zengenden  (8)  sowohl  wie  (10)  entsprechen  (I  §  43,  (14))  der  Proportion: 

(11)  a:  ß  ly  ^  a  cos  d  :  6  sin  ^  :  c. 

Da  sie  unabhängig  von  €  sind^  folgt: 

Je  zicei  ungleichnamige  Erzeugende  des  Hyperboloids  (7),  die  zu 
demselben  -ö-  gehören,  sind  parallel  (haben  einen  unendlich  fernen  SchniU- 
punkt)  und  sind  auch  der  zu  demselben  O*  gehörigen  Erzeugenden  des 
Asymptotenkegels  (9)  paraüd.^^^) 

Sie  schneiden  nach  (8)  die  Ebene  jET  =  0  in  zwei  gegen  0  diame- 
tralen Punkten  x,  y  und  —  x,  —  y. 

6«  Erzeugende  durch  einen  Funkt.  Die  Auflösung  der  Glei- 
chungen (8)  nach  cos  ^  und  sin  d"  gibt: 

(12)  (l  +  i;)co8^  =  f  f-ef     (l  +  j:)sm^-f  i-  +  ef 

Man  erhält  also  für  jeden  Punkt  x,  y,  z,  sofern  er  der  Fläche  (7) 
angehört^  mit  6  =  +  1  und  6  =  —  1  je  einen  bis  auf  Vielfache  von 
27C  bestimmten  Wert  von  d'. 

Durch  jeden  Funkt  des  Hyperboloids  (7)  geht  stets  eine  Erzeugende 
der  einen  und  eine  Erzeugende  der  andern  Sdyar.^^^) 

7«  Fadenmodell  des  einsohaligen  Hyperboloids.  Die  Gerade  (8) 
schneidet  die  der  :ry- Ebene  parallelen  Ebenen: 

(13)    -^«=^^;:;,     (13')  --^o=-o^sJ:. 

wo  #Q  eine  Konstante  \^>  ^q>  Oj  ist,  in  den  Punkten: 


(14) 


x^a  cos  {%'  —  £^o) ,  1  rc  =  a  cos  (O*  +  fiO-Q  +  3r) , 

y  =  V  sin  (^  -  £^o).  M  y  ==  ft'  sin  (^  +  f^o  +  ^r), 


wenn  zur  Abkürzung  gesetzt  wird: 

(15)  a'  =»  a  :  sin  -^0 ,     6'  =  &  :  sin  O^q  . 

Führt  man  daher  statt  %^  einen  neuen  laufenden  Parameter  ri  ein  mit: 

(16)  ^  =  ,y  +  ^^, 
so  folgt: 

Die  Erzeugende  ?y,  £  =  1  schneidet  die  Ebenen  z  ^  Zq  und  z  =^  —  z^ 
in  den  Punkten: 

a;  =  a  cos  7?,  \x^a  cos  {yi  +  2^^  +  n), 

y  =  b'  sinf],  M  y  =  *'  sin  (iy  +  2^^  +  n), 

und  die  Erzeugende  ?^,  £  =  —  1  schneidet  diese  Ebenen  in  den  Punkten: 


(17) 


(18) 


a;  ==  rt' cos  (i?  +  2 .%) ,  |  a;  =  n' cos  (i?  +  ar) , 

y  =  ?/  sin  (,7}  +  l>fro)  1  y  =  ?/  sin  (ij  +  a:) . 


§  68,  7. 


335 


Die  Koordinaten  x,  y  eines  Punktes  der  Ebene  a  ^  Zq  können  dabei 
auf  das  ebene,  von  (X  »  0^  0,  0^  ausgehende  und  mit  Oxy  parallele 
System  bezogen  werden. 

Dann  stellen  die  Gleichungen  (17)  nach  §  6^  (1)  eine  Ellipse  mit 
den  Halbachsen  (15)  dar.  Beschreibt  man  über  deren  großer  Achse 
einen  Kreis,  und  sind  a  —  O'Ry  rj  die  Polarkoordinaten  eines  Punktes  B 
des  Kreises,  so  liegt  (Fig.  153)  der  dem  Parameter  ij  entsprechende 
Punkt  (17),  P,  der  Ellipse  auf  der  Ordinale  von  R, 

Die   n  Erzeugenden   iy  =  Ä  — ,   «  =  1    (Ä  =  0, 1,  2, . .  .,   n  — -  1) 

treffen  also  die  Ellipse  (17)  der  Ebene  g^z^ia  denjenigen  n  Punkten  P, 

die  auf  den  Ordinatön  der  n  äquidistanten  Punkte  R  =^a,  rj  ^  h 

des  Kreises  liegen.  Sie  treffen  ferner  die  kongruente  Ellipse  (17') 
der  Ebene  e  ==^  —  g^  in  denjenigen  n  Punkten  P,  die  auf  den  Ordinateo 
der    Punkte    R  ===  a,    7^  +  2^q  +  ä    des    zugehörigen   Kreises   liegen. 

2  TT 

Ebenso  treffen  die  n  Erzeugenden  ?y  =  Ä— ,£  =  —  1  der  andern  Schar 

nach  (18)  und  (18')  die  näm- 
lichen Ellipsen  der  beiden 
Ebenen  Z'^^Zq  und  z  '^  —  z^ 
in  denjenigen  Punkten,  die 
auf  den  Ordinaten  der  Punkte 
a',  rj  +  2^Q  und  a',  7;  4-  :r 
der  Kreise  liegen. 

Zeichnet  man  umgekehrt 
die  beiden  Ellipsen  mit  den 
Halbachsen  a  und  V  in  zwei 
parallel  zueinander  im  Ab- 
stand 2zq  befestigten  Ebenen 
von  Holz  oder  Messing  und 
verbindet  die  in  der  ange- 
gebenen Weise  zusammenge- 
hörigen Punkte  durch  Fäden,  *'*«  ^^*- 
so  stellen  diese  je  n  Erzeugende  der  beiden  Scharen  dar.  ^?®) 

Dabei  ist  es  zweckmäßig,  n  gerade  und  2d'Q  selbst  gleich  einem 
Vielfachen  von  —  zu  nehmen,  damit  die  vier  Wertereihen  r]yrj  +  2d'Q, 


jb- 


Tj  +  2^Q  +  ff,  rj  +  :t  (rj  =  h  - -,   Ä  =  0,  1,  2, . .  .,  w  —  Ij   je   in   ihrer 

Gesamtheit  dieselben  werden.  Man  erhält  dann  auf  den  beiden  Ellipsen 
z  ^  Zq  und  ;8?  =  —  if^  dieselben  Teilpunkte  und  kann  jeden  Teilpunkt 
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zweimal  benutzen,  für  eine  Erzeugende  der  einen  und  eine  der  andern 
Schar. 


Wählt  man  etwa  n  —  32  und  d« 


(19) 


i?0  =  <? 


a 


»~,  also: 


und  numeriert  in  beiden  Ellipsen  jer »  c  und  0  ^  —  c  die  senkrecht 
übereinander  liegenden  Punkte  P  (Fig.  153  und  154)  gleichnamig 
mit  0,  1,  2, . . .,  31;  so  yerbinden  die  Erzeugenden  der  Schar  £  =»  1 


A^ 


Fig.  154. 

die  Punkte  0, 1,2,  ...,31  der  oberen  Ellipse  (Fig.  154)  mit  den 
Punkten  24,  25,  26, . . .,  23  der  unteren  und  die  Erzeugenden  £  =  —  1 
die  Punkte  8, 9, 10, . . .,  7  der  oberen  mit  den  Punkten  16, 17, 18, . .  .,  15 
der  unteren. 

Die  Erzeugende  ^  =^  ~r,  f  =*  1  des  Hyperboloids  (7),  welche  nach 

(8)  die  Gleichungen  hat: 


(20) 
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verbindet  in  der  Tat  die  Punkte: 

(21)  X  =  aV^,  y^^7  ^  =  c  ttiid  a;  =  0,  y  =  —  6k  2,  jer  «  —  c, 

also  den  oberen  Punkt  0  und  den  unteren  Punkt  24  der  Fig.  154. 

Überhaupt  verbinden  die  acht  ,ßcheitelerzeugenden^^ %  ==  -^  ?  —^}  -^9  -^] 

£  =  +  1  in  (8)  immer  einen  Scheitelpunkt  der  großen  Achse  der  einen 
Ellipse  Fig.  154  mit  einem  Scheitelpunkt  der  kleinen  Achse  der  andern. 

8.  Andere  Darstellung  der  Erzeugenden.  Die  Gleichung  (7)  kann 
als  Resultat  der  Elimination  von  X  aus  den  beiden  Gleichungen  ^^^): 

(22)  I       ,  ' 

1    (i  +  'j-C  +  a-o 

gelten^  wo  €  =-  ±  1  sein  kann.  Diese  stellen  daher  bei  veränderlichem  k 
und  für  jeden  der  beiden  Werte  s  eine  Schar  von  Geraden  dar,  die 
ganz  auf  der  Fläche  (7)  liegen. 

Durch  Auflösen  der  Gleichungen  (22)  ergibt  sich: 

(1-|-A«)f  =  (l-A»)^  +  26A, 


(1  +  A»)|--2a4-£(1-A»). 


(23) 

Daraus  gehen  aber  mit: 

(24)  A  =  tg|-,    '9'  =  2arctgA 

wieder  die  Gleichungen  (8)  hervor. 

Die  beiden  Scharen  der  Ersetzenden  des  einschaligen  Hyperboloids  (7) 
können  sowohl  durch  die  Gleichungen  (8)  als  durch  die  Gleichungen  (22) 
dargestellt  werden. 

Die  Parameter  X  und  #  stehen  dabei,  und  zwar  %  bis  auf  Viel- 
fache von  2n,  in  der  wechselseitig  eindeutigen  Beziehung  (24). 

9.  Sobnittpunkt  zweier  ungleichnamiger  Erzeugenden.  Die 
Erzeugende  (22)  wird  nach  4  von  der  ungleichnamigen: 

|(-f+-3-''ß+ =)-'>. 
(?-')-^'(f+l)-» 

geschnitten.    Für  den  Schnittpunkt  folgt  aus  (22)  und  (22')  mit  einem 
Faktor  q: 


(P^ 


*+i-  =  29,  ^  +  e  =  2pX, 


Staude,  Flftohen  «weiter  Ordnung.  22 
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xmd  daraus  weiter: 


a 

z 


=  p(i  +  ir),    €^q{x^x'). 


Der  Schniäpunkt  der  beiden  ungleichnamigen  Erzeugenden  l,  £  utül 
A',  —  £  hat  also  die  Koordinaten^^^): 


X 


£a 


1  — xr 


e  ^  £c 


i  +  xr 


(25)  »-^^,_v 

oder  homogen  geschrieben: 

(26)  x:y:e:t^a{\-  XX')  :  b{X  +  X') :  c(l  +  XX') :  £{X  -  X") . 

Mit  X'  ^X  ergibt  sich  hieraus  der  Schnittpunkt  der  beiden  nach  5 
parallelen  Erzeugenden  >L,  £  und  X,  —  £.  Diese  haben  daher  (I  §  47,  7) 
die  Ricktungskosinus: 


i-V 


fc. 


2X 


1  +  X« 


(28) 


(27)  a«a.— ^--,     /3  =  o.-^-,    y 

wo  unter  willkürlicher  Annahme  der  Pfeilspitze: 

=  V{a^  +  '?){lWW~-Ma^  -iW' 
Bei  festem  X  und  laufendem  A'  stellen  die  Gleichungen  (25)  oder  (26) 

die  Erzeugende  A,  €  als  Punktreihe  dar,  in- 
dem der  laufende  Punkt  P  der  Erzeugenden 
Xy  £  durch  den  Parameter  X'  der  ungleich- 
namigen Erzeugenden  A',  —  £  bestimmt  wird, 
^  die  durch  ihn  geht  (Fig.  155).  Dem  Werte 
A'  «  0  entspricht  der  Punkt: 

10.  Projektive  Funktreihen  auf  den 
Erzeugenden.  Die  Gleichung  des  SchniUr 
Punktes  der  festen  Erzeugenden  il,  £  mit  der 

laufenden   A',  —  £   lautet   nach  (26)  in  Ebenenkoordinaten   w,  t?,  w,  s 

(I  §  47,  (4')): 

(29)    a(l  -  XX')u  +  1{X  +  X')v  +  c(l  +  AA')«;  +  £{X  -  X')«  =  0 . 

Daher  sind: 

{au  -^'bXv  +  cw  +  £Xs)  —  X\a  Xur—hv  —  cXw  +  £8)^0^ 
{au  +  hX^v  +  cw  +  eX^s)  —  X\aXy^u  —  6t;  —  cX^w  +  «s)  =  0 

die  Gleichungen  der  beiden  Punktreihen  (I  §  46,  (3)),   welche  auf  den 


(30) 
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gleichnamigen  festen  Erzeugenden  X,€  und  X^^b  von  der  ungleich- 
namigen laufenden  Erzeugenden  k\  —  s  ausgeschnitten  werden 
(Fig.  156).  Nach  der  Form  der  Gleichungen  (30)  (I  §  66,  4  und  (10)) 
sind  die  Punktreihen  projektiv,  also"*): 

Irgend  zwei  Erzeugende  der  einen  Schar  werden  von  denen   der 
andern  in  projektiven  Punktreihen  geschnitten  (Fig.  156). 


Fig.  156. 


Air^ 


11.  Länge  auf  einer  Erzeugenden.  Auf  der  Erzeugenden  X,  £, 
die  in  (25)  durch  den  Parameter  X'  dargestellt  ist,  seien  zwei  Punkte 
X^'  und  Ag'  (Fig.  157)  herausgegriflFen.  Die  DifiFerenzen  der  gleich- 
namigen Koordinaten  dieser  Punkte  sind: 


/i  — XX,^  _  iizü^\  _ 


ea  ^7  — - 


,ft    (V-^i02X        ^JV-V)(i  +  ^') 
^^(X-x,')(^-V^'       (i-V)(^~V)' 

Für  das  Quadrat  der  Entfernung  s  der  beiden  Punkte  ist  daher 
(I  §  34,  (7)): 

oder  mit  Rücksicht  auf  (28): 
(31)  s  •• 


(i->V)"(^-VV 


(V-V)2 


Die  Entfernung  s  zweier  Punkte  einer  Erzeugenden  X,  s,  die  von 
zwei  Erzeugenden  >L/,  —  s  und  A,',  —  e  ausgeschnitten  werden,  ist  nur 
von  den  Parametern  A,  X^\  Aj'  und  den  Konstantenverbindungen  a'  +  c* 
und  a*  —  6*  in  (28)  abhängig. 

13«  Das  bewegliche  Modell  konfokaler  einschaliger  Hyperbo- 
loide. Setzt  man  nun  für  zwei  Hyperboloide  (7)  mit  verschiedenen 
Eonstanten  a,  6,  c  je  eine  Erzeugende  des  einen  und  eine  Erzeugende  des 
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andern  einander  entsprechend,  wenn  sie  in  den  entsprechenden  Dar- 
stellungen (22)  der  Erzeugenden  zu  demselben  Werte  des  Parameters  X 
und  zu  demselben  €  gehören,  so  sind  die  Strecken  s  (Fig.  157),  die 
auf  entsprechenden  Erzeugenden  k,  e  der  beiden  Hyperboloide  von  ent- 
sprechenden Erzeugenden  X^',  —  s  und  X^',  —  s  ausgeschnitten  werden, 
immer  dann  und  nur  dann  für  alle  Werte  der  betreffenden  Parameter 
X,  X'  einander  gleich,  wenn  die  Eonstanten  d*  =  a*  —  6*  und  e*  «  a*  -|-  (?* 
für  beide  Flächen  dieselben,  also  nacli  §  55,  (23),  (6^)  die  beiden 
Flachen  ionfokal  sind. 

Daher  muß  ein  Gittersystem  aus  starren  (ron  Draht  hergestellten) 
Erzeugenden  der  beiden  Arten,  welche  in  den  Gitterpunkten  (Fig.  154) 
drehbar,  aber  nicht  yerschiebbar  miteinander  verschränkt  sind,  beweg- 
lich sein  und  bei  der  Bewegung  sich  selbst  konfokal  bleiben.  ^^^) 

18.  Das  anfgesohriebene  Sechsseit.  Der  Schnittpxmkt  P^,  der 
Erzeugenden  Ai,  1  und  X^,  —  1  ist  nach  (29): 

(32)  a(l  -  A,  Aj)tt  +  6(^1  +  ^)v  +  c(l  +  X,x;)w  +  (X^- X^)  ^0, 
der  Schnittpunkt  P^  der  Erzeugenden  A5,  1  und  X^,  —  1  ebenso: 

(33)  a(l  -  X^X,)u  +  b{X^  +  X,)v  +  c{l  +  X^X^)w  -  {X^  -  X5)  =  0 
oder  wie  §  37,  (3)  abgekürzt: 

U^^A  +  B{X,  +  A,)  +  CX^X^  +  2)(X,  -  X^)  «  0, 
U^^A  +  B(X^  +  X,)  +  CX^X,  -  D(X^  -  A5)  -  0. 

Nun  ist  mit  den  Werten  §  37,  (4)  von  q^  und  p/: 

(35)  -  -  X,X,(l,  -  X,)  -  X,X,(X,  -  X,)  -  XM^  -  h) 

-  XMh  ~  ^2)  -  ^6^1(^8  -  ^4)  -  ^^8(^5  -  ^e) 
und  daher  mit  der  Abkürzung: 

(36)  U=Al  +  BM+CN+DK 
wie  §  37,  (5): 

(37)  9t  ü,  -  Q,'  U,'  =  U, 

WO  Ly  M,  N  die  Bedeutung  §  37,  (7)  haben.     Ebenso  wird: 

Qi  üi  -  Q2  U%  =  Uy 

< 

Qz^z-  Qz  Uz  =  £^ 

wenn  ü^  =  0,  U^'  «0,  JJj  =  0,  ü^'  ==  0  die  Gleichungen  der  Schnitt- 
punkte Pj^,  Pgi,  Pgg,  Pjj  der  Erzeugenden  iL,,  1  und  X^,  —  1,  jl^,  1 
und  X^,  —  1,  X5,  1  und  Xq,  —  1,  A3,  1  und  X^,  —  1  bedeuten.  Die 
drei  identischen  Gleichungen  (37),  (37')  besagen  aber  (I  §  51,  (7')), 


(34) 


(37') 
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daß   die  Punktepaare  Pjg,  P^g;   P^,  P^j   und   Pj^,  Pgj  je   mit   dem 
Punkte  CT—O  in  gerader  Liniie  liegen.  ^••) 

Jedes  einem  einschaligen  Hyperboloid  aufgeschriebene  Sechsseity  dessen 
Seiten  abwechselnd  der  einen  und  andern  Sdiar  der  Erzeugenden  ange- 
hören y  hat  die  Eigenschaft,  daß  die  Verbindungslinien  der  Gegenecken- 
paare  durch  einen  Punkt  gehefi  (ist  ein  windschiefes  Brianchonsches 
Sechsseit,  vgl.  §  37,  1). 


§  64.  Das  gleicliseitige  und  das  orthogonale  Hyperboloid. 

1.  Ort   der  Funkte   mit   senkreohten   Erseugenden.     Auf  dem 

einsclialigen  Hyperboloid  [und  seinem  Asymptotenkegel]: 

(1)  -%  +  ^--^  =  nOl    a'>b\ 

schneiden  sich  zwei  ungleichnamige  Erzeugende   d,  b  und  0*',  —  £  in 
§  63,  (8)  nach  §  63,  (11)  senkrecht,  wenn^*»): 

(2)  a>  cos  d^  cos  -^'  +  6"  sin  -^  sin  »'+c^^  0. 
Für  ihren  Schnittpunkt  x,  y,  e  ist  dann  nach  §  63,  (12): 

»■(-::::-i^)+»'(S-::-5)+'"('+-;.)" 

=  (^^+y«)(l+^)-(a*+6«)g  +  |;)  +  c«(l  +  ^)' 

^  (l  +  -^)  {^+y'+^'-  a»-  6«+  oM=  0. 

Der  Ort  der  Punkte  des  einschaligen  Hyperboloids  (1),  durch  die 
sswei  zueinander  senkrechte  Erzeugende  gehen,  ist  der  Durchschnitt  des 
Hyperboloids  mit  der  Kugd^): 

(3)  x^+y^+z^^a^+V-i?. 

Da  26  nach  §  55,  8  der  kleinste  Durchmesser  der  Fläche  (1)  ist, 
so  kann  diese  von  der  Kugel  (3)  nicht  getroffen  werden,  wenn  a  <  c 
ist.  Für  a^c  sind  nur  die  durch  die  Scheitelpunkte  x,y,z=^ 0,  b,  0  und 
0,  —  6,  0  der  kleinen  reellen  Achse  (§  55,  (8'))  gehenden  Erzeugen- 
den -d-^O,  f=»--l;  ^'  =  :jc,  £  =  1  und  bezüglich  d'  =  Oy  «  =  1,  d'^x, 
fi  =»  —  1  zueinander  senkrecht.  Erst  für  a  >  c  gibt  es  zu  einer  Er- 
zeugenden, falls  sie  die  Kugel  (3)  in  zwei  Punkten  schneidet,  in  jedem 
Schnittpunkt  eine  senkrechte  Erzeugende  der  andern  Schar,  also  zwei 
solche. 

2.  Zwei  gleichnamige  zueinander  senkrechte  Erzeugende.  Wenn 
es  zu  einer  Erzeugenden  A,  e  in  §  63,  (22)   eine  ungleichnamige  senk- 


342  §  64,  2-3. 

rechte  Erzeugende  X\  —  b  gibt,  so  ist  nach  §  63,  (27)  auch  die  gleich- 
namige k\  £  zu  ihr  senkrecht.  Die  Bedingung  für  zwei  gleichnamige 
serikrechte  Erzeugende  X,  e  und  X\  b  lautet  nach  §  63,  (27),  und  zwar 
nach  §63,  (24)  übereinstimmend  mit  (2): 

(4)  a\l  -  X*)(l  -  r«)  +  4&nr  +  c^l  +  i*)(l  +  n  =  0. 

Dies  gibt  bei  gegebenem  X,  entsprechend  der  Schlußbemerkung  von  1, 
eine  quadratische  Gleichung  für  X'\ 

(5)  {c«(l  +  it*)-a«(l-X»)}r«  +  46Ur+{c*(l  +  X2)  +  a^(l-X«)}  =  0 
mit  der  Diskriminante: 

B  -  46U«-  {c*(l  +  X^)^-a\\-X^^] 

^  (a*  -  c*)  (1  -  X^y  +  4(&*  -  c*) X\ 

Hieraus  folgt  im  Anschluß  an  das  bereits  zu  (3)  Bemerkte: 

Für  c  >  a  >  6  gibt  es  zu  keiner  Erzeugenden  X  eine  sehkredite; 
für  c^  a>b  nur  j?m  A  =  0  und  X  «  oo  (§  63,  (24))  eine  einzige 
gleicfinamige  senkrechte;  für  a  >  c  >  6  zu  den  Erzeugenden  X,  hei  denen 
D  >  0  ist,  zwei;  und  erst  für  a>h>  c  zu  jeder  Erzeagenden  X  zwei 
gleichnamige  senkrechte, 

3.  Drei  sueinander  senkrechte  Erzeugende.  Sind  X'  =»  X^  und 
;t'=  Zj  die  beiden  Wurzeln  der  Gleichung  (5),  so  ist: 

/ßN  Ai+A,=  -46U:  {c*(l  +  X«)-a«(l-A«)}, 

K^2-  {o\l  +  X^)  +  a\\^X^] :  {c«(l  +  ;L»)  -  a\\^X^)], 

Damit  nimmt  die  Bedingung,  daß  die  beiden  zu  X  senkrechten  Er- 
zeugenden Aj  und  Aj  auch  ihrerseits  untereinander  senkrecht  sind,  näm- 
lich nach  (4): 

a\l  -  Xi»)  (1  -  A,»)  +  46Ui  h  +  c*(l  +  ^1*)  (1  +  W)  =  0, 
die  Form  an: 
(a*  +  c»)  { c»(l  +  X»)  -  a\\  -k*)y+  166*(c*  -a  »)X* 

+  (a«  +  c«){c«(l  +  X>)  +  a»(l->lO}» 

+  2 (26* + (a«  -  c*))  { c*(l  +  A»)»  -  a*(l  -  }?f }  =  0, 

oder  darch  einfache  Umformungen  zusammengezogen: 

(7)      4(fc»c»  +  cV-a«6«)((o»  +  c*)(l-i»)*  +  4(6»  +  c>)X*}  =  0. 

Diese  Bedingung  ist  entweder  fQr  Icein  X  oder  für  aUe  X  erfüllt, 
je  nachdem  h*c*-\-c*a^  —  0*6* +  0  oder  =0;  im  letzteren  Falle 
ist  auch,  wie  am  Schluß  von  3: 
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Das  einschalige  Hyperboloid  und  der  elliptische  Kegel  (1)  hoiben  zu 
keiner  oder  zu  jeder  Erzeugenden  X,  s  zwei  zu  dieser  und  unter  sich 
senkrechte  Erzeugende  X^,  s  und  A,,  e,  je  nachdem: 

(8)  ^    J^  +  J^_l.  +  0    oder-0. 

4«  Gleichseitige  Hyperboloide  und  Kegel.  Im  letzteren  Falle 
werden  die  Flächen  als  gleichseitiges  einschaliges  Hyperboloid  und 
gleichseitiger  Kegd  bezeichnet.  ^•*) 

Ist  zugleich  a^  =  6*,  so  erhält  man  in: 

das  gleichseitige  einschalige  Botationshyperboloid  oder  den  gleidhseitigen 
Botaiionskegd. 

Obwohl  es  keine  geraden  Linien  enthält^  wird  auch  das  zwei- 
schalige  Hyperboloid: 

gleichseitig  genannt;  wenn  sein  Asymptotenkegel: 

a*       b*       c«        ^ 
gleichseitig  ist,  also: 

(12)  ^-^-c-.=0- 

Wegen  der  Symmetrie  der  Bedingungen  (8)  in  a*  und  6*,  sowie  (12) 
in  &*  und  c*,  sind  die  Voraussetzungen  a*  >  6*  in  (1)  und  6'  <  c*  in 
(10)  für  den  Charakter  der  Gleichseitigkeit  nicht  wesentlich. 

5.  Ereissohnittebenen  senkrecht  zu  einer  Erseugenden.  Eine 
Hauptkreisschnittebene  des  einschaligen  Hyperboloids  oder  Kegels  (1) 
hat  unter  der  Voraussetzung  a*  >  b^  nach  §  59,  (21)  die  Gleichung: 


(13)  |V^6».f +  *yaM^-y  =  0,    (J  =  ±l. 

Die  Richtungskosinus  ihrer  Normale  verhalten  sich  (I  §  41,  (5)),  wie: 

(14)  0  :  ^^' :  ö^-^^ 

und   stimmen  daher  mit   den  Richtungskosinus  §  63,  (11)  einer  Er- 
zeugenden d"  überein,  wenn  cos^  =  0,  sin-O-^tf  und  überdies: 


(15)  y^-^:sy^-H:c 
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oder 

0  c 

6«c«  -  c'a*  +  a*b*  =  0, 
oder  endlicli: 

Den  Werten  cos  -Ö*  =  0,  sin  ^  =  ^  oder  -ö"  =  — ,  —  entsprechen 
beim  Hyperboloid  nach  §  63,  (8)  die  vier  Erzeugenden: 

(17)  £  =  ,*,    l.  =  <j±,    ,  =  ±1, 

die  du/rch  die  Scheitelpunkte  der  großen  redien  Achse  gehen;  beim 
Kegel  nach  §  63,  (10)  die  beiden  Erzeugenden  in  der  Ha/upUbene  der 
kleinsten  Öffnung: 

(18)  -:--o,  f-d^. 

De^  einzigen  Erzeugenden  des  einschaligen  Hyperboloids  oder 
Kegels  (1),  auf  denen  eine  Hauptkreisschnittebene  (13)  senkrecht  stehen 
kann,  sind  die  vier  durch  die  Scheitel  der  großen  Achse  gehenden  Er- 
zeugenden (17),  bezüglich  die  beiden  in  der  Hauptebene  der  Meinsten 
Öffnung  liegenden  (18),  und  auch  diese  nur  unter  der  Bedingung  (16). 

Man  nennt,  wenn  diese  Bedingung  (16)  erfüllt  ist,  das  einschalige 
Hyperboloid  oder  den  Kegel  (1)  orthogonal}^^)  Sie  ist  nur  mit  a*  >  6* 
verträgHch. 

Das  zweischalige  Hyperboloid  (10)  mit  V  <  c*  heißt  orthogonal^ 
wenn  mit  (16)  sein  Asymptotenkegel  (11)  orthogonal  ist. 

6.  Senkrechte  Ebenenbüschel  beim   orthogonalen  Hyperboloid 

oder  Kegel.     Setzt  man   in   den  Gleichungen  §  63,  (8)  ^  =  y  — 17 

und  B  ^  —  s,  so  sind  sie  wie  §  63,  (23)  die  Auflösungen  der  Glei- 
chungen: 

nach  —  und  -|-,  falls  ft  =  tg  —  genommen  wird.    Die  Gleichungen  (19) 

stellen  also  auch  die  beiden  Scharen  der  Erzeugenden  der  Fläche  (1) 
dar,  so  zwar,  daß  die  Erzeugende  '^,  £  in  §  63,  (8j  mit  der  Erzeugen- 
den ri= -9-,  s  ^  —  E  in  (19)  identisch  ist. 
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(20) 


Z 

e 


0. 


Die  Oleichungen  (19)  stellen  bei  bestimmtem  e'  zwei  Ebenen- 
büschel  E,  E'  dar  (I  §  42,  (15))  mit  den  Achsen: 

/=T  +  *'-Ö'    T  + 

Entsprechende  Ebenen  E  und  E'  beider  Bilschel,  solche  mit  gleichem 
fi,  verbinden  die  Erzeugende  h  =^  (i,  e,  die  ihre  Durchschnittslinie 
E  X  E'  ist,  je  mit  einer  der  beiden  Achsen  g  und  g\  Diese  Achsen 
sind  aber  die  mit  h  ungUichnamigm  von  den  Scheitelerzeugenden  (17); 
sie  gehen  aus  (19)  unter  Umkehr  des  Vorzeichens  von  b  mit  /it  ==  0 
und  ft  =  oo  hervor. 

Die  Bedingung  (16)  bedeutet  nun  für  die  beiden  Ebenen  (19), 
daß  sie  für  jeden  Wert  von  fi  aufeinander  senkrecht  stehen  (I  §  42  (5)). 
Daher  folgt: 

Verbindet  man  heim  ortliogonaien  Hyperboloid  die  laufende  Er- 
zeugende der  einen  Schar  durch  zwei  Ebenen  mit  den  zwei  durch  die 
Scheitel  der  großen  Achse  gehenden  Erzeugenden  der  andern  Schar,  so 
bleiben  diese  beiden  Ebenen  beständig  aufeinander  senhrecht^^^) 

Setzt  man  in  (19)  fi'  =  0  (§  63,  (10) ),  so  erhält  man  in  gleicher 
Weise  den  Satz: 

Verbindet  man  beim  orthogonalen  Kegel  die  laufende  Erzeugende 
durch  zwei  Ebenen  mit  den  in  der  Hauptebene  der  kleinsten  Öffnung 
liegenden  Erzeugenden,  so  bleiben  diese  beiden  Ebenen  beständig  auf- 
einander senkrecht. 

7.  Ersseügnis  zweier  senkrechter  Ebenenbüschel.  Seien  jetzt 
irgend  zwei  windschiefe  Gerade  ^r  und  ^'  gegeben.  Ihr  kürzester  Ab- 
stand AÄ'  sei  2  a  und  0  dessen  Mittel- 
punkt (Fig.  158).  Legt  man  die  a;- Achse 
des  rechtwinkligen  Koordinatensystems 
in  den  kürzesten  Abstand  imd  wiihlt  die 
y-  und  ir- Achse  in  der  zu  AA'  senk- 
recht durch  0  gelegten  Ebene  so,  daß 
sie  die  Winkel'  der  senkrechten  Pro- 
jektionen von  g  und  g'  auf  diese  Ebene 
halbieren,  so  haben  diese  Geraden  die 
Gleichungen  (20)  mit  6'=  1.  Die  Glei- 
chungen (19)  aber  stellen  mit  «'=1 
zwei  durch  g  und  g'  gelegte  Ebenenbüschel  dar,  deren  gleichem  ft 
entsprechende  Ebenen  jedesmal  eine  Erzeugende  des  Hyperboloids  (1) 


Fig.  158. 
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bestimmen.  Sind  diese  Ebenen  zueinander  senkrecht,  was  unter  der 
Bedingung  (16)  stattfindet^  ist  das  Hyperboloid  orthogonal.    Also: 

Drehen  sich  um  sfwei  windschiefe  Gerade  ewei  Ebenen  derart,  daß 
sie  immer  ztmnander  senkrecht  bleiben,  so  beschreibt  ihre  Schnittlinie 
ein  orthogonales  Hyperboloid,  für  das  die  gegebeiten  Geraden  zwei 
Scheitderzeugende  sind. 

Schneiden  sich  diese  Geraden,  so  entsteht  ein  orthogonaler  Kegel, 


§  65.  Die  geraden  Linien  auf  dem  hyperbolischen  Paraboloid. 

1.  Bedingungen  einer  Erseugenden.  Das  elliptische  Para- 
böloid  §  61,  (1)  Jcann  keine  reellen  Gereuten  enthalten,  da  es  in  der 
Ebene  x  =  —  Xq,  wo  Xq  >  0,  keinen  reellen  Punkt  enthält  (§  63,  1). 

Soll  die  Gerade: 

(1)  y^ax  +  ß,    Z'^yx  +  d 
ganz  auf  dem  hyperbolischen  Paräboloid  §  62,  (l): 

(2)  -j;-^-2x  =  0 

liegen,  so  muß  identisch  in  x  die  Gleichung  bestehen: 

Die  Gerade  (1)  ist  daher  immer  dann  und  nur  dann  eine  Er- 
zeugende der  Fläche  (2),  uenn  zwischen  ihren  vier  Konstanten  cc,  ß,  y,  d 
die  drei  Gleichungen  bestelien^^^): 

(3)  -::-i;-o     (4)  j;-$-o     (5)  ^-^^-i. 

Bei  der  Darstellung  (1)  sind  solche  Geraden  ausgeschlossen,  fiir 
die  x^  Xq  ist.  Unter  den  Ebenen  x  ^  x^  enthält  aber  (§  56,  8)  nur 
die  Ebene  a:  =  0  zwei  Gerade  der  Fläche: 

(6)  |._,i-  =  0,    x-0;     «-±1. 

Sie  verlaufen  in  der  yxr-Ebene,  gehen  durch  den  Scheitelpunkt  0 
und  heißen  nach  §  56,  8  die  beiden  Scheitderzeugenden  des  Para- 
boloids.'') 

2.  Erfüllung  der  Bedingungsgleichungen.  Um  den  drei  Glei- 
chungen (3),  (4),  (5)  zu  genügen,  kann  man  eine  der  vier  Eonstanten, 
etwa  ß,  beliebig  nehmen  und  dann  a,  y,  8  berechnen.     Wir  setzen 

dabei: 

.      hl 
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indem  wir  unter  X  einen  Parameter  verstehen.     Dann  ist  nach  (4): 


und  damit  aus  (5): 


Da  aber  nach  (3): 


80  wird: 


-^  =  «    ~,       6   =-  ±  1, 


Daher  ist  die  Annahme  a'  =  —  £  ausgeschlossen,  und  muß  b  ^b  sein^ 
so  daß: 

-Es  ergeben  sich  daher  aus  (1)  alle  Erzeugenden  der  Flä^e  (2\ 
wenn: 

(7)  «-l,    /J  =  6-^,    y-^%    S Bc\ 

gesetzt  wird. 

3.  Die  beiden  Scharen  der  Erzeugenden.     Durch  Substitution 

der  Werte  (7)  in  (1)  folgt  für  die  Geraden  auf  der  Fläche  (2): 

# 

und  durch  Kombination  dieser  Gleichungen; 
Auf  dem  hyperbolischen  Parabolaid: 

(8)  |;_il_2x.O 

gibt    es,    den    beiden  Werten   £  =  1    und  e  ^  —  1    entsprechend,   zwei 
Scharen  von  Erzeugenden^^'^): 

(9)  1-4  =  ^,  l{l  +  s±)^2., 
oder  in  homogener  Schreibweise: 

(10)  i-4  =  ^*'  '^(t  +  4)  =  2^- 

Sier  sind  für  A  =  0  attcA  dt«  Scheitderzeugenden  (6)  wn<Z  /wr  A  «=  oo 
die  beiden  Geraden: 

(11)  <-0,     l+e-^^0 

eingeschlossen,   in    denen    das  Paraboloid   die  unendlich   ferne  Ebene 
schneidet^). 


^   I 
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Da  die  darch  die  erste  Gleichung  (9)  dargestellten  Ebenen  eine 
von  X  unabhängige  Stellung  haben  (I  §  42,  3),  so  ergibt  sich: 

AUe  Erzeugenden  jeder  der  beiden  Scharen  Xj  s  sind  einer  festen 
Ebene: 

(12)  i-'T-^' 

einer  Asymptotenebene  (§  62,  3),.jparaÄrf.^^*) 

Diese  geht  durch  die  unendlich  ferne  Erzeugende  der  anderen 
Schar  >L,  — «  in  (11): 

(13)  t~0,    -l--sl=0. 

Die  Gleichungen  (9)  sind  die  bereits  §  62,  (13);  (14)  gefundenen, 
wo  nur  2i7o  : })  und  2^  :p  für  X  gesetzt  war. 

4.  Gleichnamige  und  angleiehnamige  Erseugende.  Nimmt  man 
zu  der  Erzeugenden  (10)  eine  gleichnamige  Erzeugende: 

(10-)  l-^i-^%  X'{l  +  s^)  =  2x, 

so  ist  die  Determinante  der  Koeffizienten  von  2x,  y,  g,  t  ia  den  vier 
Gleichungen  (10)  und  (10'): 

bc  .        ' 

Zwei  Erzeugende^  die  derselben  Schar  angeliören  (zwei  gleichnamige 
Erzeugende)  scJineiden  sich  aiso  niemals. 

Dagegen  schneiden  sich  die  Gerade  (10)  und  die  Gerade: 

(10")  l+4-i'^         X'(l-s±)  =  2x 

im  Punkte: 

(14)  x:y:z:t^~XX':l{X  +  X'):'l{X'-X):l. 

Zwei  Erzeugende^  die  verschiedenen  Scharen  (10)  angeliören^ 
schneiden  sich  stets, ^^) 

5.  Endlicher    Schnittpunkt    von    swei    ungleichnamigen    Er-* 
zeugenden.     Aus  (14)    folgt   sodann  mit  Übergang  zu   nicht  homo* 
genen  Koordinaten^®^): 

Der  Schnittpunkt  der  beiden  ungleidinamigen  Geraden  X,  s  und 
X',  —  €  ist: 

(15)  X^IXX',     y=|-(A  +  X'),     ü  =  ^(l'-X). 

6.  Unendlich  ferner  Schnittpunkt  von  zwei  ungleichnamigen 
Erzeugenden.  Jede  endliche  Erzeugende  A,  €  schneidet  die  ungleich- 
namige unendlich  ferne  Erzeugende  Jl'  ==  oo,  —  a.     Für  den  Schnitt- 
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punkt  folgt  aus  (14),  indem  rechts  durcli  X  diridiert  und  dann  X' »  oo 
gesetzt  wird: 

Die  Erzeugende  X,  e  schneidet  die  ungleichnamige  unendlich  ferne 
£lr zeugende  (13)  im  Punkte: 

(16)  X  :  y  :  e :  t  ^  X  li  \  BC  X  0, 

Daher  sind  die  Bicfdungskosinus  a,  ß^y  der  Erzeugenden  X,  s  (I  §47, 7): 

(17)  a  =  A,    ^  =  |,    y_«,    i-dl/p+^li, 

WO  wir  mit: 

(18)  d  =  sign.  X 

die  Pfeilspitze  der  Erzeugenden  so  w&hlen,  daß  sie  mit  der  ^r-Achse 
einen  spitzen  Winkel  bildet  (cc  >  o)-. 

7.  Erseugende  duroh  einen  Funkt  der  Fläche.  Bei  gegebenem 
Punkte  Xf  y,  t  der  Fläche  (8)  und  gegebenem  «  «=  +  1  oder  —  1  be- 
stimmt jede  der  Gleichungen  (9)  den  Wert  X,  und  zwar  wegen  (8) 
beide  denselben  Wert. 

Durch  jeden  gegebenen  FunU  der  Fläche  geht  je  eine  Erzeugende 
aus  jeder  der  beiden  Scharen.  ^^) 

8.  Farameterdarstellung  der  Erzeugenden.  Die  Gleichungen  (15) 
stellen  bei  festem  X  und  laufendem  X'  die  Erzeugende  X,  £  in  dem 
Sinne  dar,  daß  der  laufende  Punkt  der  Erzeugenden  X,  b  durch  den 
Parameter  A'  der  ungleichnamigen  Erzeugenden  X\  —  6  bestimmt  wird, 
die  durch  ihn  geht.  Der  Scheitelerzeugenden  A'  =  0,  —  a  entspricht 
dabei  der  Punkt: 

(19)  AiXq'^O,    yo^-g"'     ^0 T~* 

Mittels  dieses  Punktes  (19)  und  der  Richtungkosinus  (17)  kann  aber 
die  Erzeugende  X,  s  auch  in  der  Form  (I  §  43,  (2)): 
/cx^.  l8  6Z    ,     &  sei   .    sc 

(20)  ^--f,  y--v  +  T^'  ^---T  +  T^ 

dargestellt  werden,  wo  5  «  J.P  die  Länge  vom  Punkte  Ä  bis  zu  dem 
laufenden  Punkte  P  ist.  Der  Vergleich  der  beiden  Parameter- 
darstellungen (15)  und  (20)  derselben  Punktreihe  X,  s  zeigt  aber,  daß 
die  Parameter  X'  und  s  in  der  Beziehung  stehen: 

(21)  5  =  Y^>t',     X'^-f-,     l^sVb'-tc^+T^ 

Der  Parameter  X'  des  laufenden  Punktes  P  der  Erzeugenden  X,  s 
ist  daher  bis  auf  den  nur  von  X  selbst  abhängigen  Faktor  y  die  ge- 
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meine  Koordinate  s  —  -4P  (I  §  1,  (4))  auf  der  Erzeugenden,  gerechnet 
von  ihrem  Schnittpunkt  A  mit  der  yz-Ebene  (Fig.  159). 

9.  Ähnliche  Punktreihen  auf  den  Brsengenden.  Anf  zwei  Er- 
zeugenden A|,  B  und  X2;  B  der  einen  Schar  „entsprechen  sichf'  gegen- 
seitig zwei  solche  Funkte  P^  und  P^,  die  auf  derselben  Erzeugenden 
Uy  —  B  der  anderen  Sdkar  liegen^  also  gleiche  Parameter  k'  haben.  Ihre 
gemeinen  Koordinaten  (Fig.  160): 

(22)  «i-^,p,-HV,  s,-^,p,-ii,r 

stehen  also  in  der  Beziehung: 

also  in  einem  von  A'  unabhängigen  Yerhältnis.     Dasselbe  gilt  daher 
überhaupt  von  entsprechenden  Strecken  (I  §  1,  (5)).   Es  folgt  also***): 


<.f 


Fig.  159. 


Plg.  161. 


I.  Irgend  zwei  Erzeugende  der  einen  Schar  werden  von  den  Er- 
zeugenden der  anderen  Schar  in  älmlichen  Punktreihen  geschnitten 
(Fig.  161). 

Für  X^^l,  Aj-  -  X  wird  nach  (17);  (18)  auch  ^i  —  —  J,,  also 
nach  (22)  s^  =  —  53.     Es  folgt  daher: 

II.  Zwei  Erzeugende  X  und  —  X  einer  Schar  werden  von  den  Er- 
zeugenden der  anderen  Schar  in  kongruenten   Punktreihen  geschnitten. 

Der  Satz  I  folgt  auch  aus  der  Form  der  Gleichimgen  der  beiden 
Punktreihen,  in  denen  die  Erzeugenden  Xy^,  b  und  X^,  b  von  der  Er- 
zeugenden Xy  —  B  geschnitten  werden,  nämlich  nach  (14): 

^    ^  \{hX^v  —  BcX^w  +  2s)  +  X{X^u -\-hv  +  Bcw)  ^  0. 

Diese  Punktreihen  sind  projektiv  ähnlich,  weil  die  unendlich 
fernen  Punkte  beider  sich  entsprechen  (§  13,  19). 
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10.  Gleichseitiges  Viereck  von  Erzeugenden.    Zu  gleichen  ab- 
soluten Werten  von  >1(>L>0)  gehören  vier  Erzeugende: 

(25)     ^1  =  ^  +  1;    6g  =  X,  —  1;    e^  —  -  ^  +  1;    e^^  —  X,  —  1. 
Sie  schneiden  die  Ebene  x  ^  0  nach  (19)  in  den  Punkten: 

(26) 


^    bX     cX 


bl     cX 


A^^y  -  ^;  -ö  ;     ^4=0,  — 


bX 


2 


2 


Die  Schnittpunkte  a;,  y,  £  je  zweier  ungleichnamiger  von  den  Er- 
zeugenden (25)  sind  nach  (15): 

-^1  =  ^1 X  ^j  ==  1^*,  6A,  0;    iJg  —  63  X  ^4  =-  I A^,  —  6 A,  0; 


(27) 


E^^e^Xe^ |A^0,  cX;    ^^^^»iXe^«-  |X^  0,  -  cX, 


Vier  ^zusammengehörige  Ersieugende 
±  X,  ±  1  bilden  daher  ein  räumliches 
Viereck  E^E^E^E^,  von  dessen  vier  Ecken 
ewei  in  der  xy-  und  0wei  in  der  xz-Ebene 
liegen  (Fig.  162). 

Da  nach    (21)   auf  jeder   der   vier 
Erzeugenden  die  Länge  von  ihrem  Schnitt- 
punkt (26)  mit  der  ya- 
Ebene    bis    zu    jedem 
ihrer  beiden  Endpunkte 
(27):  ±|U  ist,  so  folgt: 

Die  vier  Kanten  des 
Vierecks  E^E^E^E^  ha- 
ben die  gemeinsame 
Länge: 

(28)     d  =  lX 

^'Vi^^x^'X. 

Jedem  Werte  X 
entspricht  ein  solches 
gleichseitiges  Viereck 
mit  der  Seitenlänge  d. 
umgekehrt  gehört  auch 
zu  jeder  gegebenen 
Seitenlänge  d  ein  solches  Viereck,  da  aus  (28)  folgt: 


>a: 


(29) 


5«  +  c' 


+y?W+^- 
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11.  Fadenmodell  des  hyperbolischen  Faraboloids.  Nach  9^  11 
werden  die  gleichnamigen  Seiten  e^  und  e^  in  (25)  von  allen  Er- 
zeugenden der  Schar  f  =  —  1  und  ebenso  e^  und  e^  Yon  allen  Er- 
zeugenden  der  Schar  £» -hl  je  in  kongruenten  Puqktreihen  geschnitten. 

Konstruiert  man  daher  das  gleichseitige  Viereck  E^E^E^E^  als 
festes  Drahtgestell,  teilt  die  Seiten  in  je  n  gleiche  Teile  und  ver- 
bindet die  Teilpunkte  (Fig.  162)  der  gegenüberliegenden  Seiten  durch 
Fäden,  so  erhält  man  ein  Fadenmodell  der  Fläche  (8),  soweit  sie 
innerhalb  des  Vierecks  liegt.  ^^) 

12.  Die  Winkel  des  gleichseitigen  Vierecks«  Die  Richtungs- 
kosinus des  Seiten  des  Vierecks  E^E^E^E^  sind  nach  (17);  (18)  bei 
positivem  l\ 

A      ^      ^.  A      A ?. 

(30) 

—  A     -.  ^_     __  ^  —  A         A     _1 

Für  die  Winkel: 

(31)  9^^^s^^^i?     t^^€^=^e^e^ 

zweier  in  der  xis-,  bezüglich  xy-lSbene  sich  schneidender  Seiten  ist 
nach  (30): 

(32)  oosq^^jr:^^^,,    <^Qs»-x«^5«  +  c' 
und  weiter  mit  Benutzung  von  (21): 

(33)  sin« -J- =  Ar^J""'- =  ;,' ,     sin'f-il. 

Die  paarweise  gleichen  Winkel  tp  und  ^  des  Vierecks  E^E^E^E^ 
sind  mittels  (32)  oder  (33)  durch  die  Konstanten  i*  und  c^  der 
Fläche  (8)  und  den  Parameter  X  dargestellt. 

Durch  Verbindung  der  Formeln  (33)  folgt  auch: 

(34)  .       l_8in«-f-8m»-|-  =  ij. 

13.  Darstellung  der  Eonstanten  der  Flächen  durch  die  Winkel 
des  Vierecks.  Durch  Elimination  von  V  aus  (28)  und  (34)  er- 
hält man: 

(35)  A^  =  rf]/l  -  sin«  -^-  -  sin«  -|i. 
Da  aber  nach  (33)  und  (28): 

(36)  l^^—^^     c'^—jA, 
80  folgt: 
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Die  Konstanten  h-  und  c^  der  Gleichung  (8)  hängen  von  der 
Seitenlange  d  und  den  Winkeln  q>  und  rlf  des  Vierecks  in  der  Weise 
(36)  ab,  wo  für  k^  der  Wert  (35)  zu  setzen  ist 

Da  eine  gegebene  Länge  d  nach  (29)  auf  jeder  Fläche  (8)  vor- 
kommt, so  kann  man  für  das  Viereck  E^E^E^E^  (Fig.  162)  bei  be- 
liebig angenommener  Seitenlänge  d  die  beiden  Winkel  tp  und  ^  will- 
kürlich wählen.  Das  ModeU  (Fig.  162)  stellt  bei  jeder  Wahl  ein 
hyperbolisches  Paraboloid  (8)  mit  den  Eonstanten  (36)  dar. 

14.  Das  bewegliche  Modell  konfokaler  hyperbolischer  Para- 
boloide.  Da  die  Länge  s  in  (21)  nur  von  6*  -f-  <?  abhängt  (§  56,  (27)), 
so  folgt  ebenso  wie  in  §  63,  12,  daß  die  Fläche  (Fig.  162)  beweglich 
und  sich  selbst  konfokal  bleibt,  wenn  man  sie  aus  starren  Erzeugen- 
den herstellt,  die  in  den  Gitterpunkten  drehbar  miteinander  ver- 
schränkt sind.^*®) 

15.  Zwei  Bueinander  senkrechte  Erzeugende.  Die  Bedingung, 
daß  zwei  gleichnamige  Erzeugende  A,  b  und  X\  s  oder  zwei  ungleich- 
namige >L,  B  und  X",  --  B  zueinander  senkrecht  sind,  lautet  nach  (17) 
bezüglich: 

(37)       W+V+c'^O  (38)       ;ir+i«-c«=o. 

I.  Zu  jeder  Erzeugenden  X,  s  gibt  es  stets  eine  bestimmte  gleich- 
fiamige  und  eine  bestimmte  ungleichnamige  Erzeugende: 

(39)      r=-^'4^,5,  (40)      r=-^'p-'-, -6, 

die  zu  ihr  senkrecht  ist. 

Nur  für  die  beiden  Scheitelerzeugenden  A  =  0  würde  X'  und, 
für  6^  +  c^  auch  T  (vgl.  (11))  cx). 

Bei  dem  gleichseitigen  hyperbolischen  Paraboloid  §  62,  (17), 
für  das: 

(41)  6«  «  c« 

ist,  werden  die  zu  A,  b  senkrechten  Erzeugenden: 

(42)  X' ^ ,  €  und  (43)         T  =  0,  -  £ : 

II.  Beifn  gleichseitigen  hyperbolischen  Paraboloid  ist  jede  endliche 
Erzeugende  zu  der  ungleichnamigen  Scheitelerzeugenden  senkrecht}^^) 

16.  Ort  der  Funkte  mit  senkrechten  Erzeugenden.  Drück 
man  in  der  Bedingung  (38)  mit  Rücksicht  auf  7  mittels  der  ersten 
Gleichung  (9)  die  Parameter  X  und  X"  durch  die  Koordinaten  a;,  y,  z 
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des  Punktes  aus,  durch  den  die  Erzeugenden  X,  €  und  l'\  —  e  gehen, 
so  nimmt  sie  die  Form  an: 


a-'v)(i;-+'T) +»•-«■-<'■ 


Da  aber  der  Punkt  x,  y,  z  auf  der  Fläche  (8)  liegt^  so  folgt  ^: 

ni.   Der   Ort  der    'Punkte  des  hyperbolischen   Pardbüloids,  durch 

die  gwei  zueinander  senkrechte  Erzeugende  gehen^  ist  die  Hyperbel,  in 

der  es  von  der  Ebene: 

h* -t 

(44)  X ^ 

geschnitten  wird  (vgl.  §  64,  1). 

Beim  gleichseitigen  hyperbolischen  Paraboloid  zerfallt  diese 
Hyperbel,  in  Übereinstimmung  mit  16,  II,  in  die  beiden  Scheitel- 
erzeugenden. 

17.  Drei  zueinander  senkreohte  Erzeugende.  Die  Bedingung, 
daß  die  beiden  Erzeugenden  (39)  und  (40)  ihrerseits  aufeinander  senk- 
recht sind,  lautet  nach  (17): 

(45)  (V  +(^+l^)  (6*  -  c*)  =  0. 

Auf  dem  allgemeinen  hyperbolischen  Paraboloid  [b*  +  c*)  gibt  es 
keine  drei  meinander  senkrechten  Erzeugenden;  auf  dem  gleichseitigen 
bestimmt  jede  Erzeugende  Jl,  a  mit  der  gleichnamigen  senkrechten  (42) 
und  der  ungleidinamigen  Scheitelerzeugenden  ein  System  von  drei  zu- 
einander senkrechten  Erzeugenden  (vgl.  §  64,  3). 


n.  Abschnitt. 

Beziehungen  Ton  Punkten,  Geraden  nnd  Ebenen  zur 
Fl&che  zweiter  Ordnung  oder  Klasse. 

I.  Kapitel. 

Die  Fläche  zweiter  Ordnung. 

§  66.    Die  allgemeine  Gleicliimg  der  Fliehe   zweiter  Ordnung   in 

gemeinen  Pnnktkoordinaten. 

1*  Gleichung  in  gemeinen  Koordinaten.  Die  Gleichungen  §  53, 
(4);  (6);  (7);  (15);  (19);  (29);  (30);  (31);  §  54,  (1);  §  55,  (1);  §  56,  (1) 
haben  das  gemeinsame  Merkmal,  daß  sie  in  den  Koordinaten  vom 
zweiten  Grade  sind. 

Wir  betrachten  daher  jetzt  die  aUgemeine  Gleichung  zweiten  Grades 
zwischen  rechtimnkligen  gemeinen  Koordinaten  x,  y,  z^^): 

(1)  g(x,  ffy  z)  =  ff^a:*  +  a„y*  +  a^^z^  +  2a^^yz  +  2a^^zx  +  2a^^xy 

+  2a^^x  +  2a^^y  -f-  2a^^z  +  a^  =  0, 

wo  die  zehn  Koeffizienten  a^j{Jkjl=-  1,2,3,4)  beliebige  reelle,  nicht 
sämtlich  verschwindende  Konstanten  sind.  Für  die  Bezeichnung  soll 
immer  gelten: 

(2)  «*,  =  «,*. 

2.  Gleichung  in  homogenen  gemeinen  Koordinaten.  In  ho- 
mogenen gemeinen  Koordinaten  (I  §  47,  (1))  lautet  die  Gleichung  (1): 

(3)  f{x,  y,  Zy  t)  =  a^^x^  +  a^^y^  +  a^^z'^  +  2a^^yz  +  2a^^zx  +  2a^^xy 

+  2ay^xt  +  2a^^yt  +  2a^^zt  +  a^fi  =  0. 

Zwischen  den  linken  Seiten  der  Gleichungen  (1)  und  (3)  besteht  die 
Beziehung: 

(4)  f{x,y,z,l)^g{x,y,z). 

Der  Vorteil  der  Schreibweise  (3)  gegenüber  (1)  besteht  schon  äußerlich 
darin,  daß  die  Gleichung  (3)  immer  vom  zweiten  Grade  bleibt,  auch 
wenn  a^^,  a^^,  ^93;  a^^,  a^j,  a^^  verschwinden.  Während  dann  (1) 
auf  den  ersten  Grad  sinkt,  erhält  (3)  die  Form: 

(2ai^x  +  2a^^y  +  2a^^z  +  a^t)t=^0, 

23* 
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stellt   also   ein   Ebenenpaar   dar^   dessen   eine  Ebene   unendlich   fem 
ist  (I  §  47,  (6)): 

Jeiie  durch  eine  Gleichung  von  der  Form  (3)  öktrgestdUe  Flädie 
soU  als  Fläche  zweiter  Ordnung  gelten  (I  §  72,  (3)). 

.3.    Die  Ableitnngen   der  Funktion  f.     Die   halben    partiellen 
Ableitungen  der  Funktion  f  in  (3)  bezeichnen  vnr  zur  Abkürzung  mit: 

fi(x,  y,  g,  t)  =  aji«  +  o,jy  +  a^^g  +  a^J;, 
f^{x,  y,  e,  t)  =  Of^x  +  a^y  +  a„g  +  a^J, 
/",(«,  y,  1,  t)  —  Oji«  +  Ot^y  +  a^e  +  a^t, 

.  fi{x,  y, «,  0  ■=  «41^  +  «4sy  +  ««« +  atj. 

Danach  ist  identisch  m  x,  y,  z,  t: 

(6)     fx{x,  y,  g,t)x  +  f^{x,  y,  g,t)y  +  /",(«,  y,  g,t)g  +  /^(ar,  y,  e,  ()  t 

^  -  f{<^,y,i,t) 

und  identisch  in  x,  y,  g,  t  und  x',  y,  e,  t': 

fi(x,y,2,t)  X  +  f^{x,y,z,t)  y  +  ft{x,y,g,t)  z'  +  f^(x,y,g,  t)  f 
.  - /i(«»',0 «  +  ft{^,y',i',i)  y  +  fi{x,y',g',f)  z  +  fJix',y',e,t')  L 


(5) 


(7) 


(8) 


4.  Die  Ableitungen  der  Funktion  g.     Die   mit  ^  »  1    aus  (5) 

entstehenden  Ausdrücke  bezeichnen  wir  mit: 

9i{^j  Vy  ^)  =  »11«  +  ««y  +  «18^  +  »u; 
9i{^y  Vj  ^)  =  »»1«  +  »««y  +  «23^  +  «2i> 
?8(«7  y>  ^)  ==  »81«  +  »82^  +  »83^  +  »84^ 

l  ^^(a;,  y, ;?)  ==  a^iX  +  a^y  +  a^^  +  a^^. 
Mit  ^  =  1   folgt  daher  aus  (6): 

(9)  9i{^y y; ^) «  +  fl'sC«,  yy^)y  +  9fi{^,y,«)^  +  9^{^,yy^)  =  9i^,y,^)- 

5.  Die  quadratischen  Glieder  von  g.  Die  Gleichung  (1)  ent- 
hält sechs  quadratische j  drei  lineare  Glieder  und  ein  hmstantes  Glied. 
Wir  setzen  zur  Abkürzung: 

(10)  h{x,  y,  z)  «  a^^x^  +  a„y*  +  »33^*  +  Za^sy^  +  2a^^0X  +  2aija?y 

und   bezeichnen    die   halben    partiellen    Ableitungen   von   h   zur   Ab- 
kürzung mit: 

f  hipj  y;  ^)  =  »11«  +  »isy  +  aj8^7 

'^2(«;  y^  ^)  =  »21«  +  »22y  +  »28^> 
l  *s(«;  y;  ^)  =  »31«  +  »82y  +  »88^- 

Dann  ist  identisch  in  x,  y,  0: 

(12)       \{x,  y,e)x  +  h^{x,  y,z)y  +  h^(x,  y,z)z=^  h(x,  y,  z), 


(11) 
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ferner  identlBcli  in  a?,  y,  e  und  x\  y\  z\ 

(13)  \(x,  y,  z)x+  h^(x,  y,  g)y'+h^{x,  y,  z)» 
=  \  {x\  y%  z)  x-\rK  {x,  y\  z)  y  +  ä,  {x\  y\  /)  z . 

Endlich  sei: 

(14)  \{x,  y,  jßf)  =  a«  ^  +  0^42  y  +  ^4&  ^r 

6.  Die  Determinante  der  Fläche.  Die  aus  den  Koeffizienten  der 
linearen  Funktionen  (5)  gebildete,  wegen  (2)  symmetrische  (I  Anm.  1, 
IV,  6)  Determinante  vierten  Qrades: 


(16) 


A^ 


»11 

«IS 

«18 

«14 

«M 

O,, 

«M 

«24 

% 

«M 

«J» 

«J4 

«« 

«« 

o« 

«44 

nennen  wir  rfie  Determinante^^)  der  Fläche  (1)  oder  (3).  Ihre  Unter- 
determinanten  dritten  Grades  bezeichnen  wir  (I  Anm.  1,  HI,  (2))  mit 
Aj^^  =  Ä^j^  QCyl'^  1,2,  3,  4),  ihre  ünterdeterminanten  zweiten  Grades 
(I  Anm.  1,  III,  (4))  mit  a^,  —  a,^  (fc,  ?  =  1,  2,  3,  4,  5,  6),  endlich  die 
aus  den  Ä^^  gebildeten  ünterdeterminanten  zweiten  Grades  (I  Anm.  1, 
in,  (12))  mit  A^,  (Ä,  Z  =  1 , 2, . . .,  6). 

7.  Transformation  auf  ein  schiefwinkligea  System.  Um  die 
auf  ein  rechtwinkliges  Koordinatensystem  Oxyz  bezogene  Gleichung 
(1)  auf  ein  neues  recht-  oder  schiefwinkliges  System  ß^i^f  über- 
zuführen, dessen  Anfangspunkt  i2  die  Koordinaten  Xq^  y^,  Zq  hat  und 
dessen  Achsen  die  Richtungskosinus  a^,  ß^,  y^]  c^,  ß^,  y^]  a,,  ß^,  y^ 
haben  (I  §  37,  (13)),  dienen  die  Pormehi: 

x^x^  +  Uj^l  +  a^rj  +  «aS, 

(16)  y=yo  +  /3iS  +  A^  +  Af, 

Die  Gleichung  (1)  wird  daher  in  dem  neuen  System: 

(17)  9(^,  y,  ^)  =  9(^0+  «i5  +  €c^V  +  «8^  yo+  ßii  +  ßiV  +  ftf; 

^o+yii  +  rtv  +  ynt)  =  o 

oder  nach  S;  ^>  t  geordnet: 

(18)  9{x,y,z)  -  a;,l' +  a;,ri' +  a^^t' +  2a;,7it+ 2a;,n  +  ^a^^U 

+  2a;j  +  2a;,7i  +  2a,;g  +  <,  =  0, 
wo  die  neuen  Koeffizienten  die  Werte  haben  (§  9,  7): 


(19) 


(20) 
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^zi-K(^sfßi,y9)^i+K(fh,ß9,yi)ßi+tH(fh7ßi,yi)yiy 
<*i9^hi<^ußuyi)^.t+fH{(h,ßuyi)ßi+K{<^iyßi,yi)y2] 

(^L-ffi'^s  +  gi'ßz+ff.'ys'^ 

(21)  a;,  =  (/(iCo,  j/o,  ^0)  =  ^''• 

Die  allgemeine  Form  der  Gleichung  (1),  bezüglich  (3)  bleibt 
daher  in  jedem  recht-  oder  schiefwinkligen  Koordinatensystem  dieselbe. 
Die  Ordnung  der  Fläche  ist  Tom  Koordinatensystem  unabhängig,*^ 

8.  Ordnung  der  Sohnittkurve  mit  einer  Ebene.    Die  Qleichong 

(18)  liefert  mit  g  -  0  (I  §  49,  2)  in: 

(22)  a;,i^  +  a;,ri*  +  2a;,iri  +  2a;j  +  2a;,  t;  +  a,',  =  0 

die  Schnittkurye  der  Fläche  (1)  mit  der  ^i^-Ebene  in  laufenden  Koordi- 
naten g,  rj  (§  9,  (19)). 

Da  aber  diese  Ebene  für  (16)  neben  dem  ursprünglichen  Koordi- 
natensystem Oxys!  ganz  beliebig  gewählt  werden  kann,  so  folgt: 

Die  Fläche  zweiter  Ordnung  wird  von  einer  Ebene  in  einer  Kurve 
zweiter  Ordnung  (einem  Kegdsdinitt)  geschnitten.*^) 

Eine  Ausnahme  tritt  nur  ein,  wenn  alle  Koeffizienten  der  Glei- 
chung (22)  verschwinden;  die  Ebene  gehört  dann  in  ihrer  ganzen 
Ausdehnung  der  Fläche  an  (vgl.  §  53,  (31)). 

Die  Schnittkurve  der  FläcJie  mit  der  unendlich  fernen  Ebene  geht 
aus  (3)  mit   ^  —  0  hervor: 

(23)  h(x,  y,  z)  =  ai^x^+a^y^+  a^^^z^  +  2023^^6?  +  2a^iZX  +  2a^^xy  =  0, 

dargestellt  in  laufenden  Koordinaten  x,  y,  z  dieser  Ebene  (I  §  49,  2). 
Sie  ist  ebenfalls  von  der  zweiten  Ordnung.^) 

9.  Das  Schnittpunktpaar  mit  einer  Geraden.  Die  Gleichung 
(18)  Hefert  mit  iy  -  0,  g  =  0  (I  §  49,  12)  in: 

(24)  <l'  +  2a;j  +  a;,  =  0 

das  Schnittpunktpaar  der  Fläche  (1)  mit  der  | -Achse  in  der  Koordi- 
nate g  (§  7,  (9)). 
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Da  diese  Achse  für  (16)  neben  Oxya  ganz  beliebig  gewählt 
werden  kann,  so  folgt: 

Die  Fläche  zweiter  Ordnung  wird  von  einer  Geraden  in  zwei 
Punkten  (einem  Punktepaar)  geschnitten.^^) 

Eine  Ausnahme  tritt  nur  ein,  wenn  alle  Koeffizienten  der  Glei- 
chung (24)  verschwinden;  die  Gerade  gehört  dann  in  ihrer  ganzen 
Ausdehnung  der  Fläche  an  (§  63^  3). 

Die  Schnittpunkte  mit  einer  unendlich  fernen  Geraden  gehen  aus 
der  homogenen^  in  S,  ly,  5,  t  geschriebenen  Gleichung  (18)  mit  S=«0, 
T  -  0  (I  §  49,  12)  hervor: 

(25)  <,!>  +  2a,;|i?  +  a^.ri'  =  0 
(§  7,  (33)). 

10.  Häohe  zweiter  Ordnung  duroh  neun  Punkte.  Die  all- 
gemeine Gleichung  (1)  der  Fläche  zweiter  Ordnung  ist  linea/r  und 
homogen  in  den  zehn  Koeffizienten  a^^^  Sind  daher  neun  Punkte 
x^j  y^,  Zi{i^  1;  2,  . . .,  9)  der  Fläche  gegeben,  so  sind  durch  die  neu/n 
linearen  homogenen  Gleichungen  (i=  1,  2, . . .,  9): 

(26)  ^''^•*  "*"  ^^^'^  "^  ^*^^''  "^  '^^tzVi^i  +  äaai^i^i  +  ^(^i^^iVi 

+  2a^^Xi  +  2aj4j/.  +  '^a^^z^  +  a^  =  0 

die  neun  Verhältnisse  der  Koeffizienten  a^^,  bestimmt.  Man  erhält 
die  Gleichung  der  Fläche  zweiter  Ordnung,  die  durch  die  gegebenen 
Punkte  geht,  indem  man  aus  den  zehn  Gleichungen  (1)  und  (26)  die 
Koeffizienten  eliminiert  (§  9,  (27)): 

(27)  x^     y^     z^     yz    zx    xy    X    y    z    1   =0, 


x' 

y' 

e^ 

y« 

ZX 

xy 

X 

y 

z 

1 

X,' 

yi' 

^x* 

.   •   • 

•      •      • 

y.' 

«      • 

a         •         « 

Die  Fläche  zweiter  Ordnung  ist  daher  im  allgemeinen  durch  neun 
Punkte  bestimmt^) 

§  67.  Schnittpunkte  einer  Geraden  mit  der  Fläche, 
Tangenten  und  Tangentialebenen. 

1.  Gleichung  des  Schnittpunktepaar  es  in  gemeiner  Koordinate. 

Neben  der  Fläche  §  66,  (1): 

(1)  g{x,y,z)^0 

sei  eine  gerade  Linie  durch  ihre  Parameterdarstellung  (I  §  43,  (2)): 

(2)  X  =XQ+as,    y^yo+ßSj    z^Zq+  ys 
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gegeben^  wobei  P^  »  r^^  ^0,  Zq  ein  fester  Punkt,  a,  ß,  y  die  Richtnngs- 
kosinus  der  Geraden  und  s  der  relative  Abstand  T^F  ibres  laufenden 
Punktes  P  =■  a:,  y,  £?  von  Pq  ist  (Fig.  163).  Die  Gleichungen  der 
Linie  (2)  sind: 

(3)  X  —  x^\y  --  y^\  z  —  z^^  a\  ß  \  y. 

Die  Bedingung,  daß  der  laufende  Punkt  P  der  Geraden  (2)  auf 
der  Fläcbe  (1)  Uegt:") 

g{x^  +  as,    yo  +  /3«;    ^0  +  7^  '^  0, 
gibt  entwickelt  (§  66,  (16)-(21)   und  (24)  mit  i?  -  0,  5  =  0,  g  =  5, 

«i;/*!.  yi  =  «;  A  r)- 

(4)  Ä(a,  ft  y)s«  +  2(sr,»«  +  (/,<>/»  +  (/,>>  +  / -  0. 

Die  Gleichung  (4)  is^  efie  Gleichung  des  Punktepaares,  in  dem  die 
Gerade  (2)  die  Fläche  (1)  schneidet.  Ihre  Wurzeln  s^  und  s^  sind 
die  gemeinen  Koordinaten  der  Schnittpunkte  S^  und  S^  auf  der  Geraden 
in  bezug  auf  P^  (§  7,  (1);  §  10,  (4)). 

Die  Strecke  zwischen  den  beiden  reellen  oder  nicht  reellen  Punkten 
Si  und  5g  heißt  eine  Sehne  der  Fläche.**) 


CA.,} 


x^U 


r^'X^YöX^ 


Fig.  16S. 


««3^«f< 


Fig.  164. 


2.  Gleichung  des  Sobnittpunktepaares  in  VerhSltniBkoordinate. 

Die  Fläche  (1)  sei  in  der  homogenen  Form  §  66,  (3): 

(5)  f{x,y,z,t)^0 

dargestellt  und  dementsprechend  die  gerade  Linie  durch  die  homo- 
genen Koordinaten  x^jy^yZ^,t^  und  x^^y^yZ^,  t^  zweier  fester  Punkte 
Pi  und  Pg  gegeben  (Fig.  164).  Ihr  laufender  Punkt  hat  dann  Ko- 
ordinaten von  der  Form  (I  §  47,  (26')): 

(6)  QX  =  x^+  kx^,     Qy^Vi+^yi,     9^  ^^1  +  ^^27    Q^=^k+^^f 
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wo  Q  ein  Proportionalitätsfaktor  und  A  die  multiplizierte  Yerhaltnis- 
koordinate  des  Punktes  P  in  bezug  auf  P^  und  P,  ist. 

Für  die  Parameter  der  Schnittpunkte  der  Geraden  und  der  Fläche 
ist  dann:*^) 

oder: 
wo: 

(8)  /ii  =  /■(«!,  yi,«i,<i),  /W ■=/■(«!.  y*,«»»^) 

und  (§  66,  (7)): 
und  hierin: 

2We  Gleichung  (7)  i«^  (?/6  Gleichung  des  Punkt^aares,  in  dem 
die  Gerade  F^P^  die  Fläche  (5)  schneidet.  Ihre  Wurzeln  X^  und  X^ 
sind  die  multiplizierten  VerhaltnisJcoordinaten  der  Schnittpunkte  S^  und 
S^  in  hezug  auf  P^  und  Pj  (§  7,  (30);  §  10,  (7)). 

Mit  (I  §  47,  9): 

(11)  x^^x^,y^^y^,0^^zJ^^V,  x^^a,y^=ß,z^^y,t^^O',  t^l]  k^s 

geht   die   Darstellung  (6)  in   (2)   und  ^cc/3f 

die  Gleichung  (7)  in  (4)  über. 

3.  Tangente  in  einem  Funkte 
der  Fläche.  Eine  Gerade,  deren  beide 
Schnittpunkte  S^  und  S^  mit  der  Fläche 
in  einen  einzigen  Punkt  S^  =  S^  zu- 
sammenfallen, heißt  eine  Tangente  der 
Fläche  in  diesem  Punkte,  der  Punkt 
selbst  ihr  Berührungspunkt. 

Um  die  Tangente  in  einem  Punkte 

Pq^  ^07  Vo)  ^0  ^^^  Fläche  (1)  zu  erhalten,  nehmen  wir  diesen  Punkt 
(Fig.  165),  für  den: 

(12)  9'-ff{x,,y,,z,)^0 

ist,  als  Anfangspunkt  der  Geraden  (2).  Der  eine  der  Schnittpunkte 
S^  und  82  fällt  dann  in  Pq,  indem  die  Gleichung  (4)  infolge  von  (12) 
eine  Wurzel  s  =  0  gibt.  SoU  auch  die  andere  Wurzel  5  *=  0  werden, 
muß  sein  (§  10,  (13)): 

(13)  g,'cc  +  g,'ß  +  g,'y  ^  0. 


Fig.  165. 
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Die  Gerade  (2)  ist  also  Tangente  der  Fläche  (l)  im  Punkte  P^, 
wenn  ihre  Bichtungskosinus  der  Bedingung  (13)  geniigen. 

Auf  entsprechende  Weise  folgt  aus  (7): 

Die  Verbindungslinie  eines  Punktes  P^^x^yy^,  ^u^i  ^^  Flädke 
(5),  der  die  Gleichung: 

(14)  /ii  =  /'(^i,yi,^i,<i)=-o 

erfüllt,  mit  einem  anderen  Punkte  P%'=^  x^,  y^,  e^j  t^  ist  Tangente  der 
Fläche  in  Pj,  wenn  P,  der  Bedingung  genügt: 

(15)  fi.  -  h'^'x,  +  f,^^)y,  +  U^')B,  +  n%  =  0. 
Mit  (11)  geht  (15)  wieder  in  (13)  über. 

4.  Die  Tangentialebene  in  einem  Punkt  der  Flfiohe.  Die  Glei- 
chung (13)  gibt  nach  (3)  für  den  laufenden  Punkt  einer  Tangente  in 
Pq  die  Bedingung*^: 

(16)  g,\x  -  xo)  +  g^iy  -  y^)  +  g,\z  -  ^  -  0. 

I.  Der  Ort  der  im  Punkte  P^  =  x^^j  y^,  0^  an  die  Fläche  (1)  gdegten 
Tangenten  ist  dalier  eine  Ebene,  die  Tangentialebene  der  Fläche  im  Punkte 
Pq.    Der  Punkt  selbst  ist  der  BerUhrungspunkt  der  Tangentialebene. 

IL  Jede  durch  den  Berührungspunkt  einer  Tangentialebene  in  ihr 
gelegte  Gerade  ist  Tangente, 

III.  Die  Tangentialebene  der  Fläche  (1)  im  Punkte  P^,  der  die 
Bedingung  (12)  erfiäU,  ist  in  laufenden  Koordinaten  x,  y,  b  durch  die 
Gleichung  (16)  dargestellt. 

Indem  man  auch  in  (15)  den  Punkt  Pg'^  Xj;  J/s;  ^«^  ^  ^  laufen- 
den Punkt  ansieht  und  den  Index  2  unterdrückt^  findet  man: 

Die  Tangentialebene  der  Fläche  (5)  im  Punkte  P^,  der  die  Be- 
dingufig  (14)  erfüllt,  ist  in  laufenden  Koordinaten  x,  y,  b,  t  durch  die 
Gleichung  dargestellt:  • 

(17)  f.^'^x  +  f,^')y  +  f^^')z  +  f^'H  =  0. 

Hieraus  folgt  aber  mit  x^  =  Xq,  yx^y^,  ^i="^o;  ^i^lj  ^=1 
eine  andere  Form  der  Gleichung  (16)  (vgl.  §  66,  (9)): 

Die  Gleichung  (16)  der  Tangentialebene  im  Punkte  Xq,  y^,  b^  kann 
auch  in  der  Form: 

(18)  gi'x  +  g,^y+g,'B  +  g^^^O 

geschrieben  werden  (auch  für  schiefwinklige  Koordinaten,  wie  §  10,  3). 

6.  Die  Normale  der  Fläche.  Die  Normale  der  Fläche  (1)  im 
Punkte  oCq,  y^,  Bq,  die  auf  der  Tangentialebene  senkrecht  steht,  JuU 
die  Gleichungen  (§  10,  (19)): 

(19)  ^  -  x^:  y  -  y^:  B  -  Bq  ^  g^^ :  g^^  :  g^^. 
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6,  Tangente  von  einem  beliebigen  Funkt  an  die  Fläche.  Die 
beiden  Schnittpunkte  der  Geraden  (2)  mit  der  Fläohe  (1)  fallen  bei 
beliebiger  Lage  von  Pq  zusammen  (Fig.  166)^  wenn  die  beiden  Wurzeln 
der  quadratischen  Gleichung  (4)  gleich  sind,  also: 

(20)  /Ä(a,  ß,  y)  ~  (y.^a  +  g,'ß  +  g.^yY  =  0. 

Unter  dieser  Bedingung  üt  die  von  einem  beliebigen  Punkte  x^j 
y^y  Zq  des  Baumes  in  der  Bicti-  ^^.^oc/Sf 

tung   a,  ß,  y   atisgehende   Gerade  ^^^^-''''^yx 

eine  Tangente  der  Fläche  (1). 

Ebenso  ist  nach  (7)  die  Ver- 
bindungslinie  zweier  Punkte  x^) 

Vij  ^i;  h   ^^^  ^%y  Viy  ^%>  h   eine 
Tangente    der   Fläche   (5)   unter 

der  Bedingung: 

(21)-        Un-fU-^- 

?•  Berührungskegel  an  die  ^^  ^^^ 

Pläohe.     Der  Ort  der  von  einem 

Punkte  an  die  Fläehe  gelegten  Tangenten,  ist  der  Tangentenkegd  oder 
Berührungskegel.  **) 

Die  Gleichung  (20)  gibt  nach  (3)  für  den  laufenden  Punkt 
P^x,yyZ  (Fig.  166)  einer  durch  Po  gehenden  Tangente  (§  10,  (21)): 

(22)  /Ä(a:-rCo,y-yo,  ^-'2ro)-(flfi«(a;-a?o)+fl'j'(y-yo)+V(^-^o))'=0. 

Diese  Gleichung,  die  in  den  DiflFerenzen  x  ^  x  —  x^,  y  =  y  —  ^o; 
js^s  —  Zq  (I  §  37,  (D)  homogen  ist,  stellt  (I  §  72,  (16))  einen  Kegel 
zweiter  Ordnung  dar  (s.  auch  §  80,  (19)). 

Der  vom  Punkte  Xq,  y^,  Zq  an  die  Fläche  (1)  gelegte  Tangenten- 
kegel ist  ein  Kegel  zweiler  Ordnung  und  hat  die  Gleichung  (22). 

Indem  man  in  (21)  den  Punkt  Xj,  y,,  z^,  t^  als  laufenden  Punkt 
ansieht  und  den  Index  2  fortläßt,  findet  man  ebenso: 

Der  vom  Punkte  x^,  y^,  z^y  tj^  an  die  Fläche  (5)  gelegte  Tangenten- 
kegel  hai  die  Gleichung: 

(23)  f,,f{Xy  y,  Zy  t)  -  (//^)a;  +  /,(«)y  +  U'^z  +  U'Hy  =«  0. 

Hieraus  folgt  mit  x^-^Xq,  yi  =  yo>  ^i'^^o»  ^i=  1;  ^=1  mit 
Rücksicht  auf  (8);  (10)  und  §  66,  (4);  (8)  eine  andere  Form  der 
Oleichung  (22): 

Die  Gleichung  des  Tangentenkegels  vom  Punkte  Xq,  y^y  Zq  an  die 
Flache  (1)  kann  auch  in  der  Form  geschrieben  werden  (§  10,  (24)): 

(24)  /9(^;  y,  ^)  -  {9i^  +  9,'y  +9>  +  9,'f  -  0. 
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8.  (Gerade  Linien  auf  der  Fläche.  Wenn  in  der  Gleichung  (4) 
alle  drei  Koeffizienten  verschwinden,  gehören  aUe  Punkte  der  Geraden 
(3)  der  Fläche  (1)  an;  die  Gerade  ist  eine  Erzeugende  (Infleximis- 
oder  Haupttangente)  der  Fläche,^  Zwischen  a;^,  y^,  z^  nnd  a,  ßj  y 
in  (3)  bestehen  also  dann  die  Gleichungen: 

(25)  5«=-0,    i^>  +  V/3  +  Vy  -  0,    Ä(«,/S,y)-0. 

Ist  x^y  y^j  Zq  irgendein  Punkt  der  Flache,  so  ist  die  erste  Be- 
dingung (25)  erfüllt,  während  die  beiden  anderen  Bedingungen  (25) 
eine  Gleichung  ersten  und  eine  zweiten  Grades  für  die  Yerhältnisse 
von  a,  ß,  y  darstellen. 

Dmrch  einen  Punkt  x^,  y^,  z^  der  Fläche  gehen  daher  ztcei  (reelle 
oder  imaginäre)  Erzeugende  (§  63,  6)^^*). 

Sie  gehören  nach  (12);  (13)  zu  den  Tangenten  des  Punktes. 

Ihre  Gleichungen  sind  nach  (25)  und  (3): 

(26)  gr\x-x^)+g^\y-y^+g^\z-z^=i),  h{x-x^y  y-y^,  z-z^)^0. 

Sie  werden  also  avis  der  Tangentialebene  (16)  durcli  den  Kegel  zweiter 
Ordnung  ä  =  0  (I  §  37,  (1);  I  §  72,  (16))  ausgeschnitten  (der  vom  Punkte 
^o>  Vof  ^0  ober  der  unendlich  fernen  Kurve  §  66,  (23)  errichtet  ist.) 
In  homogenen  Koordinaten  sind  nach  (7)  die  Bedingungen  daf&r^ 
daß  die  Verbindungslinie  zweier  Punkte  eine  Erzeugende  ist: 

(27)  fn-0,    /;,=  0,    /•j,=  0, 

und  sind  daher  die  Gleichungen  der  Erzeugenden  im  Punkte  x^^y^^z^,  t^ 
in  laufenden  Koordinaten  x,  y,  z,  t  mit  Rücksicht  auf  (9): 

(28)  f,Wx  +  U'^y+f,Wz  +U'H=0,  f{x,  y,  z,  t)  =  0,  {f{x„  y„  e„  t,)  =  0). 

Sie   erscheinen  hier  als  SchnittUniin  der  Flädie  setbst  mit  der  Tan-- 
gentialebene  (17)  des  Punktes. 

9«  Begriff  des  Doppelpunktes  der  Fläche.  Wenn  neben  (12) 
die  Bedingung  (13)  identisch  in  a:  ß  :  y  erfüllt  ist,  schneidet  jede  durch 
den  Punkt  Xq,  y^,  Zq  der  Fläche  geltende  Gerade  die  Fläche  in  zwei 
zusammenfallenden  Punkten  und  ist  in  diesem  Sinne  Tangente,  Der 
Punkt  heißt  dann  ein  Doppdpunkt  oder  singulärer  Punkt  der  Fläche. 
Jede  durch  ihn  gehende  Ebene  hat  nach  4,  I  als  Tangenti<dd>ene  in 
ihm  zu  gelten. 

Die  Bedingungen  des  Doppelpunktes  sind  somit: 

(29)  <;i<>=0,    ^,»=0,    (/,«=0,    /=0 
oder  nach  §  66,  (9): 

(30)  (7i»-0,     (7,0-0,     (,,0=0,    (,,o_o. 
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Für  homogene  Koordinaten  muß  neben  (14)  die  Gleichung  (15) 
identisch  in  x^:y^:  e^'  ^«  bestehen,  wenn  a?,,  y^,  e^j  ^  ein  Doppel- 
punkt sein  soll,  so  daß  die  Bedingungen  lauten: 


(31) 


/;w=o,  ^,(»=0,   /i^-o,  /-.w-o. 


Sie  haben  nach   §  66,  (6)  die  Bedingung  (14)  zur  Folge.     Sie 

gehen  mit  ii?i,  yi,  ^i,  ^i  =  ^o;  ^o?  ^o?  ^  ^  ^^®  Bedingungen  (30)  über 
(§  66,  (5);  (8)),  sind  aber  insofern  allgemeiner  als  diese,  als  sie  auch 
unendlich  ferne  Doppelpunkte  zulassen.  Wir  sagen  daher  unter  Weg- 
lassung des  Index  0  und  1  überhaupt  ^^): 

Ein  Punkt  a;,  y,  e,  t  ist  Boppdpunkt  der  Fläche  (5),  wenn  er  den 
Bedingungen  entspricht  (§  10,  (28)): 

/i  ==  a^iX  +  a^^y  +  a^^z  +  a^J  —  0, 
/» =  «31^  +  «8sy  +  ^38^  +  »34^  =-  0, 

fi.^  »41^  +  »42y  +  ^43^  +  «44^  ="  0. 


(32) 


§  68.  Harmonische  Pole,  Polarebene  eines  Punktes,  reziproke  Polaren. 

1.  Mittelpunkt  und  Biohtung  einer  Sehne.      Die   quadratische 
Gleichung  §  67,  (4)  hat  zwei  entgegengesetzt  gleiche  endliche  Wurzeln, 
wenn :  cc/3y 
(1)           9i'^  +  9,'ß+9z'y-0, 
ohne  daß  Ä(a,  /3,  y)  verschwindet.     Der 
Punkt  Po  ist  dann  (§  7,  (23))  der  Mittel- 
punkt der  Sehne  S^S^  (Fig.  167). 

Zwischen  detn  MittdpunJct  x^^y^j  z^ 
und  der  Richtung  a,  /?,  y  einer  Sehne 
der  Fläche  besteht  daher  die  Gleichung 

(1)  (§  11,  (D). 

2,  Die  einer  Richtung  konjugierte 
Ebene.    Bei  fester  Richtung  a,  ß,  y  ist 

(1)  eine  lineare  Gleichung  für  x^,  y^,  z^. 
Es  folgt  daher  mit  Unterdrückung  des  Index  0: 

Ber  Ort  der  Mittelpunkte  eines  Systems  paralleler  Sehnen  von  ge- 
gebener Richtung  ccy  ß,  y  ist  eine  Ebene  (§  11,  (2)): 

(2)  ag^{x,  y,  z)  +  ßg,{x,  y,  z)  +  yg^{x,  y,  z)  =  0, 
welche  die  der  Richtung  a,  ß,  y  konjugierte  Ebene  heißt.  ^) 

Dire  Gleichung  kann  nach  §  66,  (8),  (11),  (14)  auch  in  der  Form: 


Fig.  167. 
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aÄi(^,  y,  ^)  +  ßKi^f  y;  ^)  +  rKi^^  Vy  ^)  +  *4(«.  A  y)  ==  o 

und  nach  §  66,  (13)  in  der  Form: 

(3)  Ai (a,  /3,  y)x  +  h,(a,  /J,  y)y  +  *,(«,  ft  y)^  +  Ä.,(a,  ft  y)  =  0 
gesckrieben  werden. 

3,  Ebener  Schnitt  mit  gegebenem  Mittelpunkt.  Bei  festem 
Punkte  Xq,  y^,  e^  ist  (1),  wenn  nicht  g^,  g^^  g^  alle  verschwinden,  eine 
homogene  lineare  Gleichung  für  die  Richtungskosinus  a^  ßy  y  der 
Sehne  S^S^y  die  für  den  laufenden  Punkt  x,  y,  z  der  Sehne  nach 
§  67,  (3)  die  Bedingung  gibt: 

9i\^  -  ^o)  +  9^iy  -  yo)  +  9^\^  -  ^o)  -  0 

oder  nach  §  66,  (9): 

(4)  g,H  +  g^^y  +  g^^z  +  (/,«-/  =  0, 

Der  Ort  der  Sehnen,  die  von  einem  gegebenen  Punkte  x^yy^,  z^  hal- 
biert werden,  ist  im  allgemeinen  eine  Ebene  (vgl.  jedoch  4)  oder: 

Jeder  Punkt  x^,  y^,  z^  ist  der  MiUdpunkt  eines  ebenen  Schnittes^ 
dessen  Ebene  die  Gleichung  (4)  äo^  (§  11,  (5)). 

Für  flf®  =  0  wird  diese  Ebene  nach  §  67,  (18)  die  Tangential- 
ebene im  Punkte  x^,  y^,  Zq. 

4,  Mittelpunkt  der  Fläohe.  Wenn  die  Gleichung  (1)  identisch 
in  a  :  ß  :y  erfüllt  ist,  also: 

(5)  g^'-o,    <7,«-0,    ^,«  =  0 

ist,  SO  «5^  der  Punkt  Xq,  y^,  Zq  Mittelpunkt  jeder  durch  ihn  gehenden 
Sehne.     Ein  solcher  Punkt  heißt  MiUdpunkt  der  Fläche.^ 

Mit  Unterdrückung  des  Index  0  sagen  wir: 

Ein  Punkt  x,  y,  z  ist  Mittelpunkt  der  Fläche  (1),  wenn  e>-  den 
Bedingungen  entspricht  (§11,  (7)): 

(6)  gi^a^iX  +  a^^y  +  a^^z  +  a^^^O, 

^8="  «31^  +  «82y  +  <hi^  +  «84-0. 

5,  Harmonisolie  Pole.  Wenn  in  der  quadratischen  Gleichung 
§  67,  (7)  der  mittlere  Koeffizient  verschwindet,  also: 

(7)  /;,=o 

ist,  so  sind  die  beiden  Pimkte  P^  und  Pj,  auf  die  sich  die  Verhältnis- 
koordinate X  bezieht,  nach  §  8,  (21)  zu  den  Schnittpunkten  S^,  S^ 
(Fig.  164)  harmoniscfi.  Die  Gleichung  (7)  kann  nach  §  67,  (9)  auch 
in  den  beiden  Formen: 
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geschrieben  werden  und  ist  in  den  Koordinaten  der  beiden  Punkte 
Pj  und  Pg  symmetriscL 

Zwei  dtM-cJi  die  Bedingung  (7)  oder  (8)  verknüpfte  Funkte  Pj 
und  Pj  sind  also  zu  den  Funkten  S^  und  S^,  in  denen  ihre  Verbin- 
dungslinie die  Fläche  schneidet^  harmonisch.  Man  nennt  sie  harmonische 
Fole  in  bezug  auf  die  Fläche  zweiter  Ordnung.**) 

6,   Untersoheidung   endlicher   und   unendlich   ferner   Punkte. 

Ist  P^  endlich,  kann  man  ^^  =  1  nehmen  und  erhält  statt  (8): 

Bei  endlichem  F^  kann  man  hier  auch  t^^  1  setzen  ^  bei  unend- 
lich fernem^  F^  aber  lautet  die  Bedingung  (9)  mit: 

^2=  «2;  Vi-'ßiy  ^t-y%j  ^2  =  0 
(I  §  47,  (14))  mit  Rücksicht  auf  §  66,  (5);  (11);  (14): 

Sind    beide  Punkte    unendlich   fem,  x^,  y^,  z^,  t^^  c^,  ß^,  y^,  0   und 
-^2,  y%>  ^tj  ^=  «3.  ß%j  y%j  0,  so  folgt  aus  (8): 

(11)  \{a^,  ft,  ya)a2+  /4(ori,  ft,  y^ßt  +  Ki^c^,  ß^,  y^jy^^O. 

?•  Involution  harmonischer  Pole.  Auf  einer  bestimmten  ge- 
raden Linie,  welche  die  Fläche  in  zwei  Punkten  S^  und  8^  schneidet, 
bestimmt  die  Fläche  eine  Involution  harmonischer  Fole^^),  den  Inbegriff 
aller  Punktepaare,  die  zu  S^  und  S^  harmonisch,  also  in  bezug  auf 
die  Fläche  harmonische  Pole  sind  (§  11,  6). 

Da  die  Schnittpunkte  S^  und  S^  durch  die  Gleichungen  §  67,  (4) 
oder  (7)  bestimmt  werden,  lautet  die  Gleichung  der  entsprechenden 
Involution  harmonischer  Fole: 

(12)  Ä(«,  ß,  y)s's"  +  (g.'^a  +  g,^ß  +  g.^y) {s'+  s")  +  5«  =  0 
oder: 

(13)  /;,  +  /i,  (r  +  n  +  f„  X'  r = 0 , 

WO    s\  s"    gemeine    und   }!,  V   multiplizierte   Verhältniskoordinaten 
entsprechender  Punkte  der  Involution  sind  (§  8,  (4);  (8)). 

8.  Die  Polarebene  eines  Punktes.  Nach  (8)  ist  der  Ort  aller 
harmonischen  Fole  P,  eines  festen  Funktes  F^  eine  Ebene,  welche  die 
Folarebene  des  Funktes  F^  heißt^^ 

Mit  Unterdrückung  der  Index  2  in  (8)  erhält  man: 

(14)  f,Wx  +  f,Wy  +  U')z  +  f^H  -  0 
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als  Gleichung  der  Fdlardjene  des  Punktes  P^=^  x^,  y,,  £,,  t^  in  bezug 
auf  die  Fläche  §  67^  (5)  in  laufenden  Koordinaten  x,  y^  js,  t  (%  11, 1). 
Für  einen  endlichen  Punkt  x^j  y^,  z^^  t^  =  x^y  y^^  e^^  1  kann  man 
dieser  Gleichung  die  auf  die  Flächengleichung  §  67,  (1)  bezügliche 
Form  geben: 

(15)  g,^x  +  g,'y  +  g^^z  +  g^i  =  0 . 

9.  Folarebene  und  Tangentialebene.  Der  Punkt  P^  liegt  immer 
dann  und  nur  dann  selbst  auf  seiner  Polarebene  (14),  wenn  (§  66,  (6)): 

(16)  /;««,  +  /;(»)y,  +  /iO^i  +  U^H,  =  /•(«,,  y^,  g,,  Q  -  ^u  =  0, 

also  wenn  er  auf  der  Fläche  liegt.  Die  Polarebene  (14)  wird  dann 
nach  §  67,  (17);  (14)  seine  Tangentialebene.       Also:**) 

I.  Ein  Punkt  liegt  immer  dann  und  nur  dann  mit  seiner  Polar- 
ebene  vereinigt,  wenn  er  ein  Punkt  der  Fläche  ist;  oder: 

n.  Ein  Punkt  ist  immer  dann  und  nur  dann  sein  eigener  harmo- 
nischer Pol,  wenn  er  auf  der  Fläche  liegt. 

ni.  Die  Polar  ebene  eines  Punktes  der  Fläche  ist  seine  Tangential- 
ebene. 

Vorausgesetzt  ist  dabei,  daß  der  Punkt  eine  bestimmte  Polarebene 
hat  (§  11,  9). 

10.  Polarebene  und  Berührungskegel.  Jeder  Punkt,  der  so- 
wohl der  Fläche  §  67,  (5)  als  dem  vom  Punkte  P^  an  sie  gelegten 
Berührungskegel  §  67,  (23)  angehört,  genügt  auch  der  Gleichung  (14) 
der  Polarebene  von  P^,  und  jeder  Punkt,  der  sowohl  der  Flache 
§  67,  (5)  als  der  Polarebeiie  (14)  angehört,  genügt  der  Gleichung 
§  67,  (23).     Daraus  folgt  (vgl.  §  66,  8): 

Der  Ort  der  Berührungspunkte  aller  von  einem  Punkte  P^  an  die 
Fläche  zweiter  Ordnung  gelegten  Tangenten,  die  Berührungskurve  des 
BerührungshegelSj  ist  der  Kegdschniü,  in  dem  die  Fläche  von  der  Pdar- 
ebene  des  Punldes  P^  g&ichnitten  wird  (§  11,  10). 

11.  Folarebene  und  konjugierte  Ebene.  Die  Polarebene  des 
unendlich  fernen  Punktes  a,  ß,  y,  0  ist  nach  (10): 

(17)  h,{a,  ß,  y)x  +  h,{a,  ß,  y)y  +  h,{a,  ß,  y)z  +  K{a,  ß,  y)  =  0, 

also  die  Ebene  (3).^) 

I.  Die  Polarebene  des  in  der  Richtung  a,  ß,  y  unendlich  fernen 
Punktes  ist  die  der  Biditung  konjugierte  Ebene  (§  11,  11). 

Für  den  Mittelpunkt  der  Fläche  verkürzt  sich  die  Gleichung  (15) 
nach  (5)  auf  g^H  =  0,  oder  falls  nicht  auch  g^  =  0  ist  (§  67,  (30)), 
auf  ^  =  0.«) 


(18) 
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IL  Die  Polarebene  des  Mittelpunktes  der  Fläche  ist,  wenn  er  kein 
Doppelpunkt  ist,  die  unendlich  ferne  Ebene  (§  11,  12). 

12«  Die  Koordinaten  der  Folarebene.  Die  Koeffizienten  der 
Gleichong  (14)  sind  bis  auf  einen  Faktor  q  die  Koordinaten  der 
Polarebene  von  P^  "=  x^,  y^,  e^,  t^,  also  mit  Weglassung  des  Index  1 

(§  11,  (21)): 

Die  Koordinaten  der  Polarebene  des  Punktes  P  ^  x,  y,  z,  t  in  be- 
jsug  auf  die  Fläche  §  67,  (5)  sind: 

9^  =  /i  =  %l^  +  «M  y  +  «23^  +  0^84^ 

QW^fz^  dzxX  +  032  y  +  0^88^  +  «84^ 

Qt=-f^^  «41^  +  «42^  +  «48^  +  «44^- 

Mit  Rücksicht  auf  §  67,  (32)  folgt  dabei: 

Jeder  Punkt  des  Raumes,  der  kein  Doppelpunkt  der  Fläche  ist, 
hat  eine  bestimmte  Polarebene. 

13.  Involutorische  Beziehung  zweier  harmonischer  Pole.  Die 
Doppelform  (ß)  der  Bedingung  zweier  harmonisclier  Pole  hat  mit 
Kücksicht  auf  (14)  die  Bedeutung: 

I.  Von  zwei  harmonischen  Polen  liegt  jeder  in  der  Polarebene  des 
andern;  oder: 

n.  Liegt  ein  Punkt  Pj  in  der  Polarebene  77^  des  Punktes  P^,  so 
geht  die  Polarebene  11^  von  P^  durch  P^, 

Hieraus  folgt  mit  Bezugnahme  auf  9,  III: 

in.  Die  Pdarebene  eines  Punktes  einer  Tangentialebene  geht  durch 
deren  Berührungspunkt  (§  11,  14). 

14.  Folarebenen  der  Punkte  einer  Ponktreihe.  Die  Polar- 
ebenen zweier  Punkte  Pj^  =  x^,  y^,  z^,  t^  und  P^  =  x^,  y^,  z^,  t^  sind 
nach  (14): 

^  ^  \x,=u^x  +  u^y  +  /•,(*)«  +  /;«<  =  0 , 

WO  X^,  X^  (I  §  42,  (11))  als  Abkürzungen  für  die  linken  Seiten  dienen« 
Die  Polarebene  irgendeines  Punktes: 

P^x^+kx^,    yi  +  Ayg,    Zi+ Iz^,    t^+ Xt^ 

der  Verbindungslinie   PiPg(I  §  47,  (26'))   ist   mit   Rücksicht    auf  die 
Bedeutung  §  66,  (5)  der  in  x,  y,  z,  t  linearen  Ausdrücke  fj^(x,  y,  z,  t): 

Staade,  Flächen  eweiter  Ordnung.  24 
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oder: 

(20)  Xi+AX,  =  0. 

Daraus  ergibt  sich  (I  §  66,  4): 

I.  Die  Polarebenen  der  Punkte  einer  Punkireihe  bilden  einen  ihr  pr(h 
jektiven  Ebenenbüschel^^);  oder  abgekürzt: 

II.  Durchläuft  einen  Punkt  einen  Strahl,  so  dreht  sidi  seine  Polar- 
ebene um  eine  Achse. 

lU.  Vorausgesetzt  ist  hierbei,  daß  die  beiden  Ebenen  (19)  zwei 
bestimmte  und  getrennte  Ebenen  sind. 

15,  Reziproke  Polaren.  Unter  der  gleichen  Voraussetzung  ent'- 
spricht  daher  einem  Strahl  p  des  Raumes  eine  Achse  p\  durch  welche 
die  Polarebenen  aller  Punkte  von  p  gehen,  und  welche  die  Polare  der 
Geraden  p  heißt.  Sie  ist  bestimmt  als  Schnittlinie  der  Polarebenen 
i7i  und  JJ,  zweier  Punkte  P^  und  Pg  von  p  (Fig.  168).^««) 

Sind  nun  P^'  und  P^'  zwei  Punkte  der  Achse  p'^^IT^XII^,  so 
gehen  deren  Polarebenen  11^'  und  ilg'  nach   18,  11  sowohl  durch  P^ 

als  durch  P^,  somit 
auch  durch  |}=Pj  P,. 
Daher  ist  p  auch  die 
Polare  von  p.  Die 
Beziehung  zwischen 
p  und  p'  ist  reziprok. 

I.    Zwei    Gerade, 
von    denen  jede    die 
Schnittlinie  der  Polar- 
^«  ^*^-  ebenen  zweier  Punkte 

der  andern  ist,  heißen  reziproke  Polaren, 

II.  Die  Polanrebenen  aller  Punkte  der  einen  von  zwei  reziproken 
Polaren  geJien  durch  die  andere. 

III.  Jede)'  Punkt  der  einen  von  zwei  reziproken  Pclaren  ist  har- 
monischer Pol  jedes  Punktes  der  andern. 

IV.  Jede  gemeinsame  Transversale  von  zwei  reziproken  Polaren 
tcird  von  diesen  und  der  Fläche  harmonisch  geteilt 

Aus  I  folgt  mit  Rücksicht  auf  9,  III: 

V.  Die  Verbindungslinie  zweier  Punkte  der  Fläche  hat  als 
reziproke  Polare  die  SchnitÜinie  der  TangentiaM)enen  der  beiden 
Punlde. 

Da  III  auch  för  die  unendlich  fernen  Punkte  der  beiden  Polaren 
gilt,  so  folgt: 
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VI.  Zwischen  den  Bicktungskosinus  «j,  ß^,  y^  und  a,,  ß^-  y^  von 
zwei  reziproken  Polaren  hestekt  die  Beziehung  (11). 

16.  Sich  BOhneidende  reziproke  Polaren.  Wenn  zwei  reziproke 
Polaren  p  nnd  p  sich  in  einem  Punkte  P  schneiden,  so  ist  dieser 
nach  15,  III  sein  eigner  harmonischer  Pol,  also  nach  9,  II  ein  Punkt 
der  Fläche.  Seine  Polarehene  ist  nach  9,  III  die  Tangentialebene 
in  ihm.  Diese  geht  aber,  da  P  auf  p  und  p'  liegt,  nach  16,  11  durch 
p'  und  p.     Dann  sind  nach  §  67,  4,  11  p  und  p'  Tangeuten. 

Wenn  sich  zwei  reziproke  Polaren  schneiden,  so  liegt  ihr  Schnitt- 
punkt auf  der  Fläche  und  sie  selbst  sind  Tangenten  in  ihm, 

17.  Konjugierte  Tangenten.  Ist  t  eine  Tangente  der  Fläche  im 
Punkte  Pj  so  erhält  man  die  reziproke  Polare  t'  von  t  als  Schnitt- 
linie der  Polarebene  77  von  P  und  der  Polarebene  11^  eines  beliebigen 
andern  Punktes  P^  auf  t  Da  aber  77  nach  9,  III  die  Tangential- 
ebene in  P  ist  und  11^  nach  18,  III  durch  P  geht,  so  ist  t'  auch 
Tangente  in  P^ 

I.  Die  reziproke  Polare  einer  Tangente  der  Fläche  ist  wieder  Tangente 
mit  gleichem  Berührungspunkt. 

IL  Zwei  Tangenten,  die  reziproke  Polaren  sind,  heißen  konjugierte 
Tangenten  ^^'') 

Die  Tangente  t  ist  auch  die  Verbindungslinie  zweier  unendlich 
benachbarter  Punkte  P  und  P^  der  Fläche  selbst;  also  ist  ihre  rezi- 
proke Polare  die  Schnittlinie  der  unendlich  benachbarten  Tangential- 
ebenen 77  und  77i,  oder: 

in.  Verschiebt  sich  der  Berührungspunkt  einer  Tangentialebene  in 
der  Sichtung  einer  Tangente,  so  dreht  sich  die  Tangentialebene  um  die 
konjugierte  Tangente. 

18«  Analytische  Bestimmung  konjugierter  Tangenten.  Da  nach 
16,  VI  zwischen  den  Richtungskosinus  zweier  konjugierter  Tangenten, 
wie  zwischen  denen  zweier  reziproker  Polaren,  die  Gleichung  (11) 
besteht,  so  folgt  mit  Rücksicht  auf  §  67,  (13): 

Zwischen  den  Bichtungskosinus  a^,  ß^,  y^  und  a^,  ß^f'y^  zweier 
konjugierter  Tangenten  im  Punkte  Xq,  y^,  Zq  der  Fläche  gix^y,  z)  ^0 
bestehen  die  Beziehungen: 

(21)    l^''^'    9>i+9,'ßi  +  9,'yi-0,    g,'a,  +  g,'ß,  +  g,'y,^0, 

i      h{fh7  ßi,  7i)  «2  +  *aK»  ßu  ri)  ßi  +  ^(«u  ßiy  Vi)  n  =  0. 

Sie  bestimmen  bei  gegebenem  cc^,  ßi,yi  die  Verhältnisse  von  o^^  ß^,y^ 
oder  umgekehrt. 

24* 
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19,  Konjugierte  Tangenten  und  Erzengende.  Eine  gemeinsame 
Transversale  s  =»  PP'  von  zwei  konjugierten  Tangenten  t  und  f 
(Fig.  169)  im  Punkte  Pq  liegt  in  der  Tangentialebene   von  Pq,   die 

die  Fläche  nach  §  67^  8  in  den  dnrch  Pq  gehen- 
den Erzeugenden  e  und  e  schneidet.  Die  Schnitt- 
punkte S  und  S'  von  s  mit  der  FU.che  liegen  daher 
auf  €  und  e'y  und  da  sie  nach  16,  IV  zu  P  und 
F  harmonisch  sind,  so  folgt  (I  §  5,  6): 

I.  2jwei  Jconjuffierte  Tangenten  im  PunJUe  P^ 
der  Fläche  sind  jsu  den  beiden  Erzeugenden  der 
Fläche  die  durch  ihn  gehen,  harmonisch;  oder  auch 
(§  8,  10): 

n.  Die  Paare  hmjugierter  Tangenten  in  einem 
Punkte  der  Fläche  bilden  eine  StrahleninvöltUion,  deren 
Doppelstrahlen  die  Erzeugenden  sind. 

20.  Konjugierte  Tangenten  und  Berühmngs- 
kegeL    Der  vom  Punkte  P^  an  die  Fläche  gelegte 
Berührungskegel  (Fig.  170)  berührt  nach  10  in  einem  Kegelschnitt  i*, 
der  in  der  Polarebene  /Zj  liegt.    Ist  nun  P  der  Berührungspunkt  einer 
Erzeugenden  t  dieses  Kegels,  also  eine  Tangente  der  Fläche  in  P,  so 
p^  liegt  die  konjugierte  Tan- 

gente f  nach  16, 1  sowohl 
in  der  Ebene  77^^  als  in 
der  Tangentialebene  von 
P,  ist  also  Tangente  des 
Kegelschnittes  k  in  P: 

L    Eine     Erzeugende 

eines  Berührungskegeis  und 

die  zugehörige  Tangente  der  Berührungskurve  sind  konjttgierte  Tangenten. 

IL    Beschreibt  eine  Gerade  einen  Berührungskegel,  so  umhüllt  die 

reziproke  Polare  dessen  Berührungskurve. 

21,  Zusammenfallende  reziproke  Polaren.   Wenn  zwei  reziproke 

Polaren  zusammenfallen,  müssen  nach  16,  III  alle  ihre  Punkte   ihre 

eignen  harmonischen  Pole,   also  nach  9,  II  Punkte  der  Fläche  sein: 

I.  Jede  Gerade,  die  mit  ihrer  reziproken  Polaren  zusammenfällt,  i^ 

eine  Erzeugende. 

Da  andererseits  eine  Erzeugende  nach  §  67,  8  zu  den  Tangenten 
irgendeines  ihrer  Punkte,  Pq,  gehört,  so  ist  ihre  reziproke  Polare 
nach  17,  I  ihre  konjugierte  Tangente  in  Pq,  also  nach  19,  II  die  Er- 
zeugende  selbst: 


ng.  170. 
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/•,(!)     /•,(!) 

«M      «M 

iyi     «1 

1 

«28      «21 

h      ^1 

1      ""^ 

+ 

/;(«)  /;(» 

«S»     «M 

y«  «j 

t 

%8      «81 

^8      ^8 

IL  Jede  Erzeugende  ist  ihre  eigne  reziproke  Polare. 
In  der  Tat  gehen  auch  die  Bedingungen  (21)  mit  cc^,ßi,yf^oc^,ßi,yi 
in  die  Bedingungen  §67,(25)  der  Erzeugenden  über.^^*) 

22.    Die  Koordinaten  der  Polare.     Sind  Pi^  Xi,yi,Zi,t^  und 

Pi  =■  ^2,  ffi,  j?j,  ^2  zwei  Punkte  einer  Geraden  mit  den  Strablenkoordi- 

naten  p^^j,   so  sind  die  Achsenkoordinaten  qii  der   Schnittlinie  ihrer 

Polarebenen  (19)  die  Unterdeterminanten  zweiten  Grades  der  Matrix 

a§48,  (3)): 

/;(!)    /;(!)    f^ii)    f^ii) 

/;(»    ^^(«)    /;<»)    /-^c) 

Diese  stellen  sich  aber  mit  Rücksicht  auf  die  Bedeutung  von  fiff^^fu  /*4 
(§  66,  (5))  nach  dem  Multiplikationstheorem  (I  Anm.  1,  V,  3,  (4))  also  dar: 

■I—  •  •  •  *"^*  •  •  •  •■>^*  •  •  •  »I  ■  •  •  • 

so  daß  sich  als  Ausdruck  der  Definition  15, 1  allgemein  ergibt  (§66,  6): 
Sind  p^j  die  Sirahlenkoordinaten  einer  geraden  Linie,  so  sind  die 
Achsenkoordinaten  qii  ihrer  reziproken  Polaren  in  hezu^g  auf  die  Fläche 
§  67,  (5)  mit  einem  Faktor  q: 

QQiZ  =-  9Pl  =  «llfts  +  «18Ä1  +  «isfts  +  «UPU  +  ^bPu  +  «16l>84> 
QQil  =  9^8  =  «81  2^88  +  «88 Äl  +  «88  Pli  +  «84^4  +  «86 JP84  +  «86JP84? 
Q2l2  =•  93  -  «3li>8S  +  «SSÄl  +  «88Pl8  +  «84A4  +  «85l>84  +  «86-P54» 
QQl\  =  9^4  =  «41 Ä8  +  «48P81  +  «43-P18  +  «44^14  +  «46^4  +  «461^84; 
QQL  =  9^6  "-  «61Ä3  +  «68Ä1  +  «631^18  +  «54^4  +  «66-P84  +  «6«1>34^ 
9QL  =  9^6  =■  «612^88  +  «68-P81  +  «68l>18  +  «64-Pl4  +  «66Ä4  +  «66l>84- 

Jede  Gerade,  für  welche  die  hierin  nach  Analogie  von  §  66,  (5) 
mit  g?4  bezeichneten  linearen  Funktionen  ihrer  Strahlenkoordinaten  2>*j 
nicht  sämtlich  verschtvinden,  hat  eine  bestimmte  reziproke  Polare  (vgl.  12). 

23«  Folarebenen  der  Funkte  eines  Fonktfeldes.  Die  Polar- 
ebenen dreier  Punkte   P^  =  x^,  y^,  z^,  t^  (i  =  1,  2,  3)  sind  nach  (14): 

(23)  X,  «  f,(^x  +  f^^y  +  f^^z  +  f^m^O. 
Die  Polarebene  eines  Punktes: 

der  Verbindungsebene  P^P^P^  (I  §53,(3'))   ist  wie  in  (20): 

(24)  X,  +  XX,  +  iiX,^0. 

Daraus  ergibt  sich  (I  §53,(2);  I  §68,  (10)  und  (1),  (11)  und  (13)): 


(22) 
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I.  Die  Polarebenen  der  Punkte  eines  Punktfeldes  bilden  ein  ihm 
projektives  Ebenenbündd^f  oder  abgekürzt: 

n.  Durchläuft  ein  Putüct  eine  Ebene,  so  dreht  sich  seine  Potar- 
ebene  um  einen  Punkt, 

IIL  Vorausgesetzt  ist  hierbei,  daß  die  drei  Ebenen  (23)  drei 
bestimmte  Ebenen  mit  einem  bestimmten  Schnittpunkt  sind. 

24.  Der  Fol  einer  Ebene.  Unter  der  gleichen  Voraussetzung 
entspricht  daher  einer  Ebene  77  des  Raumes  ein  Punkt  P,  durch  den 
die  Polarebenen  aller  Punkte  der  Ebene  77  gehen  und  der  der  Pci 
der  Ebene  77  heißt  (§11,  16).") 

I.  Der  Pol  einer  Ebene  ist  der  Schnittpunkt  der  Polarebenen 
dreier  Punkte  der  Ebene. 

IL  Die  Polarebenen  aller  Punkte  eitler  Ebene  gehen  durdi  deren  Pol. 

Da  hiemach  der  Pol  P  der  Ebene  77  auf  der  Polarebene  77' 
jedes  Punktes  P'  von  77  liegt,  so  geht  nach  18,  II  die  Polarebene 
Ton  P  durch  jeden  Punkt  P'  von  77,  ist  also  77  selbst: 

ni.    Eine  Ebene  ist  die  Polarebene  ihres  Poles,  oder: 

IV.   Der  Pol  einer  Ebene  ist  der  Punkt,  dessen  Polarebene  sie  ist. 

25.  Fol  und  Berührongspnnkt.  Um  den  Pol  der  Tangential- 
ebene 77o  im  Punkte  Pq  der  Fläche  zu  finden,  hat  man  nach  24,  I 
die  Polarebenen  dreier  Punkte  P^,  Pj,  Pg  von  77^  zum  Durchschnitt 
zu  bringen,  wobei  man  Pj  =  Pq  wählen  kann.  Die  Polarebene  von 
Pq  ist  nach  9,  III  77q  selbst,  und  die  Polarebenen  77,  und  11^  von 
Pj  und  Pj  gehen  nach  13,  HI  durch  P^,  so  daß  Pq  der  Schnittpunkt 
von  77i,  77,,  77^  ist: 

Der  Pol  einer  Tangentialebene  ist  ihr  Berührungspunkt, 

26.  Die  Koordinaten  des  Foles.  Sind  P^^  x^,y^,z.,t^  drei 
Punkte  einer  Ebene  mit  den  Koordinaten  u,  v,  w,  s,  so  sind  die 
Koordinaten  des  Schnittpunktes  ihrer  Polarebenen  (23)  die  Unter- 
determinanten dritten  Grades  der  Matrix  (I  §51,(11)): 

/;(!)    ^,(1)    /•,(!)    /;(!), 
/•^(2)    f^w    /;(«)    /;(»:. 
/•^(»)    f^m    /,(.)    /•/»): 

Für  diese  aber  ergibt  sich  aus  dem  Multiplikationstheorem  (I  Anm.  1, 

V,  3,  (3)): 

/•,(!)   /-gW  /•/),      |a„    a„    0,4 ;   %    «1    t^\ 

y,    Ä-j    ^s   -f  •  •  •  +    ■•  +  •••, 


^,(«)   ^3(«)  /•/«) ;  =  !  «„    a^    a^ 
/•,(3)   f^W  /•;.)!      [a^    a«    a« 


Va    h    h 


80  daß  sich  als  Ausdruck  der  Definition  24,  I  allgemein  ergibt: 
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Die  Koordinaten    des    Poles   einer  Ebene  Uj  v,  w,  s   sind   mit 
einein  Faktor  6\ 


(25) 


6y=^F^^  A^^u  +  A^^v  +  A^w  +  A^s, 
6z  ^F^^  A^^u  +  A^^v  +  A^^w  +  A^s, 
6t  =  F^^  Aj^^u  +  A^^v  +  A^w  +  A^s, 


Jede  Ebene  y  für  welche  die  hierin  nach  Analogie  von  §  66,  (5)  mit  JP^ 
bezeichneten  linearen  Funktionen  ihrer  Koordinaten  w,  r,  w,  s  nicht 
sämtlich  verschwinden  ^  hat  einen  bestimmten  Fol  (vgL  22). 

Wenn  die  Determinante  A  (§  66,  (15))  +  0  ist,  sind  die  Glei- 
chungen (25)  die  Auflösungen  der  Gleichungen  (18)  entsprechend 
dem  Satze  24,  m  (§  11,  18). 

27,  Sicli  sclineidende  Gerade.  Wenn  sich  zwei  Gerade  p^  und 
^2  in  einem  Punkte  P  sehneiden,  so  bestimmen  sie  eine  Ebene  11'. 
Ist  nun  Pi  ein  Punkt  auf  jj^,  und  Pg  ein  solcher  auf  ^j^,  so  schneiden 
sich  die  Polarebenen  U  und  TI^  von  P  und  P^,  bezüglich  11  und  11^ 
von  P  und  Pj  nach  15,  I  in  den  reziproken  -Polaren  p^  und  p^'  von 
p^  und  ^2'  Diese  gehen  also  durch  den  Schnittpunkt  der  drei  Ebenen 
n,  n^,  772,  ^^^^  24,  I,  den  Pol  der  Ebene  77'. 

I.  Wenn  sich  zwei  Gerade  schneiden,  so  schneiden  sich  auch  ihre 
reziproken  Polaren;  der  Schnittpunkt  des  einen  Paares  ist  der  Pol  der 
Ebene  des  andern. 

Ist  nun  t  eine  gemeinsame  Transversale  von  zwei  reziproken 
Polaren  p  und  p\  und  ^'  ihre  reziproke  Polare,  so  schneiden  sich 
nach  Voraussetzung  t  und  p,  sowie  t  und  p\  also  nach  I  auch  t' 
und  p,  sowie  f  und  p,  also: 

IL  Ist  eine  Gerade  t  gemeinsame  Transversale  von  zwei  reziproken 
Polaren  p  und  p',  so  ist  ihre  reziproke  Polare  t'  auch  gemeinsame 
Transversale  von  p  und  p\ 

28,  Gleiolmng  des  Poles«  Wir  entnahmen  die  Koordinaten  (18) 
der  Polarebene  aus  der  Gleichung  (14)  unter  Weglassung  des  Index  1. 
Umgekehrt  können  wir  aus  den  Koordinaten  (25)  des  Poles  unter 
Hinzufügung  des  Index  1  die  Gleichung  entnehmen: 

Die  Gleichung  des  Poles  der  Ebene  n^  =  u^,v^,Wi,s^  in  bezug 
auf  die  Fläche  §  67,  (5)  in  laufenden  Ebenenkoordinaien  u,  v,  w,  s 
lautet: 

(26)  P/^)  u  +  Pa  W  V  +  Pj^^)  w  +  P/i)  s  =  0. 
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29«  Konjugierte  Funkte  und  Ebenen.  Geht  eine  Ebene 
^1  "°  ^s^  ^87  ^sy  «'^s  durch  den  Pol  der  Ebene  U^,  so  genügt  sie  der 
Gleichung  (26),  so  daß: 

(27)  F,('ht,  +  F,(')v,  +  F,(')w,  +  j;W5,  =  0. 

Diese  Gleichung  kann  aber  mit  Rücksicht  auf  die  Bedeutung  (25)  der 
Fj^  entsprechend  §  66,  (7)  in  der  Form  geschrieben  werden: 

(27)  J\Wfii  +  j;(^t?i  +  F^^)w^  +  F^(%  =  0, 

ist  also  in  u^,  v^^  w^,  s^  und  u^,  v^,  er,,  s^  symmetrisch.  Daher 
geht  //j  durch  den  Pol  von  U^. 

1.  Wie  also  die  Gleichung  (8)  nach  18,  I  die  Beziehung  Ziceier 
Punkte  Pi  und  P,  <^usdriickty  von  denen  jeder  mit  der  P6lard>ene  des 
andern  vereinigt  liegt,  so  die  Gleichung  (27)  die  Beziehung  sfweier 
Ebenen  U^  und  IT^,  von  denen  jede  mit  dem  Pol  der  andern  vereinigt 
liegt  (§11,  20). 

IL  Wir  nennen  zwei  solche  Punkte  P^  und  P,,  ebenso  aber  zwei 
solche  Ebe>ien  11^  und  ü^  in  hezug  auf  die  Fläche  kofijugiert.  Auch 
ein  Punkt  und  eine  Gerade  heißen  konjugiert,  wenn  diese  mit  der 
Polarebene  jenes,  eine  Ebene  und  eine  Gerade,  wenn  diese  mit  dem 
Pol  jener  vereinigt  liegt.  ^^) 

Konjugierte  Punkte  bedeutet  dasselbe,  wie  harmonische  Pole. 

30.  Die  Gleichung  der  Polare  in  laufenden  Strahlenkoordinaten. 

Hat  die  Gerade  jp,  die  Strahlenkoordinaten  j'^V?  ^^  ^^^  ^^^  reziproke 
Polare  jp/  nach  (22)  die  Achsenkoordinaten: 

9?;?^ = fi'K  9«;'/' = 9^»>,  •  •  • . 

Alle  Geraden  p,  welche  die  reziproke  Polare  p^  von  p^  schneiden,  ge- 
nügen daher  (I  §  48,  (21))  der  Gleichung: 

(28)  (p,(^)i>,3  +  (p,(i)i>3,  +  9)8(^)i>,,  +  fp^')p,^  -h  95^1?,,  +  ^,^^)p^  -  0. 

Sie  ist  (I  §  60,  (8))  die  Gleidiung  der  reziproken  Polare  der  Geraden  p^^ 
in  bezug  auf  die  Fläche  §67,(5)  in  laufenden  Strählenkoordinaien 
(vgl.  (14);  (26)). 

31.  Konjugierte  Gerade.  I.  Jede  Gerade  p^,  wdche  mit  der 
reziproken  Polare  p^  der  Geraden  p^  vereinigt  liegt  (sie  schneidet  oder 
mit  ihr  zusammenfallt),  heißt  zu  p^  konjugiert.  Die  Bedingung  dafür 
ist  nach  (28)  i««): 

(29)    fp,,  -  q>^)p^i  +  <)P?)  p^l  +  q>^^p^n  +  ^^P^^l  +  ^^^  P?i  +  ¥^^p^il = 0. 

Sie  kann  mit  Rücksicht  auf  die  Bedeutung  (22)  der  y^,  entsprechend 
§  66,  (7),  auch  in  der  Form: 
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gescbrieben  werden,   ist  also  in   p^^^  nnd  p^^^   symmetrisch.     Daraus 
folgt,  wie  unter  13: 

II.  Liegt  die  Gerade  jp,  mit  der  reziproken  Polare  p^  der  Geraden 
p^  vereinigt  f  so  liegt  auch  p^  mit  der  reziproken  Polare  p^  von  p^ 
vereinigt. 

Das  Verhältnis  der  beiden  Geraden  p^  und  p^  ist  daher  gegen- 
seitig; sie  bilden  unter  der  Bedingung  (29)  oder  (30)  ein  Paar  kon- 
jugierter Geraden  (29,  11). 

III.  Von  zwei  konjugierten  Geraden  liegt  jede  mit  der  reziproken 
Polare  der  andern  vereinigt. 

Eine  Gerade  ist  nach  I  zu  sich  selbst  konjugiert ,  wenn  sie  ihre 
reziproke  Polare  schneidet,  also  mit  Rücksicht  auf  16  und  17: 

lY.  Eine  Gerade  ist  immer  dann  und  nur  dann  zu  sich  selbst 
konjugiert j  wenn  sie  Tangente  der  Fläche  ist  (vgl.  9,  II). 

Zwei  konjugierte  Tangenten,  wie  überhaupt  zwei  reziproke  Polaren, 
sind  auch  im  Sinne  von  UI  konjugiert. 

§  69.    Die  Gleichungen  der  Kugel. 

1.  Die  Normalform  der  Olelohung  der  KngeL  Die  Gleichung 
der  Kugel  mit  dem  Mittelpunkt  M  ^^  a,b,c  und  dem  Rc^ius  r  lautet 

(I  §  34,  (7)): 

(1)  ^x,y,z)^(x--ay+{y^by+{z-cy--r^^O 
oder  entwickelt: 

(2)  k(x,y,z)=^x^+y^+e*-'2ax-2by'-2cz  +  e^0',  e^a^+b^+c^-r^, 

wo  k(x,  y,  z),   wie  §  66,  (1),   als  Abkürzung  für  die  linke   Seite   der 
Gleichung  dient. 

Man  nennt  die  Gleichung  in  der  vorliegenden  Form,  wo  der 
Koeffizient  von  x^  +  y^+z*  die  EinJieit  ist,  die  Normalform^)  der 
Gleichung  der  Kugel  (vgl.  §  12,  1). 

2.  Quadratische  Oleiehung  der  Schnittpunkte  mit  einer  Gte- 
raden.  Die  für  die  Fläche  g  ==0  §  66,  (1)  mit  g^y  g^,  g^,  j'^;  h  be- 
zeichneten Ausdrücke  §  66,  (8);  (10)  sind  hier: 

,QN^i=*i"==^-«^  ^2'=*2=y— ^  9^^K^2-Cy  g^^k^^^-ax'-by-cz+e'j 
^  ^  h^x^  +  y^  +  z^. 

Für  drei  Richtungskosinus  a,  /3,  y  ist  daher  (I  §  33,  (18)): 
(4)  h(a,ß,y)  =  l. 

Aus  §  67,  (4)  folgt  alsdann: 
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Die  gerade  Linie: 

(5)  x=='XQ+as,    y  =  yo  +  ßs,    z^s^  +  ys 

schneidet  die  Kugd  (1)  in  zwei  FunUen  S^  und  S^^  deren  gemeine  Ko- 
ordinaten 8^  und  s^  in  heeug  auf  den  Funkt  Pq  =  x^y  y^,  e^  die  Wuredn 
der  quadratischen  Gleichung  sind: 

(6)  s^+2l(x^^a)a  +  (y^^h)ß  +  {z^'-c)y]s  +  Jc(x^,y^,z^)^0. 

3.  BegriiT  der  Fotens  eines  Pimktes.  Das  Produkt  der  beiden 
Wurzeln  der  quadratischen  Gleichung  (6): 

(7)  s^s^--H^ofyo7^o) 

ist  nur  Ton  a,  hf  c,  r-j  Xq,  y^^  Zq  abhängig,  aber  unaihängig  von  a,  ß,  y. 
Daraus  folgt  mit  Rücksiebt  auf  die  Bedeutung  dieser  Wurzeln  (§  67,  1) 
als  relativer  Abstände  der  Punkte  S^  und  S^  Ton  P^  (§  12,  Fig.  58): 
Sind  S^  und  S^  die  Schnittpunkte  der  Kugd  mit  einer  durch  den 
Punkt  Pq^  ^ofVof  ^0  gdienden  Geraden  von  wechsdnder  Richtung,  so 
hat  das  Produkt  der  relativen  Abstände  PqS^  und  PqS^  einen  unver- 
änderlichen Wert: 

(8)  P,S,^P,S,^k{x,,y,,z,), 

Dieser  dem  Punkte  Pq  eigentümliche  Wert  heißt  die  Potenz  des 
PunJctes  Pq  in  bezug  auf  die  KugeV^) 

4«   Besondere    Darstellungen    der    Fotens.     Ist    P^M  ==  d    die 

Zentraldistanz  des  Punktes  Pq,  so  ist: 

(9)  (a^^-ay+(y,-by+iz,-cy=d', 
also  nach  (1): 

(10)  K^o,  y,,  z,)  ^  d' -  r\ 

Die  Potenz  (8)  des  Punktes  Pq  ist  die  Differenz  der  Quadrate  der 
Zentraldistanz  PqM  und  des  Badius. 

Indem  man  andererseits  die  beiden  Schnittpunkte  S^  nnd  S^ 
(Fig.  58)  im  Berührungspunkt  T  einer  von  Pq  an  die  Kugel  gellten 
Tangente  zusammenfallen  läßt,  erhält  man  aus  (8): 

(11)  PQT^PQT^k{XQ,yQ,ZQ). 

Die  Potenz  des  Punktes  Pq  ist  das  Quadrat  der  Länge  der  von  P^  an 
die  Kugel  gelegten  Tangente, 

5«  Abhängigkeit  der  Fotenz  von  der  Lage  des  Fnnktes.  In- 
dem wir  den  Index  0  fallen  lassen,  wiederholen  wir  die  Sätze  über 
die  Potenz  in  der  folgenden  Form: 
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Wird  die  linke  Seite  h(x,  y,  0)  der  Normälgleichung  (1)  der  Kugd 
für  einen  beliebigen  Punkt  P  ^  x,y,  0  des  Raumes  gebildet,  so  gibt  sie 
den  Wert  der  Potenz  des  Punktes  P  in  bezug  auf  die  Kugd  an: 

(12)  Tc{x, y, z)^PS^^PS^^d^-f^^  {PTf, 

Die  Potenz  ist  als  Produkt  der  relativen  Längen  P8^  und  P8^ 
oder  als  Differenz  d^—r^  positiv  oder  negativ  (Fig.  59),  je  nachdem 
P  außerhalb  oder  innerhalb  der  Kugel  liegt.  Für  die  Punkte  der 
Kugd  selbst  ist  die  Potenz  Null. 

Die  Potenz  des  Mittdpunktes  M  ist: 

(13)  k{a,  b,c) r^ 

Bei  negativer  Potenz  ist  die  Tangentenlänge  PT  nicht  reell  (§  12,  5). 

6.  Tangentialebene  und  Folarebene  bei  der  Kugel.  Mittels  der 
Ausdrücke  (3)  ergibt  sich  aus  §  67,  (16): 

Die  Tangentialebene  der  Kugel  (1)  im  Punkte  P^^  x^^y^yZ^^  hat 
die  Gleichung: 

(14)  (a:o-a)(ir-a;o)  +  (yo-&)(y-yo)+  (^o-0(^~^o)  ^  0 
oder  auch  nach  §  67,  (18): 

(15)  {x,-a){x-a)  +  {y,--b){y-b)  +  {z^-c){z^c)-r^^O. 

Für  die  Polarebene  eines  Punktes  Pq  in  bezug  auf  die  Kugel  er- 
gibt sich  aus  §  68,  (15)  ebenfalls  die  Gleichung  (15). 

Da  die  Koeffizienten  von  x,  y,  z  in  dieser  den  Richtungskosinus 
der  Zentrallinie  MP^  proportional  sind  (I  §  34,  (7)),  so  folgt  (I  §  41  (5)): 

Die  Polarebene  des  Punktes  Pq  steht  auf  der  ZentraUinie  MPq 
(die  Tangentialebene  auf  dem  liadius)  senkrecht 

7«  Ort  der  Mittelpunkte  paralleler  Sehnen.  Der  Ort  der  Mittd^ 
jpunkte  aüer  Sehnen  der  Kugd  von  gegeibener  Richtung  a,  /S,  y  ist  nach 
§  68,  (2)  mit  den  Werten  (3): 

(16)  a{x-a)  +  ßiy-b)  +  y{z-c)  -  0, 

also   die  zur  Richtung  a,  /3,  y  senkrechte  Diametralebene  (I  §  41,  (5); 
«  40,  (18)), 

S«  Berührungskegel  an  die  EugeL  Die  Gleichung  des  vom  Punkte 
P^  s  Xqj  y^j,  Zq  an  die  Kugel  gelegten  Berührungskegels  ist  nach  §  67,  (22) 
■oder  (24): 

^.     ^^[(a:,-d){x^x,)  +  (i,,-b)(j,^y,)  +  {zo-c)(z^z,))'^0, 

oder: 

,.  g.  *(«o,  yo>  «o)*(a?,  y,  b) 

^    ^  -{ix,-a)(x-a)  +  {i,,-l)(j,-h)  +  {z,-c)(is-c)-r*y='(i. 
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Er  ist  als  Kegel  über  dem  Schnittkreis  der  Kugel  mit  der  Polar- 
ebene (§  68,  10)  und  mit  Rücksicht  auf  den  Schlußsatz  von  6  ein 
gerader  Kreiskegel  (vgl.  den  direkten  Beweis  spater  §  100,  4). 

9.  Die  KullkageL  Mit  Rücksicht  auf  (3)  und  (1)  lauten  die 
Bedingungen  des  Doppelpunktes  §  67,  (29)  bei  der  Kugel: 

X  =»  Uf    y  ^b,    z  ^  c,    r  =«  0, 

Die  Kugel  hat  einen  Doppelpunkt^  ihren  Mittelpunkt,  wenn  ihr 
Radius  verschtoindet. 

Die  Kugel  mit  verschwindendem  Radius  (§  12,  (18)): 

(19)  (^-a)«+(y-6)»+(2r-c)«=-0 

heißt  Punktkugel  oder  Nullkugel  oder  Kugelkegel.  Ihre  Gleichung  (19) 
fällt  nämlich  bei  Einführung  des  Mittelpunktes  als  Koordinaten- 
anfang (I  §  37,  (1))  unter  die  Gleichung  des  Kegels  §  54,  (14),  wenn 
dort:  a*  =&*=«  —  c*  gesetzt  wird  (vgl.  weiterhin  §  71,  (l)).**) 

10.  Die  allgemeine  Gleichung  der  Kugel.  Im  Gegensatz  zur 
Normalgleichung  bilden  wir  mit  fünf  beliebigen  Konstanten  A,  B,  (7,  D,  E 
die  allgemeine  Gleichung  der  Kvgel: 

(20)  D{x^+  y«  +  js^)  -  2ÄX  -  2By  -2Cz  +  E^0. 
Sie  kann  auf  die  Form  (1)  oder  (2)  gebracht  werden  mit: 

(21)  a  =  -^,     6  =  -^-,     c  =  -^;     6-^,    r' ^^—^, 

Sie  stellt  daher  für  D  +  0  eine  reelle  Kugel  oder  eine  Punkäcugd 
oder  eine  y,imaginäre  Kuget^  dar,  je  nachdem: 

(22)  A^+B'^  C^--DE  >  0,  =  0  oder  <  0. 
In  homogener  Form  (§  66,  (3)): 

(23)  D(x^+  y^+e^)  -  2 Axt  -  2Byt  -  2Czt  +  E^^0 

umfaßt  sie  außerdem  für  2)  =  0  ein  Ebenenpa^r,  das  atts  einer  end- 
licfien  Ebene: 

(24)  2Ax  +  2By  +  2Cz-Et^0 

und  der  unendlich  fernen  Ebene  ^  «  0  besteht,  und  für  D  =  0,  -4  —  0, 
5  =  0,  C  =  0  die  doppelte  unendlich  ferne  Ebene. 

Im  ersten  Fall  ist  der  Mittelpunkt  a,  ft,  c  nach  (21)  in  der  Rich- 
tung A:B:C  unendlich  fem,  im  zweiten  ufibestimmt. 

11.  Der  imaginäre  Zugelkreis.  Für  2)4*0,  also  wenn  die  un- 
endlich ferne  Ebene  ^  ==  0  der  Fläche  (23)  nicht  ganz  angehört, 
schneidet  sie  die  Kugel  in  der  eigentlichen  Kurve  zweiter  Ordnung 
(§  49,  3). 

(25)  a;«  +  y«  +  «»=0,    «-0, 
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die  von  den  Konstanten  der  Kugel  ganz  unabhängig  ist.  Sie  ist  ima- 
ginär^ da  neben  t^O  nicht  auch  x,  y,  z  alle  drei  verschwinden  können 
(I  §  47,  1). 

Aüe  Kugeln  schneiden  die  unendlich  ferne  Ebene  in  derselben  ima- 
ginären Linie  zweiter  Ordnung,  dem  y,imaginären  Kugelkreis^^^) 

12.  Die  Gleiohung  der  Kugel  in  Ebenenkoordinaten.  Eine 
Tangentialebene  der  Kugel  ist  dadurch  gekennzeichnet^  daß  ihr  senk- 
rechter Abstand  vom  Mittelpunkt  M  gleich  dem  Radius  r  ist.  Hat 
nun  eine  Ebene  die  homogenen  Koordinaten  w,  t?,  w,  s  (1%  47,  1),  so 
ist  ihr  Abstand  8  vom  Punkte  M=>  a,  b,  c,  abgesehen  vom  Vor- 
zeichen (I  §  45,  (17)): 

(26)  ^^■^^■-^^_+-^^+J. 

Die  Bedingung,   daß   die  Ebene   Tangentialebene   der  Kugel  (1)   ist, 

wird  daher: 

{au  +  hv  +  cic  +  sy        • 
t4»  +  t,=^  +  tt'«         ^^ 
oder  (§  12,  (27)): 

Die  Gleichung  der  Kugel  mit  dem  Mittelpurikt  a,  6,  c  und  dem 

Badius  r  in  laufenden  EbenehkoordincUen  w,  v,  «?,  s  lautet :^^) 

(27)  {au  +  bv  +  cw  +  s)«  -  (w«  +v^  +  w^)ri  «  0. 

Mit  r  =  0  stellt  diese  Gleichung,  deren  linke  Seite  dann  ein  voll- 
ständiges Quadrat  wird,  den  doppelt  gerechneten  Mittelpunkt  in 
Ebenenkoordinaten  dar  (I  §  47,  (2')). 

13«  Die  Gleichung  der  Kugel  in  Linienkoordinaten.  Eine 
Tangente  der  Kugel  ist  dadurch  gekennzeichnet,  daß  ihr  senkrechter 
Abstand  vom  Mittelpunkt  gleich  dem  Radius  ist.  Für  das  Quadrat 
des  Abstandes  d  des  Punktes  a,  b,  c  von  der  Geraden: 

x  —  XQiy  —  yQiz  —  ZQ^aißiy 
ist  nun  (I  §  43,  (20)): 

+  (y^o— «^0  -  «y  +  c«)*  +  («yo  —  ß^o—bcc  +  aßY 

oder  in  den  Strahlenkoordinaten  der  Geraden  geschrieben  (I  §  48,  (18)) 
und  (J*  =«  r*  gesetzt: 

(28)  l  *^**  ""  ^^**  "^  ^^^^^  ^  ^*'  "  ^^^*  "*"  ^^^*^*  "*"  ^'* "  ^^^*  ■*"  ^^"^^ 

Dies  ist  also  die  Bedingung,  daß  die  Gerade  p^^  Tangente  der 
Kugd  mit  dem  Mittelpunkt  a,  6,  c  und  dem  Badius  r  sei,  oder  die 
Gleichung  der  Kugd  in  laufenden  StraUmhoordinaten^^) 
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Sie  geht  auch  ans  (17)  oder  (18)  durch  Anordnen  nach  den 
Strahlenkoordinaten  der  Yerbiodungslinie  der  Punkte  Xq,  y^,  z^  und 
X,  y,  z  (1%  48,  (3'))  hervor. 

14.  Bestinimung  der  Kugel  durch  vier  Punkte.  Soll  die  £ugel 
(20)  durch  vier  gegebene  (endliche)  Punkte  rc^,  y,,  ;?^(i  =  1,  2,  3,  4) 
gehen,  müssen  die  vier  Konstantenverhältnisse  D  i  A:B :  Ci  E  den 
vier  Gleichungen  genügen: 

(29)  p{x^  +  y,»  +  0,»)  -  2Ax^-'  2By^-  2Cz,+  E  ^  0. 

Die  Gleichung  der  dem  Tetraeder  der  vier  Punkte  umheschri^^enen 
Kugel  (TJmkugd)  ist  daher: 

(30) 


iE*  +  y*  +  •?*      X     y     ü 
a^iHyi^  +  V    a?!     y,     e^ 

•                  • 

1-0. 

1 

«                   •                  ■ 

1 

Die  neun  Punkte,  die  nach  §  66,  10  eine  Fläche  zweiter  Ordnung 
bestimmen,  kommen  hier  auf  nier  zurück  (§  12,  12),  weil  der  Kegel- 
schnitt (25)  schon  fünf  Punkte  vertritt  (§  9,  9). 

§  70.  Tangentialebenen  der  Ellipsolde,  Hyperboloide  und  Paraboloide. 

1.  Vereinigte  Gleichung  der  Ellipsoide  und  Hyperboloide.     In 

die  Gleichung  des  Ellipsoids  (§  55,  (7)): 

(1)  ^(^,y,^)  =  f;+|;  +  i;_i=o 

begreifen  wir  zugleich  die  des  ein-  und  zweischaiigen  Hyperboloids 
und  des  „imaginären  Ellipsoids"^)  ein,  indem  wir  statt  a\  6*,  c*  ge- 
schrieben denken  a\  h\  —  c^;  o^,  -  6*,  —  c^  oder  —  a*,  —  6*,  —  c^ 

Die  in  §  66,  (8);  (11)  eingeführten  Abkürzungen  werden  für  die 
Gleichung  (1): 

(2)  9i{oc,yyZ)  =  h^{x,y,z)^^i,  g^=.h^=  ^^^  g^^^^^l.^  <74==-l- 

Der  Anfangspunkt  0  ist  nach  §  68,  (5)  der  Mittdpuhkt  der 
Fläche  (1)  (vgl.  §  55,  2).  Ein  Doppelpunkt  ist  nach  §  67,  (30)  nicht 
vorhanden. 

2.  Gleichung  der  Tangentialebene.  Aus  §  67,  (18)  folgt  als 
Gleichung  der  Tangentialebene  der  Fläche  (1)  im  Punkte  Xq,  y^,  Zq 
(§  13,  2): 

(3)  ^  +  M+ve^l^O, 
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wobei  (§  67,  (12)): 

(4)  ^+y^+'-^-i=o. 

Für  die  Bichtungskosimts  a^j  ß^,  y^  und  die  aibsolute  Länge  p^ 
des  vom  MiUelpunJU  0  auf  die  Tangentialebene  gefällten  Perpendikels 
ergibt  sich  daher  (I  §  41,  (5);  (13)): 


0 


(5)  «0  =  '^^-?,   /3o  =  %r%   y«- 

(6)  f^^-— ^-L^^:- 

^    a*  "^  6*  "^  c* 

Die  Hessesche  Normalform  der  Gleichung  der  Tangentialebene 
(I  §  41,  (15))  lautet  dann: 

(7)  Poi^-^  +  V  +-}-^)-^' 

3.  Gleichung  der  Ellipsoide  und  Hyperboloide  in  Ebenen- 
koordinaten.    Soll  die  Ebene: 

(8)  ux  -{■  vy  +  WZ  -\-  1  ^  0 

Tangentialebene  der  Fläche  (1)  sein,  so  muß  die  Oleichung  (8)  mittels 
eines  der  Bedingung  (4)  genügenden  Punktes  rr^,  y^,  z^  auf  die  Form  (3) 
gebracht  werden  können,  also  zunächst  sein: 

(9)  «--«»'     *'  =  -?»'    ^--'f- 

Durch  Elimination  von  x^y  y^y  Zq  aus  (4)  und  (9)  folgt  aber: 

(10)  a^u^  +  Vv^  +  c««;«  -  1  =  0. 

Dies  ist  die  Bedingung,  daß  die  Ebene  u,  v,  w  Tangentialebene  der 
Fläche  (1)  ist  (§  13,  (18)),  oder  die  Gleichung  des  EUipsoids  oder 
Hyperboloids  (1)  in  laufenden  Ebenenkoordinaten.^^) 

4«  Berührangskegel  an  EUipsoid  oder  Hyperboloid.  Der  von 
einem  Punkte  Xq,  y^,  Zq  an  die  Fläche  (1)  gelegte  Berührungskegel  hat 
nach  §  67,  (22)  die  Gleichung  (§  13,  (19)): 

/«o*  ,  Vo*  ,  ^0*     i\  ({x-x^y     (y-yp)'  ,  (^-'o)'\ 

(11)  U*  +  T^  +  ^ ~  V  \~a-^  +  —h^  +  -"^-j 

/a;o(a;  — a?o)        y^iy  —  y^)    .   ^o(g  — QX^^q 
oder  nach  §  67,  (24): 

a2)e/+!r+^'-i)e;+i;+S-i)-fe'+f!+y-i)'-o, 
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oder  in  der  Form  (11)  nach  Potenzen  von  x  —  Xq,  y  —  y^j  z  —  z^  ge- 
ordnet: 

o,,  ^  (y— yo)(^-^o)      o^  ^  (g-go)(g-go)      o^  ..  (g~go)(y-yo)  _  ^ 

Für  den  vom  MiUdpunkt  XQ^y^^-  Zq^O  an  die  Fläche  gelegten 
Berührungskegel  ergibt  sich  aus  (11): 

(14)  f^  +  |;  +  5-Ö. 

Er  ist  nach  §  56,  (19)  der  Asymptotenkegel  der  Fläche  (1).  ^^) 

6.  Eugelkegel  als  Berühningskegel.  Die  Gleichung  (13)  erhält 
die  Form: 

(15)  (a;_a;,)«  +  (y-yo)*+(*-*o)*-=0, 
bedeutet  also  nach  §  69,  (19)  einen  Kugethegd,  wenn: 

(16)  yo«o-o,  ^0^0=0,   «oyo-O; 

("1  i(?^+'^-')-jM*'+?>-')-?ß."+^-i)- 

Die  Gleichungen  (16)  verlangen,  daß  wenigstens  zwei  von  den  Ko- 
ordinaten Xqj  y^,  Zq  verschwinden.  Ist  aber  etwa  yo  "^  ^o  "*  ^i  geben 
die  Gleichungen  (17): 

oder: 

Setzen  wir  nun  voraus,  daß  in  algebraischer  Größenfolge: 

(18)  a«^6«^c«, 
so  bleiben  die  drei  Möglichkeiten: 

(19)  ^'^'''  V=a»-^>^  yo=^o-0;  a«=6^  x,^y,^0,  V=-(&^-c»); 

a^^b^  =  <^,  a;o  =  yo  =  ^o  =  0, 

die  bezüglich  auf  das  verlängerte  Rotationsellipsoid  und  zweischalige 
Rotationshyperboloid  §  53,  (13);  (14);  auf  das  abgeplattete  Rotations- 
ellipsoid und  einschalige  Rotationshyperboloid  §  53,  (17);  (18);  und 
auf  die  Kugel  führen,  also:*) 

Die  auf  der  jedesmaligen  Botationsachse  liegenden  (redien  oder 
imaginären)  Brennpunkte  der  Botationsellipsoide  und  BotoHonshyper- 
hohidef  sowie  der  Mittelpunkt  der  Kugel  haben  die  Eigenschaft,  daß  der 
von  ihnen  an  die  Fläche  gelegte  Berührungskegel  ein  KugeUcegd  ist 
(vgl.  §  13,  8,  II,  sowie  später  §  100,  6). 
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6«  Konjugierte  Tangenten.  Zwischen  den  Richtungskosinus  cc^y 
ß^f  y^  und  «j,  /Sg,  y,  von  zwei  konjugierten  Tangenten  im  Punkte 
Xqj  Pq,  0q  der  Fläche  (1)  besteht  nach  §  68,  (21)  neben  den  drei  Be- 
dingungen: 

(20)  " 

die  Beziehung: 

(^1;  -^,  +  ^i  +  ^,  =u. 

?•  Gleichung  der  EUipsoide  und  Hyperboloide  in  Linien- 
koordinaten. Die  Gleichung  (12)  ist  gleichzeitig  die  Bedingung,  daß 
die  Verbindungslinie  des  Punktes  Pq  =»  Xq,  yg,  jSq  und  P  ^  x,y,z  eine 
Tangente  der  Fläche  (1)  ist.  Sie  enthält  in  der  Tat,  in  folgender 
Form  geschrieben: 

nur  die  sechs  Koordinaten  (I  §  48,  (3'))  der  Geraden  P^P  (vgl.  §  13,  (23)) 
und  lautet  mit  Einführung  dieser:^*®) 

/9Q\  Ph     iPii^i     Ph    _Ph__PL_Ph       o 

^"^^^  6«c«"^c«a»"*"a«&«       a»       b*        c»       ^' 

Es  ist  die  Bedingung,  daß  die  Gerade  jj^,  Tangente  ist,  oder  die 
Gleichung  der  Fläche  (1)  in  laufenden  Strahlenkoordinaten  (Komplex- 
gleichung  der  Fläclie). 

8.  Vereinigte  Gleichung  der  Faraboloide.  In  die  Gleichung  des 
elliptischen  Paraboloids: 

(24)  ^(a;,y,^)  =  |!  +  /.;+2a;  +  a-0 

begreifen  wir  zugleich  das  hyperbölisdie  ein,  indem  wir  —  c*  für  c* 
geschrieben  denken.  Die  Abkürzungen  §  66,  (8);  (11)  werden  für  die 
Gleichung  (24): 

(25)  gi(x,  y,  z) -^  1,    h^^O,   ^,=-Ä,-f,,  g^^h,^^,   g^^x  +  a. 

Es  ist  weder  ein  Mittelpunkt  (§  68,  (5)),  noch  ein  Doppelpunkt 
(§  67,  (30))  vorhanden. 

9«  Gleichung  der  Tangentialebene.  Aus  §  67,  (18)  folgt  als 
Gleichung    der    Tangentialebene    des    Paraboloids    (24)    im    Punkte 

^0^  Vfsj  ^o' 

(26)  |.^+ '"/-  +  «;  + 0^0+ «  =  0, 

Stftude,  Flftchen  «weiter  Ordnung.  25 
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wobei: 

(27)  |^  +  '^;  +  2a;o+a-0. 

Demnach  ergibt  sich  (I  §41,  (5))  für  die  Richtongskosinus  a^f  ß^j  y^ 
der  Normale  der  Fläche: 

(28)  «o=Po,   ^o  =  l>oS,    yo-'l'oj, 
wo  zur  Abkürzung  gesetzt  ist: 

(29)  i)o  = 


'^      ^  6*  ^  c* 


10.  Gleichung    der   Paraboloide   in  Ebenenkoordinaten.     SoU 

die  Ebene  (8)  Tangentialebene  der  Fläche  (24)  sein,  muß  die  Glei- 
chung (8)  mittels  eines  der  Bedingung  (27)  genügenden  Punktes 
Xq,  y^,  z^  auf  die  Form  (26)  gebracht  werden  können,  also  zunächst  sein: 

(30)  u  :  i; :  w? :  1  =  1  :  ^*, :  ^*, :  iCo+  «• 

Durch  Elimination  von  x^y  y^,  z^  aus  (30)  und  (27)  folgt  aber: 

(31)  h^v^  +  c*w?*  +  2fi  -  au^  =  0, 
oder  homogen  geschrieben: 

(32)  Vv^  +  (?w*  +  2us  -  au^  =  0. 

Es  ist  die  Gleichung  des  Paraholoids  (24)  in  laufenden  Ebenenkoordi- 
naten  u,  v,  w  oder  u,  v,  w,  s. 

Da  ihr  durch  die  Werte  u,  v,w,s^  0,  0,  0,  1  (I  47,  (7))  genügt 
wird,  so  folgt  :^) 

Das  Paräboloid  hat  die  unendlich  ferne  Ebene  als  TangentuüAene 
(§  13,  U). 

11.  Berührungskegel  an  das  Paräboloid.    Der  von  einem  Punkte 

Xq,  ^0,  e^  an  das  Paräboloid  (24)  gelegte  Beriäirungshegd  hat  nach 
§  67,  (22)  die  Gleichung: 

(y<,*  ,  ^o'  ,  0-.  ,  -\  [iy - y<,y  .  (« - «.)'\ 

-((x-.„)+?^^^«>+-^«VT-0' 

oder  nach  §  67,  (24): 

(34)    (|v  +  ^'  +  2xo  +  a)(f,+  ;;  +  2x  +  a)-ft/'  +  '^  +  «  +  *o  +  «)'-0, 

oder  in  der  Form  (33)  nach  Potenzen  von  x  —x^^y  —  y^^  e  —  z^  ge- 
ordnet: 
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(35)  -ix- x,y  +  (V  +  2x,  +  a) ^«^-  +  (|V  +  2x,  +  a) ^^' 

13«  Eugelkegel  als  Berührungskegel.  Die  Gleichung  (35);  mit 
a  =  0  vereinfacht,  erhält  die  Form  (15),  wenn: 

(36)yo-0,  ^o=-0,  -\^^  =  '?« 1;  h^^c^,  x, -f,    yo-^o  =  0, 

oder  mit  Rücksicht  auf  §  53,  (24): 

Der  auf  der  Rotationsachse  liegende  Brennpunkt  des  JRota^ions- 
paraboloids  hat  die  Eigenschaftj  daß  der  von  ihm  an  die  Fläche  ge- 
legte Berührungskegel  ein  Kugelkegd  ist  (vgl.  §  13,  16,  II;  sowie  später 
§  100,  6). 

13.  Konjugierte  Tangenten.  Zwischen  den  Richtungskosinus 
^ußu?!  ^^^  ^2;  A;  y«  ^^^  ^^^  konjugierten  Tangenten  im  Punkte 
Xq,  yo,  iSq  der  Fläche  (24)  besteht  nach  §  68,  (21)  neben  den  Be- 
dingungen: 

^'  +  ^'  +  22:o+a-0, 


(37) 


t.    •  yoßi  I  ?oy.i  _  0  ,  Voßt  .  ^0  7.  _  0 

-^^    6«   ^   c»         ^'     ^^    &*   ^    c«         ^ 
die  Beziehung: 

(38)  y-+^^^-0. 

Mit  «1,  ß^y  y^  =  «2,  /Jg,  y^  =  «,  ft  y  erhält  man  (§  68,  21)  für  die 
Richtungkosinus  der  durch  den  Punkt  x^^  y^^  z^  des  Paraboloids 
gehenden  Erzeugenden: 

(39)  „  +  M  +  f^  =  0,    -^  +  ^  =  0. 

14.    Gleichung    der    Faraboloide    in   Linienkoordinaten.     Die 

Gleichung  (34)   kann,   im   Sinne  von  (22),   in   der  Form   geschrieben 
werden  (vgl.  §  13,  (47)): 

^''^  -  (xo-  x)^+a  %^  +  a  ^-^'  -0, 

oder,  wie  bei  (23): 

26* 
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Es  ist  die  Gleichung  des  Parabcioids  (24)  in  laufenden  StrcMen- 
koordinaien,  *•*) 

Bei  ümkehrung  des  Vorzeichens  von  x  in  (24)  wechseln  in  (41) 
Pii}  Ai7  Pu  ^^^  Vorzeichen  (I  §  48,  (3')). 

§  71.  Tangentialebenen  der  Kegel;  reziproke  Kegel. 

1.  Vereinigte  Gleichung  des  elliptisohen  und  imaginären  Kegels. 
In  die  Gleichung  des  elliptischen  Kegels: 

(1) .  s+y;-:-^-o 

begreifen  wir  zugleich  den  imaginären  Kegd  ein,  indem  wir  —  c*  für 
c^  geschrieben  denken. 

Die  Ausdrücke  §  66,  (8);  (11)  sind  hier: 

(2)     ^i(^,y,^)==Äi(^,y,^)='J,   9%-h-liy  Ä  =  Ä8  =  -^„  flr^  =  0. 

Der  Anfangspunkt  0  ist  der  Mittelpunkt  (§  68,  (5))  und  zugleich  der 
Doppelpunkt  (§  67,  (30))  oder  die  Spitge  des  Kegels. 

2.  Gleichungen  der  Tangentialebene.  Aus  §  67,  (18)  folgt 
als  Gleichung  der  Tangentialebene  des  Kegels  (1)  in  einem  van  der 
Spitze  verschiedenen  Punkte  Xq,  y^,  js^: 

wobei: 

W  a«  ^  6«        c«        ^• 

Da  in  (3)  nur  die  Verhältnisse  x^i^qI  0q  eingehen  (I  §  33,  (14)),  so  folgt : 
Die  Tangentialebene  des  Kegels  ist  längs  jeder  geradlinigen  Erzeugenden 
dieselbe.  Sie  berührt  den  Kegel  längs  einer  Erzeugenden]  man  nennt 
sie  auch  eine  stationäre  Tangentialebene.  Außer  solchen  Tangential- 
ebenen im  engeren  Sinne  müssen  nach  §  67,  9  alle  durch  die  Spitze 
gehenden  Ebenen  als  Tangentialebenen  im  weiteren  Sinne  gelten 
(vgl.  §  13,  20). 

3.  Gleichungen  des  Kegels  in  Ebenenkoordinaten.  Soll  eine 
gegebene  Ebene: 

(5)  ux  -\'  vy  +  WZ  +  s  ^  0 

Tangentialebene  des  Kegels  (1)  im  engeren  Sinne  sein,  muß  nach  (3) 
zunächst,  wie  auch  für  alle  Tangentialebenen  im  weiteren  Sinne 
(I  §  47,  (10)): 

(6)  s  =  0 
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sein^   femer  aber  mit  einem  der  Oleichung  (4)  genügenden  Punkte 

^of  Vo)  ^0* 

(7)  u:v:i.-%:^:-^. 

Durch  Elimination  von  x^i  yQi  Zq  aus  (4)  und  (7)  folgt  dann: 

Die  Ebene  u,  v,w,s  ist  {stationäre)  Tangentidld>ene  des  Kegels  (1) 
unter  den  "beiden  Bedingungen: 

(8)  aV+6V-c«M;»-0  (9)    s « 0. 

Es  sind  die  beiden  Gleichungen  des  Kegels  in  laufenden  Kbenenkoordi- 
fiaten  (§  13,  (58')).«») 

4.  Der  Kegel  nnd  seine  unendlich  ferne  Leitkurve.  Die  Schnitt- 
linien der  stationären  Tangentialebenen  (8),  (9)  mit  der  unendlich 
fernen  Ebene  umhüllen  die  unendlich  ferne  Kurve: 

des  Kegeis  (1).  Durch  jede  solche  Schnittlinie  geht  aber  (I  §  47,  6) 
das  ganze  Büschel  derjenigen  (parallelen)  Ebenen  u,  v,  w,  s,  für 
welche  die  Verhältnisse  u  :v  :w  dieselben  sind,  wie  bei  der  betreffen-  , 
den  stationären  Tangentialebene  (8),  (9).  Die  cx>*  solchen  Ebenen, 
welche  büschelweise  durch  die  <x>*  Tangenten  der  Kurve  (10)  gehen 
(§  63,  Fig.  124),  bilden  deren  Tangentialebenen  (I  §  72,  (16')).  Es 
bedeuten  daher  (vgl.  §  13,  21)  folgende  Gleichungen  in  laufenden 
Punkt-  und  Ebenenkoordinaten: 

(ir)  aV-+-&V-c»ic;«-0 
die  unendlich  ferne  Kurve  des  Kegels\ 
(12')    aV-f-6V~c«M;«=0,  5  =  0 
den  Kegel  selbst, 

6«  Das  berührende  Ebenenpaar  des  Kegels.  Der  von  einem 
Punkte  Xq,  y^,  iSq  an  die  Fläche  (1)  gelegte  Berührungskegel  hat  nach 
§  67,  (22)  die  Gleichung: 

-_  /'^(^•~3J  ,  yo(y  — yp)  _  fo  (_?  —  -^o)\*    a 

V        a«         "^         6«  c*"     )  "^ 

oder  nach  §  67,  (24): 


(11) 

ff- 

x^       y« 
■  a«  "^  6«. 

0 

den  j 

Kegel 

seihst'^ 

(12) 

.  y'     ^' 

-»0, 

^•= 

0 

^4J>  4t  i 

M^ttt/jj* 

!*/•%  /!a«^M^  1?« 

«<ft%ii^  /7 

DO    1?^ 

nxlo 
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oder  in  anderer  Anordnung: 

Soll  andererseits  eine  Tangentialebene  mit  dem  BerühmngsstraU 
:c':y:/  (vgl.  (3),  (4)): 

a«  "^  6*        c»  ""  ^'      a*  "^  6*        c*  ""  ^ 
durch  den  Punkt  Po^  ^o'  9o)  ^o  g^^^i^^  so  ™uß  sein: 

a*  "^  fe«        c«      ^" 

Eliminiert  man  aus  diesen  drei  Gleichungen  x\  y,  /,  so  erhalt  man 
die  Bedingung  für  den  laufenden  Punkt  x,  y^  e  der  durch  Pq  gehen- 
den Tangentialebenen.     Aus  der  ersten  und  dritten  folgt  aber: 

a  '  b  '        c  hc        '        ca        '        ab        ' 

und  durch  Substitution  dieser  Werte  in  die  zweite  geht  die  Gleichung 
(15)  hervor,  die  somit  ein  Ebenenpaa/r  darstellt.     Also  (vgl.  2): 

Der  vom  Punkte  P^  =  x^,  y^,  z^  an  den  Kegel  (1)  gelegte  Bc- 
rührungskegd  (13),  (14)  oder  (15)  bestetit  aus  den  beiden  durch  den 
Strahl  OPq  an  den  Kegd  gelegten  Tangentialebenen. 

6.  Gleichung  des  Kegels  in  Linienkoordinaten.     Aus  der  Form 

(15)  folgt  nun,  wie  in  §  70,  7:^««) 

Die  Gerade  pj^i  ist  Tangente  des  Kegels  (11)  unter  der  Bedingung: 

(16)  a»i,«3  +  6X  -  c%  =  0, 

welche  die  Gleichung  des  Kegels  (11)  in  Strafdenkoordinaten  (Komplex- 
gleichung) ist  (I  §  72,  (24)). 

Ihr  genügen  alle  durch  die  Spitze  gehenden  Geraden  (§  67,  9), 
da  für  diese  PssjJPw^äs  verschwinden  (I  §  49,  (6)),  aber  auch  alle 
andern  Tangenten,  die  nicht  durch  die  Spitze  gehen.  Für  diejenigen 
Tangenten,  die  in  der  unendlich  fernen  Ebene  liegen,  verschwinden 
Außerdem  PupP2vPs4,  (J-  §  49,  (3)),  also: 

Die  Strählenkoordinaten  der  Tangenten  {Erzeugenden)  der  unendlich 
fernere  Kurve  (11')  genügen  den  Gleicfiungen: 

(17)  aY,,+  hYn-cY^,-0,    p,,^0,    p,,^0,    p,,^0. 

Es  gibt  oo^  solche  Tangenten;  die  Identität  der  Linienkoordinaten 
<I  §  48,  (5'))  ist  mit  (17)  schon  von  selbst  erfüUt. 

7«  Gleichung  der  unendlich  fernen  Kurve  in  Iiinienkoordinaten. 

Die  Koordinaten  pj^j  einer  Geraden,    die  mit  einem  unendlich   fernen 


i 
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Punkte  X,  y,  js,  0  vereinigt  liegt,  genügen  (I  §  47,  (14));  §  48,  (19)) 

der  Proportion: 

(18)  Pu'Pu'Pu'^'^'y'^ 

bei  beliebigen  Werten  von  p^^y  Pzu  Pn-  ^^^  Sirahlen  ofcö,  die  durch 
einen  Punkt  der  Kurve  (12)  gehen,  entsprechen  der  Bedingung: 

welche  die  Gleichung  der  unendlich  fernen  Kurve  (11')  in  Strahlen- 
koordinaten  (Eomplexgleichung)  ist  (I  §  72,  (24')). 

Ihr  genügen  alle  in  der  unendlich  fernen  Ebene  liegenden  Geraden, 
da  für  diese  jp^^,  p^^,  p^  verschwinden  (I  §  49,  (3)),  aber  auch  alle 
andern  Geraden,  die  sonst  die  Kurve  treffen.  Für  diejenigen  Treff- 
geraden, die  durch  den  Anfangspunkt  0  gehen,  verschwinden  außer- 
dem i)83,  pji;  Pii  (I  §  49,  (6)),  also: 

Die  Strahlenicoordinaten  der  Erzeugenden  des  Kegels  (11)  genügen 
den  Gleichungen: 

(20)  ^J*+^.^-P^V-o,    p^^o,    p,,  =  o,    p„-o. 
Es  gibt  oo^  solche  Erzeugende,  wie  bei  (17). 

8.  Besiprokalkegel.  Für  den  laufenden  Punkt  x,  y,  B  einer  im 
Punkte  0  zu  der  Tangentialebene  (3)  errichteten  Senkrechten  ist: 

(21)  a;:y:;»  =  -^»:^:-S- 

Durch  Elimination  von  x^,  yQ,  z^  hieraus  und  aus  (4)  ergibt  sich: 

(22)  aV+6y-cV«0. 

I.  Der  Ort  aüer  Geraden,  die  in  der  Spitze  des  elliptischen  Kegels  (1) 
senkrecht  auf  seinen  Tangentialebenen  errichtet  werden,  ist  wieder  ein 
elliptischer  Kegd  (22). 

Für  den  laufenden  Punkt  einer  in  0  auf  einer  Tangentialebene: 

(23)  a^x^x  +  Vy,y-(?z,z^O,    (24)    aV+^V-^V^-O 
des  Kegels  (22 j  errichteten  Senkrechten  ist: 

(25)  x\y\z^  a^x^ :  Vy^ :  —  c'Zq  . 

Durch  Elimination  von  Xq,  y^,  Zq  aus  (24)  und  (25)  folgt  als  Ort 
dieser  Punkte  wieder  der  Kegel  (1).  Die  Beziehung  der  beiden 
Kegel  (1)  und  (22)  ist  reziproh^^^) 

II.  Jeder  der  beiden  reziproken  Kegd  (1)  und  (22)  ist  der  Ort  der 
Strahlen  des  Bündels  an  der  gemeinsamen  Spitze,  die  auf  den  Tangential' 
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ebenen  des  andern  senkredU  sidien,  oder  das  VmhuUungsgebilde  der 
Ebenen  des  BünddSj  die  auf  den  Erzeugenden  des  andern  senkrecht  stehen. 

9.  Fokallinien   und   Kreiasolinitte    der   Bestprokalk^eL      Die 

Fokallinien  des  Kegels  (1)  sind  für  a'>  V  nach  §  54,  (15): 

(26)  i.-S  -  6q!T' =  <>'    y  =  «- 

Die  Ereisschnittebenen  des  Kegels  (22),  für  den  dann  1  iV>  \  ia\ 

sind  nach  §  59,  (21)  unier  Yertanschnng  von  x^  y,  a^j  V,  <?  mit  y,  Xj 
^     J_     1 
6«'   a«'   c*' 

(27)  (a«-  V)x^-  {V+  c^z^^  0. 

Die  FoJcaUinien  eines  Kegeis  sind  daher  senkrecht  zu  den  Kreisschnitt- 
ebenen des  BeziprokaJkegds, 

10.  Der  dual  gleichaeitige  Kegel.  Wenn  der  Kegel  (1)  unier 
der  Bedingung  §  64,  (8)  gleichseiiig  isi,  also  zu  jeder  Erzeugenden 
zwei  zu  dieser  und  unier  sich  senkrechie  Erzeugende  enthält,  so 
besitzt  der  reziproke  Kegel  (22)  nach  8,  II  zu  jeder  Tangentialebene 
zwei  zu  dieser  und  unter  sich  senkrechte  Tangentialebenen  und  heißt 
dual  gleichseitig}^) 

Da  die  Beziehung  der  beiden  Kegel  reziprok  ist,  kann  man  jede 
der  beiden  Eigenschaften  in  der  Bezeichnung  des  ursprunglichen 
Kegels  (1)  ausdrücken  und  erhält  mit  gleichzeitiger  Rücksicht  auf 
§  64,  3  die  Sätze: 

Der  elliptische  Kegel: 


(28) 

^6» 

-::-o 

ist  gleichseitig, 

wenn: 

ist  dual  gleichseitig,  wenn: 

(29) 

i-^-r 

1        1 

b*        c* 

-0. 

(30)         o»+&»-c»-0. 

Ein  elliptischer  Kegd,  der  ein  Tripel  Ein  elliptischer  Kegd,  der  ein  Tripd 

rechtwinkliger  Erzeugender  enthält,  rechtwinkliger  Tangentialebenen  mt- 

enthält  oo*  solche  Tripel  (ist  gleich-  hält,   enthält  oo^  solche  Tripd  (ist 

seitig).  dual  gleichseitig). 

Unter  der  Bedingung  (30)  heißt  dann  auch  das  einschalige  Hyper- 
boloid: 

dual  gleichseitig, 

11.  Das  Ebenenpaar.     Während  der  Kegel  in  Punktkoordinaten 
durch    eine   Gleichung   (11)   und   in   Ebenenkoordinaten    durch   zwei 
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Gleichungen  (12')  dargestellt  wird,  hat  das  in  Punktkoordinaien  durch 
die  eine  Gleichung  gegebene  Ebenenpaar: 

(32)  i-S"0 
in  Ebenenkoordinaten  drei  Gleichungen:**) 

(33)  aV-&V-0,  (34)    «;  =  0,    5 « 0, 

denen  die  Koordinaten  der  beiden  Ebenen  des  Paares  selbst  genügen 
(vgl.  §  13,  20). 

Die  Gleichung  (33)  allein  stellt  das  Schniftpunktpaar  dieser  beiden 
Ebenen  mit  der  unendlich  fernen  Geraden  der  xy-'Ehene  dar  (I  §  47,  (2')), 
die  Gleichungen  (34)  bezüglich  den  unendlich  fernen  Punkt  der 
jff-Achse  und  den  Anfangspunkt  (I  §  47^  (21)). 


§  72.  Konjugierte  Durchmesser  und  Diametralebenen  der  Ellipsolde, 

Hyperboloide  und  Kegel. 

1.  Die  zu  einem  Durchmesser  konjugierte  Diametralebene. 
Jede  durch  den  Mittelpunkt  0  des  Ellipsoids  oder  Hyperboloids  oder 
[Kegels] : 

(1)  -S+S  +  ^^UO] 

gehende  Gerade  oder  Ebene  heißt  ein  Durchmesser^  bezüglich  eine 
Diametrdlebene.  ^) 

Die  nach  §  68,  (2)  der  Richtung  a,  ß,  y  konjugierte  Ebene: 

(2)  "^  +  1^+^  =  0 

ist  eine  Diametralebene.  Wir  nennen  sie  hier,  da  die  Richtung  a,  ß,  y 
durch  den  Durchmesser  dieser  Richtung  bezeichnet  werden  kann,  die 
dem  Durchmesser  a,  ß,  y  konjugierte  Diametralä>ene. 

I.  Die  einem  Durchmesser  konjugierte  Diametralebene  halbiert  aüe 
ihm  parallelen  Sehnen  (§  68,  2). 

II.  Sie  ist  die  Polarebene  des  unendlich  fernen  Punktes  des  Durchs 
messers  (§  68,  11,  I). 

III.  Ihre  unendlich  ferne  Gerade  ist  die  reziproke  Polare  des  Durch- 
messers (§  68,  11,  I;  II;  §  68,  16,  I). 

Jeder  Durchmesser  hat  nach  (2)  eine  bestimmte  konjugierte  Dia- 
metralebene. 

IV.  Einer  Hauptachse  (z.  B.  a,  ß,y  -==  1,  0,  0)  ist  die  zu  ihr  senk- 
rechte JBauptd>ene  {x  =  0)  konjugiert. 
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2.  Der    zu    einer    Diametralebene    konjugierte    Durohmesaer. 

Die  OleichuDg  einer  beliebigen  Diametralebene: 

(3)  ux  +  vy  +  WZ  ^0 

wird  auf  die  Form  (2)  gebracht  durch  die  Annahme: 

(4)  a:  ß  :  y  ^  c?u  :  6*t? :  (?w. 

Damit  ist  der  Durchmesser  bestimmt^  dessen  konjugierte  Diametral- 
ebene die  gegebene  (3)  ist.  Er  heißt  der  eu  der  DiametralAene  Uy  r,  tc 
Tconjagierte  Durchmesser. 

Jede  Diametralebene  hat  einen  bestimmten  konjugierten  Durch- 
messer. Je  ein  Durchmesser  und  eine  Diametraiebene  entsprechen  sich 
wechselseitig  eindeutig.'^^) 

3.  Die  einer  Diametralebene  parallelen  Tangentialebenen«  Die 
Koordinaten  der  Schnittpunkte  des  Durchmessers  a,  ßy  y  mit  dem 
Ellipsoid  oder  Hyperboloid  (1),  den  Kegel  ausgeschlossen,  sind,  wenn 
Q  der  Radius  vector  der  Schnittpunkte  ist  (§  14,  3): 

^o-^Q^y    Vü-^Qßy    ^o-^QYi     «  =  ±1;     ^-■^  +  |¥+e»- 
Die  Tangentialebene  der  Fläche  (1)  in  einem  solchen  Punkte  (§  70,  (3)): 

'^(-J  +  'j  +  'o')-' 
ist  der  Ebene  (2)  parallel. 

Die  in  den  Endpunkten  eines  Durdimessers  an  das  Ellipsoid  oder 
Hyperboloid  gelegten  Tangentialebenen  sind  der  konjugierten  Diametral- 
ebene  parallel. 

4.  Vereinigte  Lage  von  konjugierten  Elementen.  Die  Gleichungen 
des  Durehmessers  a,  ß,  y  sind: 

(5)  X  :y  :  a  ^  a:  ß  :  y. 

Er  liegt  in  der  zu  ihm  konjugierten  Diametralebene  (2),  wenn  seine 
Richtung  a,  /3,  y  der  Bedingung: 

oder  sein  laufender  Punkt  x,  y,  z  der  Bedingung  (I  §  33,  (14)): 

genügt.  Der  Durchmesser  gehört  dann  dem  Asymptotenkegel  (§  70,  (14)) 
an  und  die  Ebene  (2)  ist  die  Tangentialebene  dieses  Kegels  längs  des 
Durchmessers  (§  71,  (3)). 
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I.  Beim  Ellipsoid  liegt  ein  Durchmesser  niemals  in  seiner  kon- 
jugierten Diametralebene, 

IL  Bei  dem  Hyperboloid  liegt  ein  Durdimesser  in  der  ihm  hm- 
jugierten  Diametralebene,  wenn  er  auf  dem  Asymptotenkegel  (vgl.  §  14, 5,  HI) 
liegt,  tvorauf  die  konjugierte  Diametralebene  die  Tangentialebene  des 
Kegels  längs  des  Durchmessers  wird. 

6.  Zwei  einander  konjugierte  Dxurchmesser.     Die  Bedingung: 

drückt  nach  (3)  ebensowohl  aus,  daß  der  Durchmesser  oc:y:/s  =  a^:ß^:y^ 
in  der  konjugierten  Diametralebene  des  Durchmessers  xiyia^a^iß^iy^ 
liegt,  als  auch,  daß  dieser  in  der  konjugierten  Diametralebene  jenes 
liegt  (§  68,  13). 

I.  Zwei  Durchmesser,  von  denen  jeder  in  der  konjugierten  Diametral- 
ebene  des  andern  liegt,  heißen  zwei  konjugierte  Durchmesser. 

IL  Die  Gleichung  (8)  ist  die  Bedingung  für  zwei  konjugierte 
Durchmesser  a^,  ß^,  y^  und  a^,  ß^,  y^. 

III.  Der  Ort  edler  einem  Durchmesser  konjugierten  Durchmesser 
ist  die  zu  ihm  konjugierte  Diametralebene. 

IV.  Zwei  konjugierte  Durchmesser  sind  (nach  1,  III)  auch  kon- 
jugierte Gerade  im  Sinne  von  §  68,  31. 

V.  Ein  Durchmesser  ist  zu  sich  selbst  konjugierter  Durchmesser, 
wenn  er  auf  dem  Asymptotenkegd  liegt. 

6«  Konjugierte  Durchmesser  eines  Diametralsohnittes.  Da  der 
Mittelpunkt  der  Fläche  (1)  aUe  durch  ihn  gehenden  Sehnen  halbiert, 
so  ist  er  auch  Mittelpunkt  jedes  Diametralschnittes.  Da  er  ferner 
bei  den  Ellipsoiden  und  Hyperboloiden  (1)  nicht  auf  der  Fläche,  also 
^uch  auf  keinem  Diametralschnitt  liegt,  so  sind  alle  Diametralschnitte 
der  Fläche  Ellipsen  oder  Hyperbeln  oder  ParaUellinienpaare  (§  24,  9). 

Sind  d^  xmd  d^  zwei  konjugierte  Durchmesser  der  Fläche,  so  daß 
d^  in  der  zu  d^  konjugierten  Diametralebene  z:/^  liegt;  die  alle  zu  d^ 
parallelen  Sehnen  halbiert,  so  halbiert  insbesondere  d^  alle  zu  d^  par- 
allelen Sehnen  des  ebenen  Schnittes  d^d^,  also  nach  §  14,  2,  I: 

L  Zwei  konjugierte  Durchmesser  der  Fläche  sind  auch  konjugierte 
Durchmesser  der  Schnittkurve  ihrer  Ebene  mit  der  Fläche. 

Sind  umgekehrt  d^  und  d^  zwei  konjugierte  Durchmesser  der 
Schnittkurve  ihrer  Ebene  mit  der  Fläche,  so  gehört  d^  nach  §  14,  2, 1 
dem  Ort  der  Mittelpunkte  aller  zu  d^  parallelen  Sehnen,  also  der  zu 
-dy^  konjugierten  Diametralebene  ^^  an,  ist  also  nach  5,  I  auch  für 
die  Fläche  zu  d^  konjugiert. 
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IL  Zwei  konjugierte  Durchmesser  der  Schnittkurve  einer  Diametral- 
ebene  mit  der  Fläche  sind  auch  konjugierte  Durchmesser  der  Flädte. 

7«  System  von  drei  konjugierten  Durcbmessem.  Geht  man  Yon 
einem  nicht  dem  Asymptotenkegel  (7)  angdwrigen  Durchmesser  ccj,  /J^,  y, 
aus  und  wählt  in  der  zu  ihm  konjugierten  Diametralebene,  die  nach  4, 1;  11 
nicht  mit  ihm  vereinigt  liegt,  zwei  getrennte  konjugierte  Durchmesser 
^9  ßtj  ?t  ^^^  ^'  ßty  yz  ^^^  Schnittkurve  (§  14,  4),  so  erhält  man  da- 
mit ein  System  von  drei  konjugierten  Durchmessern  der  Fläche. 

L  Jeder  von  drei  konjugierten  Durchmessern  ist  jedem  andern  k^m- 
jtigiert. 

II.  Die  Ebene  je  zweier  von  ihnen  ist  die  konjugierte  Diametral- 
ebene des  dritten. 

Ihre  Richtungskosinus  entsprechen  den  drei  Bedingungen: 


(9) 


«•    "^     5« 


+ 


r.rs 


0, 


a 


Aft 


t  +    ^« 


ftft    ,   /ly«  ^0 


6^      •      c 

III.  iJs  gibt  cx)'  Systeme  von  drei  konjugierten  Durchmessern. 
Mit  Rücksicht  auf  8  und  (8)  und  §  70,  (21)  folgt  femer: 
lY .  Zieht  man  im  Endpunkt  eines  von  drei  konjugierten  Durchmessern 
Farallden  zu  den  beiden  andern ,  so  sind  diese  konjugierte  Tangenten. 

8«  Konjugierte  Durchmesser  als  Koordinatenachsen«    Geht  man 
mittels  der  Substitution  (I  §  37,  (2)): 

(10)  y-ßii  +  ß2V  +  ßst, 

von  dem  System  Oxyz  der  Hauptachsen  zu  einem  konzentrischen  schief- 
winkligen System  Olrjt  über,  dessen  Achsen  die  Richtungskosinus 
^1;  i^i;  yi5  ^2;  Ä>  y«?  ^s>ßiy  yz  haben,  so  wird  die  Gleichung  der  Fläche  (1): 


(11) 

wobei: 


?  +  ■!'  +  f.  +  29r,S  +  201%  +  2r|i?  =  1[0], 


=  -1   +    i.1   T 


1 

«.' 

i« 

^"^^ 

o* 

1 

= 

1 

«.' 

^ 

BSS 

l    y* 

o' 

8 

8  y 


(12)      :S  =  ^ 


^  6«  ^  c" 

■T"    fct   T    jl  > 


(13) 


__  a,«»    ,    ft^8     I  .78  78 
~"     a»    "^    ft«     "^    c* 


CK.  tti 


<^  »=      1?    + 


Aft 


+ 


78  71 


^  ~     a»    ^    6«    + 


c 
7i7i 


t   > 
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Mit  Rücksicht  auf  (9)  und  (13)  ergibt  sich  aber^*): 
In   heBug  ai/if  ein  schiefwinkliges  Ächsensystem  O^^g   erhaU  die 
Gleichung  (1)  immer  dann  und  nur  dann  die  Form: 

(14)  f;+^;+f.=i[o], . 

wenn  es  aus  einem  System  konjugierter  Durchmesser  besteht. 

So  folgt  aus  der  Form  der  Gleichung  §  58,  (21),  daß  die  dort 
benutzten  Achsen  1,  ^,  S  konjugierte  Durchmesser  sind. 

9.  Ort   der   Mittelpunkte    paralleler    Sohnitte.      Da   Ton   dem 

System  O^rj^  nach  7  keine  Achse  Erzeugende  (keine  Ebene  Tan- 
gentialebene) des  Asjmptotenkegels  sein  soll,  verschwindet  keiner  der 
Koeffizienten  (12),  wie  in  (6).  Die  Fläche  (14)  wird  nun  von  einer 
der  Ii^-Ebene  parallelen  Ebene  g  »  g^  in  einem  Kegelschnitt: 

geschnitten,  dessen  Mittelpunkt  auf  der  ^- Achse  liegt  (§  14,  (11)).  Es 
folgt  daher: 

Der  Ort  der  Mittelpunkte  aller  einer  Diametralebene  parallelen 
Schnitte  ist  der  zu  ihr  konjugierte  Durchmesser. 

Die  Diametralebene  darf  dabei  keine  Tangentialebene  des  Asym- 
ptotenkegels sein  (vgl.  später  §  74,  2). 

Der  Satz  ergibt  sich  auch  aus  folgender  Überlegung:  Nach  1,  III 
sind  die  g- Achse  und  die  unendlich  ferne  Gerade  der  g^y-Ebene 
reziproke  Polaren.  Jede  gemeinsame  Transversale  beider,  also  jede 
der  $17 -Ebene  parallele  und  die  g- Achse  schneidende  Sehne  der  Fläche 
wird  daher  nach  §  68,  16,  IV  von  der  g- Achse  halbiert. 

Die  Schnitte  (15)  sind  nach  §  14,  10  ähnlich  und  (in  parallelen 
Ebenen)  ähnlieh  liegend. 

10.  Drei  Sätae  über   die   Längen   konjugierter  [Durohmesser. 

Schreibt  man  die  erste  Gleichung  (12)  und  die  beiden  letzten  (13), 
wo  p  =  (^  «=  T  =«  0  sei,  in  der  Form: 


(16) 


«1 

«1 

+  ßi 

+  ri 

1 

«J 

«1 

+  ß2 

6* 

+  r2 

=  0, 

«1 

+  ß. 

5» 

+  Ys 

71 

=  0, 

so  erhält  man  durch  Auflösen  nach  cc^  :  a^,  ß^ :  fe*,  ^i  :  c*: 
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wo  A  die  Determinante  der  neun  Bichtungskosinus  a^y  ß^,,..,  y^ 
und  Aj,  B^^  .  .  .,  fj  die  entsprechenden  ünterdeterminanten  sind 
(I  §  37,  (3);  (4)).  Unter  HinzufÜgung  der  durch  zyklische  Vertausch ung 
entstehenden  Formeln  erhält  man  danach: 

Aa^X'^Aja*,     Aagfi*=Aja',     ^a^v^=k^a^^ 

(18)  A/3iA««Bife»,    AA/i«-B,6S     Aftv^^B^feS 

Durch  Multiplikation  der  drei  Gleichungen  erster  Zeile  (18)  mit 
^7  ^9  ^  und  Addition  usw.  folgt  (I  Anm.  1,  II,  (6)): 

(19)  A'^«+ftV'+ftV=.fcS 

Die  Addition  der  drei  Gleichungen  (19)  gibt: 

(20)  A«+  ft«+  v>=  a*+  6*+  c». 

Durch  Gleichsetzen  der  Determinanten  aus  den  neun  linken  und 
den  neun  rechten  Seiten  der  Gleichungen  (18)  geht  mit  Weglassung 
des  Faktors  A*  hervor  (I  Anm.  1,  II,  (4)): 

(21)  AUVi'*=«*6*^. 

Multipliziert  man  die  Gleichungen  (17)  mit  Aj,  B^,  V^  und  ad- 
diert, so  folgt: 


und  ebenso: 


^  V  a»    "^     &*    "^  '  c*  /  ^«  ' 

x/«,A,       ftB        y,r.\       V  +  B,'  +  r,' 
^l  a«     "*"     6«    "*"    cW  ""  f*  ^ 

und  durch  Addition: 

A2 / 1  _L  JL  4.  M  ^  A,M:_Bi *:+  »"i*  4.  A,'+B,*+r,«     V +_B»i±_r,* 

oder  da  (I  §  35,  (2);  §  37,  (4)):   Ai*+  B,»+  T^^^-  sin^iyg  usw.  ist: 

^+_5*J?*+i^I^*  _  fi'y'Bin'Tjg  +  yU« sin* f S  +  XV8in«gT; 

und  nach  (21): 

(22)     6«cH  c'a*  +  a^b"-  /^^^'^sin^^g  +  i/«A«sin«e|  +  AV  sin*  |i^. 

Zwischen  den  Quadraten  X*,  iü^  v^  der  halben  Längen  von   drei 
konjugierten  Durchmessern.   |,  rj,  £  und    den    Quadraten   a',  6*,  c*    rfer 
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halben  Längen  der  drei  Hauptachsen  hestehen  die  Gleichungen'^^): 

(23)        (i^v^sm^rii  +  i/U^sin^gg  +  AV'sin^gi^  =  6V+  c«a«+  a«6«, 

AV^v^  sin«  |iy S  =  a«&«c«  (I  §  37,  (9)). 

Die  Quadratsumme  der  Längen  von  drei  'konjugierten  Durchmessern^ 
die  Quadratsumme  der  Flächen  der  aus  je  zweien  gebildeten  Parälldo- 
gramme  (I  §  15,  (3)),  der  Bauminhalt  des  aus  ihnen  gebildeten  Parallel- 
epipedons  (I  §  39,  (9))  sind  konstant  (§  14,  7). 

11.  Die  Vorseiohen  der  Quadrate  der  Längen.  'Qeim  Eüipsoid 
sind  a^y  V,  c*  alle  drei  positiv,  also  nach  (12)  auch  Z*,  ft*,  v*  aUe 
drei  positiv. 

Beim  einschaligen  Hyperboloid  sind  a*,  6*  positiv,  c*  negativ,  also 
nach  (21)  das  Produkt  A*/i*i/*  negativ,  demnach  alle  drei  Faktoren 
oder  einer  negativ;  das  erstere  ist  nicht  möglich,  da  sonst  nach  (19) 
a«,  V  negativ  wären.  Daher  sind  zwei  der  Größen  X^,  |Lt*,  v^  positiv 
und  eine  negativ. 

Beim  zweischaligen  Hyperboloid  sind  a*  positiv  und  6*,  c*  negativ, 
also  nach  (21)  das  Produkt  X^fi^v^  positiv,  demnach  alle  drei  Faktoren 
oder  einer  positiv;  das  erstere  ist  nicht  möglich,  da  sonst  nach  (19) 
b\  c*  positiv  wären.  Daher  sind  eine  der  Größen  X^,  ^*,  v^  positiv 
und  zivei  negativ. 

Beim  EUipsoid  schneiden  von  drei  konjugierten  Durchmessern  alle 
drei  die  Fläche  redly  beim  einschaligen  Hyperboloid  zwei,  beim  zwei- 
schaligen  nur  einer. 

• 

12.  Ähnliehe  Ellipsoide  und  Hyperboloide.  Zwei  auf  ver- 
schiedene oder  gleiche  rechtwinklige  Systeme  Oxyz  und  Gxyz'  be- 
zogene gleichartige  Flächen 

(24)     S+fi'+S=i'    (24')j-;4-f;+f;=i 

sind   ähnlichy  wenn  ihre   Halbachsen   in    demselben  Verhältnis   1  :  m 
stehen,  also: 

(25)  a'=ma,    V'^mb,    c^mc. 

Sie  gehen  dann  durch  die  Ähnlichkeitsverwandtschaft  (I  §  (39,  (20)): 

(26)  X  ^mx,  y  ^my,  z  ^  mz-,  u  = -,  v  -  ~,  ^  ^m 

der   beiden   Räume  Oxyz   und  Oxyz    Punkt   für  Punkt   und  Tan- 
gentialebene für  Tangentialebene  (§  70,  (10))  ineinander  über. 
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Sind  die  Systeme  Oxyz  und  O'xyz'  parallel^  werden  die  Flachen 
ähnlich  und  ähnlich  liegend^  sind  die  Systeme  identisch,  werden  die 
Flächen  korufentrisch,  ähnlich  und  ähnlich  liegend'^*). 

Im  weiteren  Sinne  mit   im   für  m   können   auch  ein  imaginäres 
und  ein  reelles  Ellipsoid  oder  ein  einschaliges   und  ein  zweischaliges 
Hyperboloid,   endKch  auch  Fläche  und  Asymptotenkegel  als  ähnlich        j 
gelten  (§  14,  10). 

Da  die  Bedingung  (8)  nur  von  den  Verhältnissen  a:h  :c  ab- 
hängt, so  folgt: 

Konzentrische,  ähnliche  und  ähnlich  liegende  Flächen  (auch  im 
weiteren  Sinne)  haben  gemeinsame  konjugierte  Durchmesser  (und  Asym- 
ptotenkegd). 

Hieran  schließen  sich  entsprechende  Sätze  wie  in  §  14,  11. 

§  73.  Durolimesser  und  konjugierte  Tangenten  der  Paraboloide. 

1.  Die  einer  Biohtung  konjugierte  Diametralebene.  Bei  dem 
Paraboloid: 

(1)  <;-|;-  +  i^  +  2^-0 

soll  jede   zur  Hauptachse  {x  =»  Achse)  parallele  Gerade   oder   Ebene 
bezüglich  ein  Durchmesser  oder  eine  Diametrald>ene^)  heißen  (§  14,  8). 
Die  nach  §  68,  (2);  §  70,  (25)  der  Richtung  a,  /3,  y  konjugierte 
Ebene: 

(2)  a+fr+';=o 

ist  der  rz;- Achse  parallel  und  heißt  daher  die  der  Bichtung  a,  ß,  y  kon- 
jugierte Diametralebene]  sie  ist  der  Ort  der  Mitteilpunkte  dUer  parallden 
Sehnen  von  der  Richtung  cc,  ß,  y.  Jede  Richtung,  die  nicht  die  eines 
Durchmessers  ist  (/3  =  0,  y  =  0),  hat  nach  (2)  eine  bestimmte  kon- 
jugierte Diametralebene.  Sie  ist  die  Polarebene  des  unendlich  fernen 
Punktes  der  Richtung.  Sie  enthält  die  Berührungspunkte  aller  Tangenten, 
die  diese  Richtung  haben  (§  68,  10). 

2.  Der  einer  Stellung  konjugierte  Dxurohmesser.  Sind  cc^y  ß^j  y^ 
und  a^^tß^^yz  zwei  von  einem  Punkte  ausgehende  Richtungen,  so  hat 
ihre  Ebene  die  Stellungskosiiius  (I  §  41,  (20)): 

(3)  «1 :  /?! :  ^1  ==  Ar«  -  A^g :  y^cc^  -  y^a^ :  Oj/J,  —  «jft . 

Ihre  konjugierten  Diametralebenen: 

(4)  a2  +  Äv+y»^'-  =  o,   «s  +  /s«v+y.7. -0 
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flchneiden  sich,  wie  die  Auflösnng  der  Gleichungen  (4)  nach  y  und  z 
mit  Rücksicht  auf  (3)  gibt,  in  dem  Durchmesser: 

(5)  y-?tS  »-^-cK 


«1      '  a. 


Da  dieser  nur  von  den  Stellungskosinus  (3)  abhängt,  nennen  wir  ihn 
den  der  Stellung  a^,  /Sj,  y^  "konjugierten  Durchmesser,  Jede  Stellung, 
die  nicht  die  einer  Diametralebene  ist  {a^  =  0),  hat  nach  (5)  einen 
bestimmten  konjugierten  Durchmesser. 

Als  Schnittlinie  der  Polarebenen  (4)  zweier  unendlich  fernen 
Punkte  Oj,  /Sg,  ^2,  0  und  03,  /S,,  y^,  0  ist  er  die  reziproke  Polare  der 
Verbindungslinie  der  beiden  Punkte;  durch  diese  unendlich  ferne  Linie 
gehen  alle  Ebenen  der  Stellung  (3). 

Die  Tangentialebene  im  Punkte  x^,  y^,  b^  (§  70,  (26)): 

hat  die  Stellung: 

/y.  •  /?   •  V   =  1  •  ^  •  — 
"1  •  Pl  •  n        -"^  •  51  •  c«  • 

Diese  Stellung  aber  hat  nach  (5)  den  konjugierten  Durchmesser: 

Der  einer  Stellung  konjugierte  Durchmesser  enthält  also  den  Berührungs- 
punkt der  Tangentialebene,  die  diese  Stellung  hat  (§  68,  16,  V). 

3.  Transformation  auf  ein  sohiefwinkliges  Koordinatensystem. 

Transformiert  mau  die  Gleichung  (1)  mittels  der  Substitution  (I§37,(13)): 

x^x^+a^l  +  a^ri  +  «jg, 
(6)  J/  =  yo  +  ftS  +  Ä^  +  ftS, 

auf  ein  beliebiges  schiefwinkliges  System  Sl^riiy  so  ergibt  sich: 

+  2(a,+  ^,|l  +  y4)^  +  2(«,  +  ^3f5  +  y4)§  +  (yV  +  J.'+2xo)=0. 

Hier  verschwinden  neben  dem  konstanten  Gliede  die  Koeffizienten 
von  ^Sj  ^  ^^^  6  nach  §  70,  (37);  (38)  immer  dann  und  nur  dann, 
wenn  die  ly-  und  g- Achse  zwei  konjugierte  Tangenten  sind.  Ferner 
verschwinden  die  Koeffizienten  von  |*,  g|  und  |iy,  die  in  ß^ :  V  und 
^1 :  c^  linear  und  homogen  geschrieben  werden  können,  immer  dann 

Stande»  Flikchen  zweiter  Ordnung.  26 
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und  nur  dann  alle  drei^  wenn  /)i  =  0  und  yi'^O  (a^^  1),  da  sonst 
mit  /Sj :  ß^ :  /'s  *==  T'i  -  T's '  7$  ^^^  Determinante  der  neun  Richtungskosinus 
in  (6)  verschwinden  würde.    Die  Gleichung  (7)  wird  dann'*): 

(8)  s-=^;+5+2s-o, 

wo: 

Diß  Gleichung  des  Paraboloids  hat  in  sdneftvinTdigen  Koordinaten 
immer  dann  und  nwr  dann  die  Form  (8),  loenn  die  rj-  und  ^-Achse 
ewei  getrennte  konjugierte  Tangenten  und  die  i- Achse  der  der  Stdlung 
der  rii' Ebene  konjugierte  Durchmesser  ist. 


4.  Ort  der  Mittelpunkte  paralleler  Schnitte.  Die  Ebene  | » 1«^ 
schneidet  die  Fläche  (8)  in  dem  Kegelschnitt: 

(10)  ^;+§+2i.=o, 

der  eine  EUipee  oder  Hyperbel  ist^  die  ihren  Mittelpunkt  auf  der 
|- Achse  hat. 

Der  Ort  der  Mittelpunkte  eines  Systems  paraüder  Schnute  des 
ParaholoidSy  die  nicht  der  Hauptachse  paraUd  sind,  ist  der  der  Stdlung 
der  Schnitte  konjugierte  Durchmesser  (§  72,  9). 

Die  Koeffizienten  (9)  können  bei  getrennten  konjugierten  Tan- 
genten 71  und  g  nicht  verschwinden  (§  70,  (39)). 

Die  Schnitte  (10)  sind  nach  §  14,  10  ähnlich  und  (in  parallelen 
Ebenen)  ähnlich  liegend. 

5.  Das  Produkt  der  Parameter  fi^  und  v^.  Bei  der  Trans- 
formation von  (7)  auf  (8)  war: 


Aft  +  y.fJ=o, 


Singles 


woraus  mit  der  Abkürzung: 
(a  =1,  /3i  —  ^1  =  0)  hervorgeht: 

öfters         q7t ft 

oder  auch,  mit  gleichzeitiger  Hinzufügung  der  entsprechenden  Formeln: 
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Durch  Multiplikation  mit  ß^  und  ß^  und  Addition  folgt  aus  den  beiden 
Gleichungen  erster  Zeile: 

und  ebenso  (§72,  (19)): 

und  damit  durch  Addition,  da  ß^^-^-  y,'—  1  —  0^*=»  sin^giy: 

(12)  fi^8in»|i7  +  f;«sin»Se  -  6«  +  c«. 

Durch  Gleichsetzen  der  Determinanten  der  vier  linken  und  der 
vier  rechten  Seiten  von  (11)  ei^ibt  sich  femer  mit  Weghebung  des 
Faktors  S^»): 

(13)  iJi^vHm^lrii^V(?. 

Daher  sind  in  (8)  heim  elliptischen  Paraboloid  ft*  und  v^  stets 
von  gleichenj  heim  hyperbolischen  stets  von  verschiedenen  Vor/seichen. 

6.  Ähnliche  Faraboloide.     Die  beiden  ^eichartigen  Paraboloide: 

(14)  ^+'^+2x-0  (14')     ^'  +  y  +  2z'-0 

sind   ähnlich,   wenn   ihre  Parameter  p  und  q  in   gleichem  Verhältnis 
1  :m  stehen''*),  also: 

(15)  p'  —  mp ,    q  =  mq. 

Sie  gehen  dann  durch  die  Ahnlichkeitstransformationen  §  72,  (26)  in- 
einander über. 


§  74.  Besondere  Gleichungen  der  Hyperboloide  und  Paraboloide 

und  ihre  Bedeutung. 

1«  Das  Berührongsdreikant  des  Aaymptotenkegels.  Die  auf 
ihr  Hauptachsensystem  Oxyz  bezogene  Fläche  §  72,  (1)  erhält  in 
einem  beliebigen  schiefwinkligen  System  O^tj^  die  Form  §  72,  (11). 
Sei  nun  der  Asymptotenkegel  §  72,  (7)  reell  und  die  Achse  S  =  «i;  /3i,  ^i 
irgendein  nicht  auf  ihm  liegender  Durchmesser.  Die  zu  diesem  kon- 
jugierte Diametralebene  (§  72,  (2)): 

(1)  '^a^  +  v'  +  ^-O, 

nach  §  68,  (15)  zugleich  die  Polarebene  aUer  Punkte  des  Durchmessers 
^  =^  c^if  ßi,yi  in  bezug  auf  den  Asymptotenkegel,  schneidet  diesen  in 
den  BerQhrungslinien  der   durch  die  § -Achse  an  ihn    gelegten  Tan- 

26* 
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gentialebenen  (§  71, 5).  Nehmen  wir  diese  Linien  als  Achsen  ri=^cc^j  ß^^  y^ 
nnd  g  =  «5,  /Sj,  y,,  so  ist  nach  (1)  und  §  72,  (6)  in  §  72,  (12)  und  (13): 

~.-0,     i-,-0;     (f»0,     r«0. 

Die  Gleichung  des  Hyperboloids  (und  Kegds): 

(2)  f;±f;-s-i(o) 

arMÜ^  in  einem  sdiiefwinkligen  System  Olril  die  Form^^)i 

(3)  ^  +  ^Qn%  - 1  (0), 

M?e»n  die  ri'  und  l- Achse  die  Beruhrungslinien  der  beiden  durch  die 
i,' Achse  an  den  Asymptotenkegd  gelegten  Tangentialä>enen  sind  (O^i^t 
ein  „Berührungsdreikant"  ist,  vgl.  §  52,  Fig.  115). 

Damit  diese  reell  werden,  muß  die  $- Achse  außerhalb  des  Asym- 
ptotenkegels  yerlaufen.  Dies  ist  aber  beim  ein-  und  zweischaligen 
Hypel-boloid  (2)  der  Fall,  wenn  bezüglich  (§  72,  (12)): 

W  xt        a»  ^  &•         c*  -^     '      i*        a«         6«         c»  ^  ^' 

da  für  die  inneren  Hauptachsen  «i, /^i,  ^i^*  0,  0,  1,  bezüglich  1,0,0, 
wird  (§  54,  4). 

2.  Farabolisohe  Schnitte  der  Hyperboloide.  Die  Ebene  g  =»  {^, 
die  der  Tangentialebene  l^ri  des  Asjmptotenkegels  parallel  ist,  schneidet 
das  Hyperboloid  (3)  in  der  Parabel  (§  2,  (17)): 

(5)  ^  +  2pgoij  =  l(0), 

und  da  sie  als  beliebige  Tangentialebene  gelten  kann,  so  folgt: 

Jede  einer   Tangentialebene  des  Asymptotenkegels  paraUde   Ebene 

schneidet  das  Hyperboloid  oder  den  Kegd  sdbst  in  einer  Pardbd. 
Der  Scheitel  der  Parabel  ist  beim  Hyperboloid  (§  2,  (18)): 

(6)  S-0,    12-2^,     g  =  So, 

also  der  Ort  der  Scheitd  eines  Systems  paraUder  Schnitte  5  =  ?o  <Äe 
Hyperbd  (§  3,  (15)): 

Mit  So^^O  ergibt  sich  aus  (5)  insbesondere: 

Jede  Tangentiald)ene  des  Asymptotenkegds  sdbst  schneidet  das  ein- 
schalige  Hyperboloid  (X*  >  0)  in  ewei  zu  ihrer  Berührungslinie  paraiüden 
Geraden  (Erzeugenden,  §  63,  5). 
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3«  Die  Aaymptotenkegelgleicliung  der  Hyperboloide.  Wählt 
man  für  das  ein-  oder  zweischalige  Hyperboloid  (2)  die  Achsen  eines 
schiefwinkligen  Koordinatensystems  O^i^g  alle  drei  auf  dem  Asym- 
ptotenkegel^  so  verschwinden  in  §  72,  (11 )  die  drei  Koeffizienten  §  72,  (12) 
und  folgt  (§3,(15))«): 

In  hezug  auf  ein  schieftvinldiges  System  O^ijJ;,  dessen  Ädisen  dem 
Äsymptoienkegd  des  ein-  oder  ziceischdligen  Hyperboloids  (2)  angehören^ 
ist  die  Gleichung  der  Fläche  (2): 

(8)  2Qril  +  26il  +  2rgi?  =  1  (0). 

4«  Untersohied  der  ein-  und  zweischaligen  Hyperboloide.  Wenn 
die  Flache  (8)  ein  einschaliges  Hyperboloid  ist,  müssen  nach  §  63,  5 
zwei  der  |- Achse  parallele  Erzeugende,  also  etwa  die  Gerade: 

iy  =»  f w,     g  =  —  £n,     f=«±l, 

auf  ihr  liegen,  muß  also  identisch  in  |  sein: 

—  2Qmn  +  2«(Tm  —  <yn)|  =  1 
oder: 

(9)  Tw«<yw,    —  2pmn  =  1 
oder  mit  einem  Faktor  x: 


(10)  m^x0,     n  ==  xt;    —  2x^()<yT  =»  1;     x  =  1  :  J/— 2()<yr. 

Es  muß  also  Qöt  negativ  sein,  worauf  in  der  Tat  zwei  Gerade  17  »  £99», 
g  =»  —  6W  mit  den  Werten  (10)  von  m  und  n  auf  der  Fläche  (8) 
liegen,  so  daß  sie  nach  §  .63,  1  kein  zweischaliges  Hyperboloid 
sein  kann. 

Bei  dem  einschaligen  Hyperboloid  ist  in  der  auf  drei  Erzeugende 
des  Asymptotenkegels  bezogenen  Gleichung  (8)  Qöt  negativ^  bei  dem  zwei- 
schaligen positiv  ( J.  —  ~  2()tfr  ist  die  Determinante,  s.  später  §  99,  (8)). 

5.  Bedeutung  der  Koeffisienten  beim  einselialigen  Hyperboloid. 

Setzt  man  unter  der  Voraussetzung: 

(11)  -2Qör>0 
mit  Rücksicht  auf  (9): 

(12)  2(>  :=---,     2(y  =  -^„     2r yi-, 

SO  wird: 

und  damit  umgekehrt: 

(13)  l 7-:^--,     m  =  -— ^-.,    n  =  -   -J-=^-.. 

Nach  (11)  sind  die  Größen  p,  0,  z  alle  drei  negativ  oder  eine,  etwa 
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Qf  negativ,  die  beiden  andern,  6  und  r,  positiv.  Im  letzteren  Falle 
kann  man  aber  durch  Umkehr  der  Pfeilspitze  der  | -Achse  in  (8) 
auch  tf  und  r  negativ  machen.  Man  kann  also  Qy  6,  x  immer  alle 
drei  negativ  und  damit,  bei  positiver  Quadratwurzel  in  (13),  l,  m,  n 
aUe  drei  positiv  annehmen.     Es  folgt  also  mit  Rücksicht  auf  (8): 

Die  Gleichung  des  einschaligen  Hyperboloids  erfährt  beim  Über- 
gang von  den  Hauptachsen  x,  y^  e  bu  irgend  drei  Erzeugenden  g,  17,  l 
des  Asymptoienkegds  die  Umgestaltung: 

(14)  j;+f;_^;-i=_-L^{?,5+w5i+«i,+z«„}_o. 

Hiemach  liegen  die  sechs  den  Achsen  |,  17,  g  parallelen  Greraden: 


(15) 


(16) 


U  =  «,  U  — ^  \v  =  m, 


t} m 

i  —  i, 


(17) 


-Irm^n 


'l/m,7v 


Ir-m. 


6 

auf  der  Fläche  selbst.     Sie  bilden  ein  auf  der  Fläche  liegendes  Sechs- 
eck mit  den  Ecken  (Fig.  171) 

fxg^l,m,—n'^  gxh-=-l,  —  w, —n;  hxf^l,  —  w,  w; 

/"X^  =  — ?,  —  w,n;  g-xh'^  —  l,  m,  w;  Kxf^  —  l,  m,  —n, 

die  unter  Hiuzunahme 
der  beiden  Punkte:  ly 
m,  n  und  —  i,  —  wi,  —  n 
ein  ParaUdepipedon 
mit  dem  Mittdpunkt  O 
und  den  Kantenlängen 
^  2ly2m,2ninderRicli- 

"^    '^      tung  der  Achsen  ^,  tj,  g 
bestimmen"®). 

Da  f  und  f,  g  und 
^^r^  g\  h  und  K  je  parallel 

sind,  schneidet  mit 
Rücksicht  auf  (17)  jede  der  drei  Geraden  f  g,  h  jede  der  drei  Ge- 
raden f,  g',  h\  Daher  gehören  f,  g,  h  der  einen,  f,  g',  h'  der  andern 
Schar  der  Erzeugenden  an  (§  63,  4). 

6.  Bedeutung  der  Asymptotengleichung.   Die  Achsenkoordinaten 
der  Geraden   fy  g,  h  sind  (I  §  48,  (3)   für   schiefw.  Koord.)   in    bezug 
auf  das  System  Ol^rj^: 
(18)    /•- l,0,0,0,n,  w,     f7  =  0,  l,0,w,  0,?,    A  -  0,  0,  1,  m,  Z,  0. 


IrTTirfV 


Fig.  171. 


§  74,  6-7. 


407 


Eine  laufende  Gerade  q^^  schneidet  daher  die  drei  Geraden  f,  g,  h 
unter  den  Bedingungen  (I  §  48,  (21')): 

(19)  «?»8+    ^«12  +  224^0; 

I       Z?81+W?2S  +  384=-0. 

Der  laufende  Punkt  |,  i],  g  der  Geraden  q^^  hinwiederum  entspricht 
den  Gleichungen  (I  §  48,  (11):  §  59,  (9)): 

•^?i2-5?3i  +  2u=0, 

(20)  5!Z2«-S?i2  +  324=-0,     ' 

Sg8i-i?ft8  +  ft4=0. 

Durch  Elimination  der  Größen  q^^^,  die  für  vier  unabhängige  zählen, 
aus  den  Gleichungen  (19)  und  (20),  die  för  fünf  unabhängige  zählen, 
ergibt  sich  die  Bedingung  für  den  laufenden  Punkt  |,  17,  ^  einer  Ge- 
raden, welche  die  drei  Geraden  (15)  bestöndig  schneidet.  Durch 
Subtraktion  entsprechender  Gleichungen  (19)  und  (20)  ergibt  sich 
zunächst: 

(w  +  0?81+(^-'^)«12-0; 

(21)  (n-g)&s  +  (i+S)?i2=-0, 

(w  +  i?)g„  +  (i-5)gai  =-0, 

und  durch  Elimination  yon  q^^  q^^,  q^^,   die  nach  (19)  nicht  alle  0 

sein  können: 

i       0         n  +  t    fn  —  rj 

(22)  n-e         0         l  +  i 

m  +  fi     l  —  i        0 

-Q  +  i){m  +  rj){n  +  g)  +  (i  -  |)(m  -  i?)(n  -  t) 
-  2lmn  +  2lrii  +  2mgS  +  2nJi7j  «  0. 

Die  Gleichung  (14)  kann  daher  in  der  Form  geschrieben  werden: 

0         w  +  f    w  —  iy 


(23) 


x^       y*  _  z*        - 


a 


1 
2/mn 


0 


w-e         0 

m  +  17      ?  —  g 

und  ist  dann  der  Ausdruck  des  Satzes  ^''^): 

Ein  gegebenes  einschaliges  Hyperboloid  ist  der  Ort  einer  Geraden^ 
die  an  irgend  drei  gleichnamigen  Erzeugenden  der  einen  oder  andern 
Schar  seiner  Erzeugenden  gleitet. 

?•  Ort  einer  Geraden,  die  an  drdi  windsohiefen  Geraden  gleitet. 
Irgend  drei  windschiefe  Gerade /*,^,A  im  Räume  bestimmen  (Fig.  171)  ein 
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Parallelepipedon,  das  man  erhält^  wenn  man  durch  jede  Gerade  zi^ei 
den  beiden  andern  Geraden  parallele  Ebenen  legt.  Nimmt  man  den 
Mittelpunkt  des  Parallelepipedons  als  Anfangspunkt  0  eines  Achsen- 
Systems  Oirji,  dessen  Achsen  den  Kanten  des  Parallelepi;>edonfii 
parallel  sind;  so  haben  die  Geraden  /*,  g,  h  bei  geeigneter  Wahl  der 
Pfeilspitzen  die  Gleichungen  (15).  Die  durch  (15)  dargestellten  Ge- 
raden können  daher  als  drei  beliebige  windschiefe  Gerade  gelten. 

Daher  ist  der  Ort  einer  Geraden,  die  an  drei  gegebenen  wind- 
schiefen Geraden  gleitet,  ein  einschaliges  Hyperboloid,  (Über  die  Be- 
stimmung von  a*,  b\  c^  aus  Z,  m,  n  vgl.  später  §  92,  4). 

8*  Transformation  des  hyperbolischen  Faraboloids  auf  awei 
ungleichnamige  Erzeugende.  Zwei  beliebige  ungleichnamige  Erzen- 
gende des  hyperbolischen  Paraboloids: 

(24)  |;_£!_2x-0 

sind  nach  §  65,  (9)  durch  die  Gleichungenpaare  dargestellt: 

Ihr  Schnittpunkt  ist  nach  §  65,  (15): 

(27)  ^o-%y     Vo-i-^-y     ^o  =  C^V" 

und  ihre  Richtungskosinus  nach  §65,(17): 

/oo\  i^       a        ^  ^  '^       Q        ^  ^ 

(28)  «,=  „-,     A=-,     Vi--—.     «.  =  7r'     A=n'     y»-n' 

worin: 

(29)  w^  =  &»  +  c^  +  it\        »*  «=  ¥  +(?+vK 

Zur  Einführung  eines  neuen  Koordinatensystems  Sl^ril,  dessen 
Achsen  iy  und  ^  die  beiden  Erzeugenden  (25)  und  (26)  sind  und 
dessen  Achse  g  von  deren  Schnittpunkt  Sl  parallel  der  a;-Achse  aus- 
geht («1=1,  /Sj  =  0,  2^1=  0),  dienen  die  Formehi  (I  §  37,  (13)): 

l  i''^     \     iL     \  ^     I  t 


y       ^ 

0  c  ' 

b    *    c        V 


(30) 


2         ^    ^    ^  m  n 

y_  ^  /H-  ^      xn_     V  t_ 

b  2  "•"  w      "*"  n  ' 

±  ^  i^—y      __  ri_  t  ^ 

c  2  m  n 


Damit  wird: 


(31)  V  +  c-^+n'      6        c^^'+m 
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und  somit: 
(32) 


»• 


US 


!-_'    _2^  =  ^">_2|. 


mn 


Die  Gleichung  des  hyperbolischen  Paräboloids  (24)  ^rhäU  in  besiug 
auf  ein  schiefwinkliges  System  ßSijf,  dessen  iy-  und  l- Achse  zwei  be- 
liebige ungleichnamige  Erzeugende  (25)  und  (26)  sind  und  dessen 
i,' Achse  der  Hauptachse  parallel  läuft,  die  Form: 

4ijt 


(33) 


mn 


-26  =  0, 


wo  m  und  n  die  Werte  (29)  haben. 

Mit  ^  =  V  =  0  geht  der  Satz  §  62,  (6)  hervor. 

Umgekehrt  folgt  aus  der  Gleichungsform  (33)  stets,  daß  die  r^- Achse 
(6  =  0,  S  =  0)  und  l- Achse  (6  =  0,  ly  =  0)  zwei  ungleichr^mige  Er- 
zeugende sind. 

9,  Windschiefes  Viereck  auf  dem  Paraboloid.     Auf  dem  Para- 
boloid  (33)  liegen  unter  an- 
deren  die  der  Ebene  5=0, 
also  nach  (31)  auch  der  Ebene : 

0  parallelen  Erzeu- 
genden (Fig.  172): 

iy=»m6, 
(34)         f  ■ 


6  ^  c 


e  = 


n 


9 


V'^  —  mi, 


n 


S  a  y 


Fig.  17S. 


und  die  der  Ebene  i?  =  0,  also  nach  (31)  auch  der  Ebene  ^ =0 

parallelen  Erzeugenden  (§  65,  (12)): 


(35) 


r 


e  =  n|, 

|g--«S, 

m 

9' 

Sie  bilden  ein  auf  der  Fläche  liegendes  windschiefes  Viereck  mit 
den  Ecken: 

(36)      fxf^-,     -2-,     -g-;         /-x^r«--,     -,     --; 

welche  somit  unter  Hinzunahme  der  vier  Punkte: 


2 


(37)    — ^, 


n 


1_ 


m      n 


Y' 


n 


1      m 

Y>  Y' 


n 
2 
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ein  PardUelepipedan  vom  Mittelpunkt  Sl  und  den  Eantenlangen  1^  m,  n 
in  der  Richtung  der  |-,  iy-,  {[-Achse  bestimmen*'^). 

10.  Erseugnng  des  Faraboloids  duroh  Bewegang  einer  Gtoraden. 

Die  Achsenkoordinaten  der  Geraden  f  und  g  sind   in    bezug    aaf  das 
System  Sl^rj^: 

(38)      f^-  1,  m,  0,  ?^,   -|,  0;    g^l,  -m,  0,  ?^,   ^,  0. 

Eine  laufende  Gerade  g^^,  schneidet  daher  f  und  ^  unter  den  Be- 
dingungen: 

0, 
(39) 


2 
mn 


n 


2     a25+Y«81+«14-»»ft4*0. 

■ 

Fügt  man  hierzu  noch  die  Bedingung,  daß  9^,  der  £;| -Ebene 
parallel;  also  die  unendlich  ferne  Gerade  17 »  0,  t  «  0  mit  den  Achsen- 
koordinaten: 0;  0^0;  0,1^0  schneidet;  also  die  Bedingung: 

(40)  g„-0, 
so  erhält  man  für  q^j  die  Bedingungen: 

(41)  "^^-in+Qu-^f    281  =  0,     ft.-O. 

Der  laufende  Punkt  |,  iy,  £  der  Geraden  g^,  genügt  den  für  zwei 
unabhängige  zählenden  Bedingungen  (I  §  48,  (11);  §  59,  (9)): 

S«88-S3lJ+     224  ==0, 

S381-'^223+     284  =-0, 

^     S2l4+^224+S284=0. 

Neben  q^^  =  0  und  g,^  =  0  bleiben  daher  aus  (41)  und  (42)  die 
drei  Gleichungen: 

[  S228-S212           =0, 

(43)  ^2i2+2i4-=0, 

"2-228  +2i4'=0. 

Für  den  Ort  des  laufenden  Punktes  der  Geraden  q^^  folgt  durch 
Elimination  der  g^^,: 

lg      -1    0' 


(42) 


(44) 


0 

mn 
~2' 


0 


1 
1 


»IM 


=  ^§-~S  =  o. 
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]}ie  Identität  (32),  in  der  Form  geschrieen: 

i    -I  0 


(45)  f;-5-2x=* 


c*  mn 


0  7}      1 

mn  Q     j 


2 

ist  daher  der  Ausdruck  des  Satzes  ^'^^): 

Das  gegebene  hyperboliscJie  Paraboloid  (24)  ist  der  Ort  einer  Ge- 
raden, die  an  irgend  zwei  Erzeugenden  f  und  g  der  einen  Schar  gleitet 
und  der  durch  zwei  Erzeugende  f  und  g  der  andern  Schar  bestimmten 
Stellung  parallel  Heilt 

11.  Ort  einer  Geraden,  die  an  swei  windschiefen  Geraden 
gleitet  und  einer  Ebene  parallel  bleibt.  Seien  jetzt  irgend  zwei 
windschiefe  Gerade  f  und  g  gegeben  und  eine  Ebene  E,  welche  jene 
in  den  Punkten  F  und  G  schneide  (Fig.  172).  Wir  nehmen  GF  als 
^-Achse  und  den  Mittelpunkt  von  GF  als  Anfangspunkt  £1  eines 
schiefwinkligen  Koordinatensystems  £l^i]^.  Die  Ebene  der  durch  ß, 
parallel  zu  f  und  g  gelegten  Geraden  /J,  und  g^  nehmen  wir  als 
|i^- Ebene  und  ihren  Durchschnitt  mit  der  Ebene  J?  als  §- Achse.  Als 
ij- Achse  nehmen  wir  den  vierten  harmonischen  Strahl  zur  |- Achse 
und  dem  Linienpaare  /j)^9o-  ^  diesem  System  sind  die  Gleichungen 
der  Geraden  /'  und  g  von  der  Form  (34)  mit  geeigneten  Konstanten 
m  und  n,  während  die  gegebene  Ebene  E  die  Koordinatenebene  i^  =  0 
ist.     Der  gesuchte  Ort  hat  also  die  Gleichung  (44). 

Der  Ort  einer  Geraden,  die  an  zwei  festen  windschiefen  Geraden 
gleitet  und  einer  festen  Ebene  parallel  bleibt,  ist  ein  hyperbolisches  Para- 
boloid. 


U.  Kapitel. 

Die  Fläche  zweiter  Klasse. 

§  75.  Die  allgemeine  Gleichung  der  Fläche  zweiter  Klasse  in  gemeinen 

Ebenenkoordinaten. 

1.  Begriff  der  Fläche  zweiter  Klasse.  Die  Gleichungen  §  53^  (35); 
§  69,  (27);  §  70,  (10);  (31);  §  71,  (11');  (33)  haben  das  gemeinsame 
Merkmal,  daß  sie  in  den  Ebenenkoordinaten  u,  v,  tv  vom  zweiten 
Grade  sind.  Wir  betrachten  daher  jetzt  die  allgemeine  Gleichung 
zweiten  Grades  zwischen  homogenen,  auf  ein  rechtwinkliges  Koordinaten- 
system Oxyz  bezogenen  Ebenenkoordinaten  UjV^w^s  (I  §  47,  1)*®): 
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(1)  F(u,  V,  w,  s)  «  ftij li*  +  b^v^  +h^w^+2b^^vt€  +  263, tvu 

+  2bi^uv  +  2b^^us  +  2b^^vs  +  26,4f<;s  +  644«*=  0, 
wo  die  Koeffizienten  der  Bedingung  entsprechen  sollen: 

(2)  hl^b,,. 

Jede  durch  eine  Gleichung  von  der  Form  (1)  dargestellte  Fläche 
soll  als  Fläche  zweiter  Klasse  (Ebenenbündel  zweiter  Ordnung)  gelten 
(I  §  72,  (3')). 

Die  der  Gleichung  genügenden  Ebenen  heißen  Tangenti<üd)enen 
(§  70,  8)  oder  Ebenen  der  Fläche  (§  15,  1). 

Mit  5—1  geht  man  zu  nicht  homogenen  Ebenenkoordinaten 
w,  t?,  w  über. 

2.  Ableitungen  der  Funktion  F,  Die  halben  partiellen  Ab- 
leitungen der  Funktion  (1)  bezeichnen  wir  zur  Abkürzung  mit: 

(3)  F^{uy  f?,  Wy  s)  =  6,1  u  +  b^^v  +  6,8 w;  +  b^^Sy 

i  «  1,  2,  3,  4,  wie  in  §  66,  (5),  worauf  auch  die  entsprechenden  Iden- 
titäten, wie  §  66,  (6);  (7)  gelten. 

Hieran  schließen  sich,  wie  §  66,  (10);  (11),  die  Abkürzungen: 

(4)  H{uj  v,tv)  =  &11M*  +  622^^  +  *88*^'*  +  äftjjavw;  +  2b^^wu  +  2\^uVy 

(5)  H^{u,  V,  w)  =  b^^u  +  bi^v  +  b^^w, 

t  =-  1,  2,  3,  4,  mit  den  entsprechenden  Identitäten,  wie  §  66,  (12);  (13). 

3.  Determinante  der  Fläohe.  Die  Determinante  B  der  Koeffi- 
zienten der  vier  linearen  Ausdrücke  (3)  wird,  wie  §  66,  (15),  die 
Betermhiante  der  Fläche  zweiter  Klasse  (1)*^  genannt,  ihre  Unter- 
determinanten,  wie  dort,  mit  j?^,  =  B^j^  und  ßj^^  =  /3,j  bezeichnet. 

4.  Transformation  auf  ein  neues  Koordinatensystem.  Der  L  ber- 
gang  zu  einem  neuen  'recht-  oder  schiefwinkligen  Koordinatensysiem 
O'xy'z  mit  dem  Anfangspunkt  0'=»  ^Tq,  y^,  isr^  und  den  Richtungs- 
kosinus «1,  /?!,  ^n  «2»  ßi\  yi't  ^st  ßzf  Vz  ^^^  Achsen  x'^  y',  /  wird  durch 
die  Formeln  vermittelt  (I  §  50,  (4);  (2)  nach  I  §  37,  (13);  (16)  auf  schief- 
winklige Achsen  ausgedehnt): 


(6) 


( Sii  =  Aj^w'  +  Ajt;'  -|-  A3W?', 
Sv  =  BiW  +  Bjt?'  +  B,w', 
Sw=  V^u  +  r^v'H-  V^w\ 

l  Ss  -  Sx^ti  +  Sy^v  +  Sz^w  +  Ss\ 

Hier  bedeuten  (I  §  37,  (15))  Xq,  y^',  Zq   die  Koordinaten  des  alten 
Anfangspunktes  0  im  neuen  System  und  ist: 


§  76,  4—6. 


413 


Sx^' \x^  —  B^fff,  —  fj^o, 

(8)    5yo' A,a;o  -  B,yo  -  ^i^io, 

SsIq  =»  -  AjXj  —  Bjy^  —  Tj^r,, 
Femer  ist  (I  §  37,  (9)): 

'S-:«!    A    Yi    0 


«0  — —  «1*0  —  a»yo  —  «j^o  > 

(9)  { j/o  ^ —  A  «o'  -  Ayo'  -  ft  V> 
"o — yi  V  -  yj^o'  -  y»  V- 


=  1  a. 


(10) 


«2   A   yj   0 

«8      Ä»      ^8      0 
•^0     ä^o      ^0      •'■ 


«8     ß: 


ßi   y«! 


und  sind  A,,  B,.,  ^^(^  =»  1,  2,  3)  die  ünterdeterminanten  der  gleich- 
namigen Elemente  in  der  dreireihigen  Determinante  S.  Bei  rechtmnk- 
ligem  neuen  System  (/xy/  ist  (I  §  37,  (12)): 


(11) 


\-a„     B,-A,     r,=  y„     »  =  1,2,3;     Ä-1. 


Geht  nun  die  Gleichung  (1)  vermöge  (7)  über  in: 
(12)     S'F{u,  V,  w,  s)  =  t'^u  »  +  b'„v*  +  &;,«;'»  +  2b'„v'w'  +  2h-^yu: 

+  26;,«'»'  +  2b[ys'  +  2b'^^v's'  +  2b'^w's'  +  b\^s*  =  0, 
so  haben  die  neuen  Koeffizienten  die  Werte: 

+F,(\,  B,,  r„  Sx,')r, + F,{\,B„  r„Sx,')Sx,', 

*«  -  -Fl  (A„  B„  r„  SyoOA,  +  ■••  +  •••  +  F*i^,  B»»  r„  SyoO-Syo', 
«»»--FiCA,,  B„  r„  Sg,')^,  +  ...  +  ...  +  if;(A„B„r„sv)sv, 

Vt,  =  -F'l(^,  B„  r„  Äyo')  A,  +  i^,(A„  B,,  r„  Sy,')B, 

+  F,{f^„  B„  r,,  Syo')r,  +  ^4(^,  B„  r„  Äyo')SV, 
Kt  -  F,i\,  B„  r„  SV)  A,  +  •••  +  •••+  F,(A„  B„  r„  Sg,')8x,', 


(13) 


(14) 


ft;2=--Fi(Ai,  Bi,  r^,  S«o')^  +  •••  +  •..  +  F^(h„B„r„Sx^')Sy,', 

(i5){?.;,=j;(A„B„r„Syo')'S, 

6s4  =  ■P'4(^,B„^„SV)5, 

(16)  b'^^b^SK 

Die  Form  der  Gleictmng  (1)  bleibt  nach  (12)  m  jedem  recht-  und 
schiefwinMigen  System  dieselbe.  Die  Klasse  der  Fläche  ist  vom  Koordi- 
natensystem unabhängig  (§  15,  4)**). 

5«  Klasse  des  Berühmngskegels  von  einem  endlichen  Funkte. 

Mit  s'=  0  erhält  man  aus  (12)  die  Bedingung  für  alle  durch  0'  gehen- 
den Ebenen  der  Fläche  (1): 

(17)  b[^u'^  +  6;,t?'«  +  V^y  +  2V^^vw'  +  2b'^yu  +  2b[^uv  -  0. 
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■ 

Es  ist  (bei  rechtwinkligem  0'  xi/g')  die  Gleichung  eines  Kegels  ztceüer 
Klasse  in  laufenden  Ebenenkoordinaten  UjV\w'  im  Bündel  (I  §  71,  (8'}). 

Diejenigen  Tangentialebenen  der  Fläche  zweiter  KlassCy  die  durch 
einen  endlichen  Punkt  des  Baumes  gehen,  bilden  einen  Kegel  jsweiter 
Klasse^). 

Eine  Ausnahme  tritt  ein,  wenn  alle  Koeffizienten  der  Gleichung 
(17)  yerschwinden.  Der  Punkt  gehört  dann  als  Trilger  eines  Ebenen- 
bündels selbst  der  Fläche  an  (§  15,  6). 

Für  den  Kegel  (17)  kann  man,  da  es  nur  auf  den  Punkt  0'  an- 
kommt, das  System  O'xgz  mit  Oxyz  parallel  nehmen,  also  neben 
(11)  noch  «i  =  j8j «=■  yj  =■  1,  a^^  a^^  ßz^  §1="  Vi^  y^^  ^  ^u^d  damit 
nach  (9)  Xq  =^  —  ^Jq,  yo'=^  —  yo?  ^o  ^  "~  ^o  setzen.    Dann  wird  in  (17): 

I^'ii  =  ^1  —  2  b^^XQ  +  b^x^^  b'^^  «  6,8  -  6,4  z^  -  b^y^  +  b^y^z^, 
&W  -  \%  -  26,4^0  +  Ky^\  Kl  -  hl  -  ^84^0  -  6l4^0  +  ^44^0^07 
^83  =•  ^83  —  2  &,4  Zq  +  b^ Z^\       6; j  «  6i8  —  6uyO  -  ^«4^0  +  *44^0y0 • 

6.  Klasse  des  Berühmngssylinders  von  einem  unendlioli  fernen 
Funkte.  Mit  w  =^0  erhält  man  aus  (12)  die  Bedingung  für  alle  der 
/-Achse  parallelen  Ebenen  der  Fläche  (1): 

(19)  b\^u^  +  h'^^v^  +  2h\^uv  +  2l\^us'  +  2b\^v's' -f  b'^s^ -  0. 

Es  ist  (bei  rechtwinkligem  O'x'yz)  die  Gleichung  eines  Zylinders 
zweiter  Klasse  (I  §  71,  (9')). 

Die  TangenHaleibenen  der  Fläche  zweiter  Klasse,  die  durch  einen 
unendlich  fernen  Punkt  des  Baumes  gehen,  bilden  einen  Zylinder  zweiter 
Klasse, 

Für  den  Zylinder  (19)  kann  man  dann  ohne  Beschränkung 
Xq=  y^^  Zq=^  0  nehmen,  worauf  mit  (11): 

lKi-S(^u  ßiy  Yi)}     Ki^H^i^iy  ßif  n); 

(20)  &;,  =  H{a„  ft ,  y,),     V,, -  H,{a„  ß„  y,), 

\K^  =  Si{^i^ßuri)^+^{^iyßijyi)ß%+^z{^}ßiyyi)Y%7  K^^K- 

7.  Das  Ebenenpaar  an  einer  Geraden.  Mit  w'  ^Q,  s  —Q  er- 
geben sich  aus  (12)  diejenigen  Ebenen  der  Fläche  (1),  die  durch  die 
;s?'-Achse  gehen  (I  §  47,  (21)): 

(21)  l\^u^  +  2h\^u'v  +  b,^v^  =  0 

und  mit  t?' «  0,  w;'  =  0  die  der  y' /-Ebene  parallelen  Ebenen  der  Fläche: 

(22)  b\y'  +  2b\,u's'  +  &;,5'«  =  0. 

Durch  eine  endliche  oder  unendlich  ferne  Gerade  des  Baumes  gehen 
also  zwei  Tmigentiälebenen  der  Fläche  zweiter  Klasse*^). 
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Eine  Ausnahme  tritt  ein^  wenn  alle  Koeffizienten  der  Gleichnng 
(21)  oder  (22)  yerschwinden.  Die  Gerade,  als  Trägerin  eines  Ebenen- 
büschels,  gehört  dann  selbst  der  Fläche  an. 

8*  Bestimmung  der  Fläohe  sweiter  Klasse  durch  neun  Ebenen. 
Wie  in  §  66,  10  ergibt  sich  mit  Bezug  auf  die  Gleichung  (1): 

Die  Fläche  eweiter  Klasse  ist  im  allgemeinen  durch  neun  ihrer 
Tangentialebenen  bestimmt*^). 

§  76.  Tangentialebenen  durch  eine  Gerade  an  die  Fläohe;  Tangenten 

und  Berührungspunkte. 

1.  Die  quadratisohe  Gleichung  der  Ebenen  durch  eine  Gerade. 
Neben  der  Fläche  zweiter  Klasse: 

(1)  F{u,  V,  w,s)^0 

sei  eine  gerade  Linie  als  Durchschnitt  zweier  Ebenen  II^=^u^yVi,Wi,s^ 
und  n^  =^  u^,  v^^  w^y  s^  gegeben.  Eine  durch  diese  Linie  gehende 
Ebene  (I  §  47,  (26)): 

(2)  w  =»  Wi  +  ^«j     t;  «  Vi  +  Ar,,    w  =^  w^  +  Xw^,    s  ^  8^  +  Xs^ 
gehört  der  Fläche  (1)  an  unter  der  Bedingung*^): 

(3)  F(u^  +  Auj,  Vi  +  Avg,  M?i  +  Xw^,  Si  +  Xs^)  =  0 
oder: 

(4)  F,,  +  2F,,X  +  F„X'^0. 

Hierin  ist  zur  Abkürzung  gesetzt: 

(5)  Fu-F(u^,v^,w^,s,),    F^^F{u^,v^,w^,s^), 

(6)  Fl, «  JPiWu,  +  F,^'\  +  F,(')w,  +  F^Ws, 

=  Fi^«^  +  F,('h,  +  F.^'^w,  +  J/«)5i, 

(7)  F/i)-  Fl  (Ml,  Vi,  tv,,  5i), . . .;  Fi^«  Fi(tt„  v„  «;„  s,), . . . 

Die  quadratische  Gleichung  (4)  bestimmt  die  Parameterwerte  X^X^^  X^ 
der  beiden  Ebenen  Z^  und  2J^  der  Fläche  zweiter  Klasse  (1)  (Ton- 
gentiaiebenen)y  die  durch  die  Gerade  11^  x  11^  gehen  (§  16,  2). 

2*  Tangente  in  einer  Ebene  der  Fläche.  Fallen  die  beiden 
durch  eine  Gerade  /7i  X  iT,  gehenden  Ebenen  der  Fläche  in  eine 
Ebene  77  zusammen,  so  heißt  die  Gerade  eine  Tangente  der  Fläche 
zweiter  Klasse  und  die  Ebene  77  die  Berührungsebene  der  Tangente, 

Wir  betrachten  zuerst  den  Sonderfall,  wo  die  eine,  77i ,  der  beiden 
die  Gerade  bestimmenden  Ebenen  selbst  der  F^che  angehört,  so  daß: 

(8)  -P'll  =  i^(Wi,^l,«'i;«l)-0. 
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Die  eine  Wurzel  der  Gleichung  (4)  ist  dann  >t^  »  0,  und  die  Bedingung, 
daß  auch  die  andere  ^^0  werde,  also  die  beiden  durch  die  Gerade 
n^  X  n^  gehenden  Ebenen  der  Fläche  beide  in  die  Ebene  IT^  fallen, 
lautet: 

(9)  F,,  -  F,^')u,  +  F,('h,  +  F,^')iv,  +  F,Ws,  =  0. 

Die  Schnittlinie  einer  Ebene  Ü^  =  m^,  v^^w^,  s^  der  Flädie  (1)  mit 
irgendeiner  anderen  Ebene  -?7,  =  Mj,  t;„  m'j,«,  ist  Tangente  der  Flädte 
in  der  Ebene  11^,  wenn  77,  der  Bedingung  (9)  genügt  (§  67,  (15) ). 

3.  Berührungspunkt  einer  Ebene  der  Flftohe.     Indem  man  in 

(9)  die  Ebene  77,»  u,,  t',,  u;,,  5,  als  laufende  Ebene  ansieht  und  den 
Index  2  unterdrückt,  erhält  man  in: 

(10)  -FjWw  +  F^^')v  +  F^^')w  +  F^^^h  =  0, 

die  Gleichung  eines  Punktes  in  laufenden  Ebenenkoordinaten  u,  v,  tc,  s. 

Der  Ort  aller  Ebenen,  die  eine  gegebene  Ebene  77i  =  w^,  v^,  tc^,  s^^ 
der  Fläche  (1)  (eine  Tangentialebene)  in  einer  Tangente  scJineiden,  ist 
ein  Punkt. 

Er  heißt  der  Berührungspunkt  der  Ebene  77^*^)  und  ist  durch  die 
Gleichung  (10)  dargestellt  (§  67,  (17)). 

Jede  in  einer  Tangentialebene  durch  den  Berührungspunkt  ge- 
legte Gerade  ist  danach  eine  Tangente. 

4.  Tangente  in  einer  beliebigen  Ebene  des  Baumes.  Damit 
die  Schnittlinie  von  zw^ei  beliebigen  Ebenen  7T|  und  77^  des  Baumes 
eine  Tangente  der  Flache  (1)  sei,  muß  die  Gleichung  (4)  überhaupt 
zwei  gleiche  Wurzeln  haben.     Also: 

Die  Schnittlinie  Bweier  Ebenen  11^  =  m^  ,  v^ ,  w^,  s^  und  n^=u^y  v^ ,  tc^ ,  s^ 
des  Raumes  ist  Tangente  der  Fläche  (1),  wenn  zwischen  beiden  die  Be- 
ziehung bestefit: 

(11)  F,,F,,  -  Ff,  =  0. 

Indem  man  hier  die  Ebene  77^  als  laufende  Ebene  ansieht  und 
den  Index  2  fortläßt,  ergibt  sich^): 

Der  Ort  aller  Ebenen,  die  eine  gegebene  Ebern  77^  =  u^,  v^,  ^^'i^^i 
des  Raumes  in  einer  Tangente  der  Fläche  (1)  schneiden,  hat  dis  Glei- 
chung: 

(12)  F^^F{u,  V,  w,  s)  -  (F^^'^u  +  F^^^h  +  F^(^)w  +  F^^'^sy  -  0 

und  ist  daher  selbst  eine  Fläche  zweiter  Klasse  (§  67,  (23)). 

Die  in  der  Ebene  77^  liegenden  Tangenten  der  FULche  (1)  um- 
hüllen im  allgemeinen  eine  ebene  Kurve  (1  §  71,  Fig.  338  b),  und  die 
Ebenen  der  Fläche  (12)  gehen  büschelweise  durch  diese  Tangenten 
hindurch,  umhüUen  also  ebenfalls  die  ebene  Kurve  (I  §  72,  (14')). 
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Die  Gleichung  (12)  ist  die  Gleichung  der  Schnitlkurve  der  Fläche  |v 

zweiter   Klasse  (1)    mit  der  Ebene   -^1  =  w^,  v^,  tt',,  s^   in   laufenden  v 

Ehenenkoordinaten  u,  t?,  «?,  s  (§  53,  (35)). 

5.  Gerade  Linien   der  Fläohe   zweiter  Klasse.     Verschwinden 
für  zwei  Ebenen  77^  und  11^  alle  Koeffizienten  der  Gleichung  (4): 

(13)  j-^-^o,  j;.-o,  F^-o, 

80  gehören  aUe  Ebenen  (2)  des  Büschels  mit  der  Achse  U^  x  77,  der 
Fläche  (1)  an.  Die  Gerade  77^  X  77,  heißt  dann  eine  gerade  Linie 
oder  Erzeugende  der  Fläche  zweiter  Klasse^^). 

Ist  daher  77^  eine  gegebene  Tangentialebene^  so  stellen  die  Glei- 
chungen: 

(14)  Fi(>+i?',(%+i^3(^)2€;+i?;(^)5=0,  F{u,v,w,s)^Q,  {Fiu,,v,,w,,s,)^0) 

die  beiden  in  der  Tangentialebene  Mj,  t?i,  tTi,  Sj  liegenden  Erzeugenden 
in  Ebenenkoordinaten  «,  v,  tv,  s  dar  (§  67,  (28)). 

6.  Begriff  der  Doppelebene  der  Fläche.     Wenn  die  Bedingung 
(9)  identisch  in  u^fV^jW^,s^  erfüllt  ist,  also: 

(15)  J'i(^)  =  0,    F^^^)^0,    i^,(*)-o,    j;(^)-o, 

folglich  (§  66,  (6))  auch  F^^^^  0,  so  hsit  jede  in  der  Ebene  77i=M,,t7i,  Wi,Si 
liegende  Gerade  die  Eigenschaft,  daß  durch  sie  zwei  zusammenfallende 
Ebenen  der  Fläche  gehen;  jede  Gerade  der  Ebene  77^  ist  in  diesem 
Sinne  Tangente  der  Fläche.  Die  Ebene  77^  heiß  dann  eine  Doppel- 
ebene oder  singulare  Ebene^^). 

Eine  Ebene  u,  v,w,s  ist  Doppelebene  der  Fläche  zweiter  Klasse  (1) 
wenn  sie  den  Bedingungen  entspricht  (§  67,  (32)): 

F^  =  b^^u  +  63, t;  +  fcgjw;  +  b^^s  «  0, 
yF^^  641M  +  64,17  +  b^w  +  b^s  «=  0. 


(16) 


§77.  Harmonische  Polarebenen,  Pol  einer  Ebene,  reziproke  Polaren. 

1.  Harmonische  Folarebenen.  Wenn  die  quadratische  Gleichung 
§  76,  (4)  zwei  entgegengesetzt  gleiche  Wurzeln  X^  und  ^  —  —  >li  hat, 
so  sind  (I  §  42,  (29))  die  beiden  Ebenen  U^  und  2^  der  Fläche: 

(1)  F(u,  Vy  w,s)^0 

zu  den  beiden  Ebenen  77^  und  77,  harmonisch  (§  17, 1).    Die  Bedingung 
hierfür  ist  das  Verschwinden  des  mittleren  Koeffizienten: 

(2)  F.,-0. 

Stande,  FIttohen  b weiter  Ordnung.  27 
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Sie  kann  nach  §  76,  (6)  auch  in  den  beiden  Formen: 

geschrieben   werden  und  ist  in  den  Koordinaten  der  beiden  Ebenen 
IIi  »  Uij  Vjy  w^,  5}  und  77,  =  Uj,  v^,  to^y  s^  symmetrisch. 

Zwei  durch  die  Bedingung  (2)  oder  (3)  verknüpfte  Ebenen  JI^  tmd 
n^  des  Baumes  sind  zu  den  "beiden  durch  ihre  SchniUctchse  gehendok 
Ebenen  £^  und  Z^  der  Fläche  (Tangentialebenen)  harmonisch.  Man 
nennt  sie  harmonische  Polarebenen  (vgl.  später  §  78,  1)  in  hejsug  anf 
die  Fläche  zweiter  Klasse  {\y^) 

2.  Involution  harmoniBCher  Polarebenen.  In  entsprechendem 
Sinne,  wie  §  68,  7,  gilt  der  Satz*«): 

Die  Fläche  zweiter  Klasse  bestimmt  an  jeder  Geraden  des  Baumes, 
von  der  zwei  Tangentialebenen  an  sie  gelegt  werden  können^  eine  Inco- 
lution  harmonischer  Polarebenen. 

Die  Gleichung  dieser  Involution  lautet  (§  17,  (5)): 

(4)  F,^  +  F,,{Ji'  +  n  +  F,,X'X'' «  0. 

3.  Der  Pol  einer  Ebene.  Nach  (3)  ist  der  Ort  aUer  harmanisdien 
P6lard)enen  ü^  einer  festen  Ebene  n^  ein  Punkt,  welcher  der  Pol  der 
Ebene  n^  heißt. 

Mit  Unterdrückung  des  Index  2  in  (3)  erhält  man: 

(5)  F.Wt*  +  F^^'^v  +  F^^'^w  +  F^('h  «  0 

als  Gleichung  des  Poles  der  Ebene  11^  =«  i«,,  v^,  w^,  s^  in  bezug  a^f  die 
Fläche  (1)  in  laufenden  Koordinaten  u,  t?,  w,  5*^. 

4.  Pol  und  Berührungspunkt.  Die  Ebene  i7,  geht  immer  dann 
und  nur  dann  durch  ihren  Pol  (5),  wenn: 

(6)  F,('yu,  +F,^'\  +  F,^')w,  +  F,(%  ^  F(u,,  t;„  w,,  s,)  =  F,,  -  0, 

also  wenn  sie  der  Fläche  angehört.  Der  Pol  ist  dann  nach  §  76,  (8); 
(10)  der  Berührungspunkt  der  Ebene**).     Also  (§  68,  9): 

I.  Eine  Ebene  liegt  immer  dann  und  nur  dann  mit  ihrem  Pol 
vereinigt,  wenn  sie  eine  Ebene  der  Fläche  (TangeniiaJebene)  ist 

U.  Eine  Ebene  ist  immer  dann  und  nur  dann  ihre  eigene  harmo- 
nische Polarebene,  wenn  sie  Tangentiald>ene  ist. 

III.  Der  Pol  einer  Ebetie  der  Fläche  ist  der  Berührungspunkt  der 
Ebene. 

5.  Pol  und  Berührungskegel.  Jede  den  Oleichungen  (5)  und 
(1)  genügende  Ebene  genügt  auch  der  Gleichung  §  76,  (12),  und 
jede  den  Gleichungen  (1)  und  §  76,  (12)  genügende  Ebene  auch  der 
Gleichung  (5).     Daraus  folgt: 


(7) 
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Wenn  eine  Tangenliald>ene  der  Fläche  (1)  durch  den  Pol  einer 
Ebene  TI^  geht,  so  berührt  sie  auch  die  St^nittJcurve  der  Fläche  mit 
der  Ebene  TI^  und  umgekehrt,  also  mit  Rücksicht  auf  §  76,  5: 

Die  IangentidM>enen  der  Fläche,  die  zugleich  Tangentialebenen 
eines  ebenen  Schnittes  der  Fläche  sind,  umhüllen  einen  Kegel  zweiter 
Klasse,  dessen  Spitze  der  Pol  der  Ebene  ist  (§  68,  10). 

6«  Die  Koordinaten  des  Poles.  Die  Koeffizienten  der  Glei- 
chung (5)  sind  bis  auf  einen  Faktor  <f  die  Koordinaten  des  Poles 
von  n^=»u^^  v^,  Wif  s^,  also  mit  Weglassung  des  Index  1: 

Die  Koordinaten  des  Poles  der  Ebene  u,  v,  w,  s  sind: 

<yy  =  F,  —  fej,t*  +  6„t?  +  b^w  +  b^^s, 

öz^F^-^  &3iU  +  63,1?  +  b^w  +  b^s, 

<y^=  jP^-»  b^u+  b^v  +  b^ic  -{-  b^s. 

Nach  §  76,  (16)  folgt  daher: 

Jede  Ebene  des  Baumes,  die  Jceine  Dqppelebene  der  Fläche  ist,  hat 
einen  bestimmten  Pol  (§  68, 12). 

7.  InvolutoriBohe  Beziehiing  oweier  harmonisohen  Polarebenen. 
Die  Doppelform  (3)  der  Bedingung  harmonischer  Polarebenen  hat 
mit  Rücksicht  auf  (5)  die  Bedeutung  (§  68,  13). 

I.  Von  zwei  harmonischen  Polard>enen  geht  jede  durch  den  Pd 
der  andern;  oder 

n.  Geht  die  Ebene  11^  durch  den  Pol  Pj  der  Ebene  U^,  so  liegt 
der  Pol  P^  der  Ebene  11^  in  der  Ebene  77^;  und  mit  Rücksicht  auf  4,  UI: 

III.  Der  Pol  Pj  fnner  Ebene  77g,  die  durch  den  Berührungspunkt 
P^  einer  Ebene  U^  der  Fläche  geht,  liegt  in  dieser  Ebene  n^. 

8.  Pole  der  Ebenen  eines  Bbenenbüsohels.  Die  dualen  Schluß- 
weisen zu  §  68,  14  geben  die  Sätze  ^•): 

I.  Die  Pole  der  Ebenen  eines  Ebenenbüschds  bilden  eine  zu  ihm 
projektive  Punktreihe. 

n.  Dreht  sich  eine  Ebene  um  eine  Achse,  so  durchläuft  ihr  Pol 
einen  Strahl, 

9.  Besiproke  Polaren.  Dieser  heißt  die  Polare  der  Achse. 
Femer  stellen  sich  neben  §  68,  15  die  dualen  Sätze  ^^•): 

I.  Zwei  Gerade,  von  denen  jede  die  Verbindungslinie  der  Pete 
zweier  Ebenen  der  andern  ist,  heißen  reziproke  Polaren, 

IL  Die  Pole  dller  Ebenen  der  einen  von  zwei  reziproken  Polaren 
liegen  auf  der  andern. 
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IIL  Jede  Ebene  der  einen  ist  harmonische  Polarebene  jeder  Ebene 
der  andern. 

IV.  An  einer  gemeinsamen  Transversalen  eweier  reziproken  Polaren 
sind  die  beiden  durch  die  Transversale  gehenden  Tangentialebenen  zu 
den  beiden  Ebenen,  welche  die  Transversale  mit  den  beiden  reziproken 
Polaren  verbinden^  harmonisch. 

V.  Die  Schnittlinie  zweier  Ebenen  der  Fläche  und  die  Verbin- 
dungslinie ihrer  Berührungspunkte  sind  reziproke  Polaren, 

1 0.  Vereinigt  liegende  nnd  susammenfallende  reziproke  Polaren. 
Wie  in  §  68,  16;  17  und  21  folgt: 

I.  Wenn  zwei  reziproke  Polaren  in  einer  Ebene  liegen,  ist  diese 
eine  Tangentialebene  der  Fläche^  und  sie  selbst  sind  Tangenten  in  ihr, 

IL  Die  reziproke  Polare  einer  Tangente  ist  wieder  Tangente  mit 
gleicher  Berührungsebene. 

ni.  Jede  Gerade,  die  mit  ihrer  reziproken  Polaren  zusammenfällt, 
ist  eine  Erzeugende. 

IV.  Jede  Erzeugende  ist  ihre  eigene  reziproke  Polare, 

11«  Die  Koordinaten  der  Polare«  Bei  der  zu  §  68,  22  dualen 
Entwicklung  vertauschen  sich  Strahlen-  und  Achsenkoordinaten  und 
folgt  somit: 

Sind  q^j^  die  Achsenkoordinaten  einer  geraden  Linie,  so  sind  die 
Strdhlenkoordinaten  Pi,i  ihrer  reziproken  Polaren  in  bezug  auf  die 
Fläche  (1)  mit  einem  Faktor  6: 

^Piz  =  ^1  =  ßn9n  +  ßu9si  +  /^is^ia  +  /^liÖ'u  +  ßib9ii+  ßie^uf 

^pL  =  <^»  =  Aifts  +  Aa^si  +  /'asÖ'i«  ^ßii^xi  +  ßn  ?3i4  +  ßi^9u^ 

^Plt  =  ^8  =■  fti  fts  +  /^w^ai  +  ßn9\t  +  ßziQu  +  Asft*  +  ßsßQu^ 

^Pu  ="  ^4  =*  ßii Qn  +  ßi%9n  +  ß4»Qii  +  ßu^ii  +  ßAhQn  +  ßi^Quy 

^Pu  ==  ^6  "■  ßbiQis  +  Äs&i  +  ßbsQii  +  ßbAQu  +  ßbb9u  +  ßMiay 

<^pL  =  <^6  =  /^sifts  +  ß%%iu  +  /'68^i2  +  ßt^ixA  +  /'«sSm  +  /^eeffsi  • 

Jede  Gerade,  für  welche  die  hierin  zur  Abkürzung  mit  <&^  be- 
zeichneten linearen  Funktionen  ihrer  Achsenkoordinaten  q^^^  nicht 
sämtlich  verschwinden,  hat  eine  bestimmte  reziproke  Polare. 

12.  Pole  der  Ebenen  eines  Bündels.  Dual  zu  §  68,  23  ergibt 
sich^*): 

L  Die  Pole  der  Ebenen  eines  Ebenenbündels  bilden  ein  zu  ihm 
projektivem^  Punktfeld;   oder: 

n.  Dreht  sich  eine  Ebene  um  einen  Punkt,  so  durddäuß  ihr  Pd 
eine  Ebene. 


(8) 


(9) 
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13.  Die  Folarebene  eines  Punktes,  Diese  Ebene  heißt  die 
Polarehene  des  Punktes}^) 

I.  Die  Polar^ene  eines  Punktes  ist  die  Verbindungsebene  der  Pole 
dreier  durch  den  Punkt  gehender  Ebenen. 

II.  Die  Pole  aller  durch  einen  Punkt  gehenden  Ebenen  liegen  in 
dessen  Polard)ene, 

III.  Ein  Punkt  ist  der  Pol  seiner  Polarebene,  oder: 

IV.  Die  Polarebene  eines  Punktes  ist  die  Ebene,  deren  Pol  er  ist. 

V.  Die  Polarebene  eines  Berührungspunktes  ist  seine  Tangential- 
ebene. 

14.  Die  Koordinaten   der  Polarebene.     Wie  in  §  68,  26  folgt: 
Die  Koordinaten  der  Polarebene  eines  Punktes  x,  y,  z,  t  sind  mit 

einem  Faktor  q: 

QU  «  /;  —  B^^x  +  B^^y  +  B^^e  +  B^J;, 

QV  «  /i  =  B^^x  +  B^^y  +  B^s  +  B^^t, 

Qw^f^^  B^^x  +  B^^y  +  B^e  +  B^^^t, 

QS  "^f^^B^^x  +  B^y  +  B^g  +  B^t. 

Jeder  Punkt,  fQr  welchen  die  hierin  zur  Abkürzung  mit  f^  be- 
zeichneten linearen  Funktionen  seiner  Koordinaten  x,  y^  e,  t  nicht 
sämtlich  yerschwinden,  hat  eine  bestimmte  Polarebene. 

16.    Gleioknngen  von  Polarebene  und  Polare.     Wie  in  §  68r 

28;  80  geht  aus  (9)  und  (8)  hervor: 

Die  Gleidiung  der  Polarebene  des  Punktes  P^^x^,  y^,  z^,  t^  in 
bezug  auf  die  Fläche  (1)  in  laufenden  Punktkoordinaten  lautet: 

(10)  f^^')x  +  f,^')y  +  f.^'h  +  f^H  -  0 . 

Die  Gleichung  der  reziproken  Polare  der  Geraden  q^  =  gj^/  in  bezug 
auf  die  Fläche  {\)  in  laufenden  Ächsevikoordinaten  q^^  lautet: 

(11)  *iW</„  +  *,<')g„  +  *,W«„  +  <!>/')(?,,  +  0,Wq,,  +  <P,mq^~  0. 

16.  Konjugierte  Elemente.  Indem  wir,  wie  in  §  68,  29;  31 
zifei  gleicfinamige  Elemente  konjugiert  nennen,  wenn  jedes  von  beiden 
mit  dem  Polarelement  des  andern  vereinigt  liegt,  haben  wir  in: 

(12)  f.Wx,  +  /i<i)y,  +  /i<')4r,  +  /;(•)«.  =  0 , 
in: 

(13)  a>,Wg^«)  +  *,Wg,(«  +  <P,<»gi?)  +  ^,Wq^;>  +  *jWg,W  +  *,C)g^«)  =  0 

und  in  (3)  die  Bedingungen  für  zwei  konjugierte  Punkte,  Gerade  und 
Ebenen!'^) 

Zwei  konjugierte  Ebenen  bedeutet  dasselbe  wie  zwei  harmonische 
Polarebenen. 
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m.  Kapitel 

Untersoheidung  der  Flächen  und  ihrer  Polarsysteme 

nach  dem  Bang. 

§  78.  Die  eigentliolieii  Fläclien  zweiter  Ordniuig  und  Klasse  mit  Uirein 

Polarsystem. 

1.  Binteflting  nach  der  Angahl  der  Doppelelemente.  Die  all- 
gemeine  Fläche  zweiter  Ordnung  und  die  allgemeine  Fläche  zweiter 
Klasse  sind  in  §§  66 — 68  und  §§  75 — 77  in  dual  entsprechender  Weise, 
aber  völlig  unabhängig  voneinander  betrachtet  worden.  Daher  haben 
auch  die  für  beide  Flächen  mit  denselben  Worten  Pol,  Polare,  Polar- 
ebene bezeichneten  Begriffe  zunächst  verschiedene  Bedeutungen. 

Erst  in  §§  78 — 81  werden  wir  die  Frage  beantworten,  ob  und 
unter  welchen  Umständen  eine  Fläche  zweiter  Ordnung  und  eine 
Fläche  zweiter  Klasse  ein  und  dasselbe  Gebilde  darstellen  oder  nicht 
Hierzu  bedarf  es  aber  einer  Einteilung  der  beiderlei  Flächen  nach  der 
Anzahl  ihrer  Doppddemente  (§  18,  1). 

Die  Oleichungen  der  Doppelpunkte  §  67,  (32)  stellen  vier  Ebenen 
dar,  nach  §  68,  (14)  die  Polarebenen  der  Eckpunkte  des  Koordinaten- 
tetraeders  x,  y,0,t^  1,  0,  0,  0;  0,  1,  0,  0;  0,  0,  1,  0;  0,  0,  0,  1 
(I  §  47,  (20)). 

Vier  Ebenen  haben  entweder  keinen  oder  einen  Punkt  gemein 
oder  gehen  alle  durch  eine  Achse  oder  fallen  alle  zusammen.  Das 
dual  Entsprechende  gilt  im  Anschluß  an  die  Gleichungen  §  76,  (16). 


Die  Fläche  zweiter  Ordnung 
hat  entweder  Iceinen  oder  einen 
Doppelpunkt,  oder  ihre  Doppelpunkte 
erfüllen  eine  Achse  oder  eine  Ebene, 


Die  Fläche  zweiter  Klasse  hat 
entweder  keine  oder  eine  Doppel- 
ebene,  oder  ihre  DoppeUbenen  bilden 
ein  Büschel  oder  ein  Bündel, 


Man  nennt  die  Flächen  zweiter  Ordnung  oder  Klasse,  diesen  vier 
Fällen  entsprechend,  vom  Range  4,  3,  3  oder  i. '•) 

2.  Die  Flächen  ohne  Doppelelement.  Die  vier  Ebenen  §  67,  (32) 
haben  immer  dann  und  nur  dann  keinen  Punkt  gemein,  wenn  die 
Determinante  §  66,  (15)  von  Null  verschieden  ist  (I  §  51,  7). 

Die  Fläche  zweiter  Ordnung:  Die  Flädie  zweiter  Klasse: 

(1)      f^  a,,a^+a^,y^+  ...  (1^      F  ^b,^u^+b^v^+ -  •  • 

+  2a^^zt  «0  +  2b^ws  —  0 

hai  keinen  Doppelpunkt,  wenn  ihre  hat  keine  Doppdebene,    wenn  ihre 
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Determinante  van  Null  verschieden  {Determinante  von  Null  verschieden 
ist:  ist: 


(2)        ^-|o„;  +  o. 

Sie  heißt  dann  eine  eigenÜiche 


(2-)  B=\b„\  +  0. 

Sie  heißt  dann  eine  eigentliche 


Fläche  zweiter  Ordnung.  {Fläche  zweiter  Klasse, 

3.  Bestinimtheit  der  Polarelemente  bei  den  eigentlichen  Fl&ohen. 
Das  Fehlen  eines  Doppelelementes  findet  nach  §  68,  12  und  §  11,  6 
einen  weiteren  charakteristischen  Ausdruck  in  dem  Satze: 

I.  In  heeug  auf  die  eigentliche  V.  In  hessug  auf  die  eigentliche 


Fläche  zweiter  Ordnung  hat  jeder 
Punkt  des  Baumes  eine  bestimmte 
Polarebene. 


Fläche  zweiter  Klasse  hat  jede 
Ebene  des  Baumes  einen  bestimmten 
Pol. 


Für  jede  Determinante  vierten  Grades  Ä  sind  die  Determinanten 
aus  den  Unterdeterminanten  zweiten  und  dritten  Orades  (§  66,  6): 

(3)  |««|-^S  (4)  \A,,\^A>. 

(I  Anm.  1,  in,  (13);  (7)).  Daher  können  unter  der  Voraussetzung  (2) 
weder  die  sechs  Ausdrücke  9^^  in  §  68,  (22)  noch  die  vier  Ausdrücke  F^ 
in  §  68,  (25)  gleichzeitig  verschwinden,  so  daß  sich  zu  I  der  Zusatz  ergibt: 
U.  Jede  Gerade  hat  eine  be-  \  IV .  Jede  Gerade  hat  eine  be- 
stimmte Polare  und  jede  Ebene  \  stimmte  Polare  und  jeder  Punkt 
einen  bestimmten  Pol.  eine  bestimmte  Polarebene. 

4.  InvolntoriBche  Beziehung   swisolien   Fol   und   Polarebene. 

Unter  der  Voraussetzung  (2)  sind  die  Oleichungen  §  68,  (25)  die 
Auflösungen  der  Gleichungen  §  68,  (18)  nach  x,  y,  g,  t,  falls  man 
Qö  ==>  Ä  nimmt.  Die  beiden  Sätze  §  68,24,  I  und  IV  enthalten  da- 
her gleichbedeutende  Definitionen  des  Poles  x,  y,  e,  t  einer  Ebene 
Uj  Vj  w,  s.  Ebenso  sind  die  Gleichungen  §  77,  (9)  die  Auflösungen 
der  Gleichungen  §  77,  (7). 

In  bezug  auf  die  eigenÜiche  Fläche  zweiter  Ordnung  oder  Klasse 
gehören  je  ein  Punkt  und  eine  Ebene  des  Baumes  wechselseitig  als  Pol 
und  Polardiene  zusammen.  Zwischen  beiden  Elementen  bestehen  die 
Gleichungen  §  68,  (18)  und  (25),  bezüglich  §  77,  (7)  und  (9). 

5.  Vereinigte  Lage  von  Fol  und  Polarebene.  Wenn  bei  uer 
eigentlichen  Fläche  zweiter  Ordnung  eine  Ebene  Tangentialebene  ist, 
liegt  ihr  Pol  nach  §  68,  25  als  ihr  Berührungspunkt  mit  ihr  ver- 
einigt Wenn  umgekehrt  eine  Ebene  mit  ihrem  Pol  vereinigt  liegt, 
ist  dieser  nach  §  68,  9  ein  Punkt  der  Fläche  und  die  Ebene  Tan- 
gentialebene in  ihm.  Ebenso  dual  nach  §  77,  13;  4.  Sowohl  für 
die  Fläche  zweiter  Ordnung  als  die  zweiter  Klasse  gilt  daher  der  Satz : 
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Die  vereinigte  Lage  von  Pol  und  Poiarebene  ist  die  notwendige 
und  hinreichende  Bedingung  dafür,  daß  der  Pol  ein  Punkt  (Berührungs- 
punkt) und  die  Polarebene  eine  TangentialAene  der  Fläche  ist. 

6.  Gleiohimg  der  Fläche  Bweiter  Ordnung  in  Ebenenkoordi- 
nsten.  Zwischen  Pol  x,  y,  e,  t  und  Polarebene  Uj  v,  w,  s  der  Fläche 
(1)  bestehen  nach  4  die  Gleichungen  §  68,  (25).  Die  Bedingung  der 
vereinigten  Lage  beider,  nämlich: 

(5)  ux  +  vy  +  WS!  +  st  '^  0 , 

ist  nach  5  zugleich  die  Bedingung,  dafi  u,  v,  w,  s  Tangentialebene 
der  Fläche  (1)  ist.  Eliminiert  man  aber  aus  (5)  mittels  §  68,  (25) 
die  Koordinaten  x,  y^  z,  t  des  Poles,  so  erhält  man  in: 

(6)  F^u  +  F^v  +  F^w  +  F^s  «  A^^u^  +  J„t7>  +  •  •  •  +  2A^%ds  =  0 

die  notwendige  und  hinreichende  Bedingung  für  eine  Tangentialebene 
14,  Vj  w,  s  der  Flache  (1).     Also  mit  Hinzufügung  des  dualen  Satzes: 

DieFläche  zweiter  Ordnung{l)  ,  Die  Fläche  zweiter  Klasse  (1') 
hat  in  laufenden  Ebenenkoordinaten  hat  in  laufenden  Punktkoordinaten 
die  Gleichung:  die  Gleichung: 

(7)  A,y  +  A^v^  +  . . .  •'  (7')        B,,a^  +  B^y'  +  •  -  • 

+  2A^ws  =  0. 1  +  2Bt^zt  -  0. 

Ihr  genügen  alle  Tangentialebenen  i  Ihr  genügen  alle  Berührungspunkte 
der  Fläche.  '  der  Fläche. 

7.  Identit&t  der  eigentlielien  Flächen  zweiter  Ordnung  und 
Die  Gleichung  (7)  fällt  unter  die  allgemeine  Form  (l')  der 


Fläche  zweiter  Klasse  nur  daß  die  Koeffizienten  b^^  mit  A^^  bezeichnet 
sind,  ebenso  (7')  unter  die  Form  (1).  Unter  der  Voraussetzung  (2) 
ist  aber  nach  (4)  mit  Rücksicht  auf  (2')  die  Fläche  zweiter  Klasse  (7) 
eine  eigentliche,  also  (§  18,  7): 

Jede  eigentliche  Fläche  zweiter  Ordnung  ist  zugleich  eine  eigenüidie 
Fläche  zweiter  Klasse  und  umgekehrt'^''). 

8.  Vereinigte  Behandlung  beider.  Indem  wir  also  in  der  Glei- 
chung (1)  alle  Flächen  zweiter  Ordnung  umfassen,  umfassen  wir  in 
der  Gleichung  (7)  zugleich  alle  Flächen  zweiter  Klasse.  Wir  yerei- 
nigen  daher  die  bisher  getrennte  Behandlung  beider,  indem  wir: 

(8)  6*.=  ^« 

setzen,  womit  gleichzeitig  (I  Anm.  1,  III,  (8);  (11))  wird: 

(9)  B,,^Ä>a,,  (90  ^„-A„-J«n- 
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Wir  betrachten  also  fernerhin  diesdbe  eigentliche  Fläche  zweiter 
Ordnung  und  Klasse,  dei'en  Gleichung  in  PunJctkoordinaien: 

(10)  f  ==  a^iiT*  +  a„y*  +  a^z*  +  a^J^  +  2a^^yz  +  2a^zx  +  2a^^xy 

+  2a^^xt  +  2a^^yt  +  2a^zt  =  0 

und  deren  Gleichung  in  JEbenenkoordinaten  lautet: 

(11)  -F-  Äiy+A^^v^+  A^w'+Ä^s^i-  2A^^vw  +  2A^,wu 

+  2A^^uv  +  2A^^ui  +  2A^^vt  +  2A^wt  =  0 

Die  Koeffizienten  ^i^,  sind  nach  §  66^  6  die  Unterdeterminanten 
dritten  Grades  der  Determinante  der  a^^,  nnd  die  a^^  nach  (9)  bis  auf 
den  Faktor  A^  die  ünterdeterminanten  dritten  Qrades  der  Deter- 
minante der  Aj^^,  so  daß  es  ganz  gleich  ist,  welche  der  beiden  Glei- 
chungen (10)  und  (11)  die  gegebene  ist. 

9.  Identität  der  Folarentheorie  der  Fläohen  sweiter  Ordnung 
und  Klaase.  In  Folge  der  Annahme  (8)  werden  nun  die  Formeln 
§  77,  (7)  und  §  68,  (25),  sowie  nach  (9)  auch  §  77,  (9)  und  §  68,  (18) 
identisch. 

Die  in  §  68  und  §  77  zunächst  unabhängig  voneinander  erklärten 
gleichbenannten  Begriffe  von  Pol  und  Polarebene  und  reziproken  Polaren 
fallen  also  für  die  eigentliche  Fläche  zweiter  Ordnung  und  Klasse 
(10);  (11)  je  zusammen,  so  daß  für  diese  Fläche  die  Sätze  von  §  68 
und  von  §  77  gleichzeitig  gelten.  Dabei  sind  wegen  (2)  die  §  68, 14,  III; 
23,  III  erwähnten  Voraussetzungen  immer  erfüllt.  Wir  wiederholen 
nur  die  Formdn  der  Polarentheorie  nochmals  in  ihrer  durch  die 
Annahme  (8)  vereinigten  Form. 

10.  Fol  und  Folarebene.  Mit  den  Abkürzungen  (§  66,  (5),  §  75,  (3)) 

(12)  f^  =-  a^j  a;  +  a<,  y  +  ^i^^   +  (^u  ^ 

(13)  F^  -  -4^1 1*  +  ^«  V  +  -4,3  w  +  A^^s, 

i=  1,2,3,4,  lauten   die  Bezieliungen  zwischen  den  Koordinaten  von 
Pol  und  Polarebene  (§  68,  (18);  (25);  §  77,  (7);  (9)): 

(14)  9^-fiy     9V  =  /i,     QW'-fiy     QS^fi, 

(15)  6x---Fi,    öy  ^  F^,    6z^F^,    6t  ^  F^. 

Die  Gleichungen  der  Polarebene  des  Punktes  x^,  yijZ^,  t^  und  des  Poles 
der  Ebene  u^.v^yW^^s^  sind  (§  68,  (14);  (26);  §  77,  (5);  (10)): 

(16)  f,i^)x  +  f,(')y  +  f,i')z   +  U'H  «  0, 

(17)  J;0)m  +  j;(i)t;  +  F^^^)w  +  F^^)s  =  0. 

Die  Bedingungen  für  zwei  konjugierte  Punkte  x^^y^yZ^j  t^  und  x^y  y^,  z^,  ^ 
oier  Ebenenu^yV^yW^yS^  und  u^,v^yW^yS^  lauten  (§  68,  (7);  (8);  §  77,  (2);  (3)): 
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(18)  fi,-fi^'%  +U'^y,  +U'^^t   +/•/%  -0, 

(19)  Fl,  =  J;(»)mj  +  l?;(i)r,  +  JF;(»)w;,  +  J'/)5,  =  0. 

Sie  geben  mit  a:,,  y„  ^er,,  ^,  =  x^^  y^,  ^fj,  f^  =  a:,  y,  jer,  ^  und  ti^,  t;,,  «;„  5,  = 
Wi,  Vj,  m;^,  5,  «  M,  »,  w;,  5  nach  §  66,  (6)  wieder  die  Gleichangen  (10) 
und  (11);  die  Örter  der  Punkte  und  Ebenen  ^  die  suA  sähst  konju- 
giert sind. 

1 1 .  Reziproke  Polaren.    Mit  den  Abkürzungen  (§  68,  (22) ;  §  7  7,  (8)) : 

(20)  9^-  «<iPi3  +  flf^jfti  +  a^jft,  +  a^4Pi4  +  a^jj),^  +  a^ft^, 

(21)  a>, -  A^i^,,  +  A,8g8i  +  A„g,2  +  A,.4gi4  +  A^^g,^  +  K^^q^, 

i  =-  1,  2,  3,  4,  5,  6,  wo  a^^,  und  A^j  die  ünterdeterminanten  zweiten 
Grades  aus  den  a^^j  und  A^^  bedeuten,  lauten  die  Beziehungen  zwischen 
den  Koordinaten  von  zwei  reziproken  Polaren  i)^,,  g^,  und  jj/j,  qlii 

(22)  P^M-  9i,  Q^L^Vty  QQii^9sf  9Qu^  9i>  92^^  9>bf  99^^  9si 

(23)  6p;^^0^,  <yi>si='*«;  <^Pi2-^3J  ^Pu-^if  <fPU-^hy  ^Pu^^^b- 
Beide  Angaben  (22)  und  (23)  sind  wegen  (9')  und  der  Beziehung: 
Pki^  9kl  zwischen  Strahlen-  und  Achsenkoordinaten  derselben  Geraden 
(I  §  48,  (10))  nur  formell  verschieden. 

Die  Gleichungen  der  reziproken  Polare  einer  Geraden  p]^^,  q]^^  in 
laufenden  Koordinaten  p^^,  q^^  sind  (§  68,  (28);  §  77,  (11)): 

(24)  q>,^')p,,  +  <f,^')p,,  +  tp,^')p,,  +  q>^')p,^  +  y,(i)ft,  +  9),(^)i>,,  =  0, 

(25)  *,(^)g,3  +  Oj^)q,,  +  0,^^)q,,  +  *,(»g,,  +  0,^^,  +  ^,^^)q^  «  0. 
Die  Bedingungen  für  zwei  konjugierte  Gerade  p[y ,  q^^l  und  pj^*^,  q^^^  lauten: 

(26)  9,,  =  9,,wi,g>  +  9.^''^i  +  w v,v  +  v^'¥n  +  ?'»"^i>a'  +  w va>  =-  o, 

(27)  «1,  -  a>,(')3g)  +  4>,(y3(»)  +  4>,(i)3W  +  4>,(')3(«'  +  «,<')9i«)  +  ««O)«^)  -0. 

12.  Gleichling  der  Fläche  in  Linienkoordinaten.  Nach  §  68, 
31,  IV  ist  eine  Gerade  immer  dann  und  nur  dann  zu  sich  selbst  kon- 
jugiert, wenn  sie  Tangente  ist.  Man  erhält  daher  die  Bedingung  daf&r, 
daß  eine  Gerade  pj^^,  q^^^  Tangente  ist,  indem  man  in  (26)  oder  (27) 

IJiV  -Ph  =ä.  o-ier  3iV  "^  C  ="  «?*,  «etzt,  oder»"): 

Die  Gleidiung  der  Fläcfie  zweiter  Ordnung  und  Klasse  (10),  (11) 
in  laufenden  Strahlen-  und  Achsenkoordinaten  lautet: 

C28)  9  =  ViPis  +  9fP8i  +  9sPi2  +  ViPu  +  9hPu  +  9bPz4, 

=  «iii>23  +  ^ttPli  +  •  •  •  +  «6a^»l  +  2ai2ft,P8i  +  •  •  •  +  So^eA^Ps*  =  0, 
(29)  O ^ k,^ql^  +  "  +  ^^^q|^+2^^^q^^q^,  +  ' ' '  +  2k^q^^q^^^Q. 

Die  Gleichungen  werden  erfüllt  durch  jede  Tangente  der  Fläche.    Jede 
der  beiden  Gleichungen  enthält  36  Glieder,  nämlich  6  Quadrate  und 
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15  doppelte  Produkte   der  6  EoordinateD.     Die   Gleichung  (29)  geht 
auch  durch  Entwicklung  der  Gleichung  §  67,  (21)  nach  den: 

(30)  p,,^x,(')x,^')^.x,(^x,^') 
hervor  (§  70,  7), 

13.  näohe  und  Folarsysteni.  Die  durch  die  Gleichungen  (14); 
(15)  ausgedrückte  Beziehung  zwischen  Punkten  und  Ebenen  des 
Raumes  heißt  ein  Polarsystem'^^). 

Zu  jeder  eigentlichen  Fläche  eweiter  Ordnung  und  Klasse  (10),  (11) 
gekört  ein  solches  Polarsystemj  da  es  durch  die  Koeffizienten  a^j  der 
Gleichung  (10)  bestimmt  ist. 

Aber  auch  umgekehrt  führen  die  Gleichungen  (14),  wenn  sie  mit 
ihren  Auflösungen  (15)  vorliegen,  zu  der  Flache  zurück.  Ist  diese 
doch  der  Ort  der  Punkte,  die  mit  ihrer  Polarebene,  oder  das  Um- 
hüllungsgebilde der  Ebenen,  die  mit  ihrem  Pol  vereinigt  liegen. 
Man  erhält  in  der  Tat  ihre  Gleichungen  (10)  und  (11);  indem  man 
bezüglich  die  Werte  (14)  und  (15)  in  die  Bedingung  (5)  einsetzt. 

Zu  jedem  durch  die  Gleichung  (14)  gegebenen  Polarsystem  (a^^,  —  a,^, 
-^  +  0)  gehört  eine  eigentliche  Fläche  zweiter  Ordnung  und  Kickse. 

14.  Folaraystem  und  allgemeine  Korrelation.  Das  Polarsystem 
ist  ein  durch  die  Bedingung: 

(31)  a„=  a,, 

bezeichneter  Sonderfall  der  allgemeinen  Kon'daiion  des  Baumes^  bei 
welcher  diese  Bedingung  nicht  notwendig  gefordert  wird  (I  §  69,  6). 
Hier  hat  man  zwei  vereinigt  gelegene  Räume  9t  und  9i'  zu  unter- 
scheiden; jeder  Punkt  ist  doppelt  zu  denken,  einmal  als  Punkt  P  des 
einen  und  einmal  als  Punkt  P'  des  andern  Raumes,  ebenso  jede 
Ebene  als  77  und  77'.  Nun  entspricht  einerseits  durch  die  Gleichungen 
(§  68,  (18)): 

(32)  QU  =.  Äj^a;  +  a^^y  +  a^^s  +  a^J;^ (^  +  0) 

und  ihre  Auflösungen: 

(33)  f5x  «  -4-11  w'  +  Ä21V  +  A^^iv  +  A^^Sj .... 

jedem  Punkte  P  =»  x,y,  0,t  des  ersten  eine  Ebene  77'  =  u',  v,  w',  s' 
des  zweiten  Raumes  und  umgekehrt  jeder  Ebene  77'  ein  Punkt  P. 
Andererseits  aber  entspricht  der  Ebene  11  ^  Uy  v,  w,  s  dreier  Punkte 
Pj^,  P^y  Pj  des  ersten  ein  Punkt  P'«=  ir',  y,  /,  f  des  zweiten  als  Schnitt- 
punkt der  entsprechenden  Ebenen  77i',  77^',  7Jj'.  Für  seine  Koordinaten 
ergibt  sich  nach  der  Methode  §  68,  26: 

(34)  ö'x'^  A^^u  +  A^^v  +  A^^w  +  A^^s, . . ., 
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und  hieraus  folgt  durch  Auflösung: 

(35)  QU  =-  a^^x  +a^xy+  a^iß  +a^ify... 

Yereinigt  gelegenen  Punkten  x,  yy£,t  ^  x'y  y',  /y  (  beider  Räume  ent- 
sprechen also  nach  (32)  und  (35)  im  allgemeinen  nicht  vereinte  Ebenen 
Uy  Vy  w'y  s'  und  Uy  Vy  Wy  8y  Yoreinigt  gelegeneu  Ebenen  «,  VyWyS^  »',  r',  ir',  s 
nach  (34)  und  (33)  nicht  vereinte  Punkte  x'y  y'y  Sj  i   und  Xy  y,  e,  t 

(§  18, 12). 

Sollten  vereinigt  gel^enen  Punkten  stets  auch  vereinigt  gelegene 
Ebenen  entsprechen,  müßten  die  16  Koeffizienten  von  (32)  denen  von 

(35)  proportional  sein,  also  mit  einem  Faktor  r: 

(36)  «ii^'föiu     »12"  ^«n>     »81  =  "^«ji;  •  •  • 

Aus  der  zweiten  und  dritten  Gleichung  (36)  würde  aber,  £b11s  a^  und 
a,|  nicht  beide  0  sind,  folgen:  t*  =-  1  (§  18,  (20)).  Den  Werten 
X  —  1  und  T » —  1  entsprechen  aber  die  beiden  Möglichkeiten 
(i,Z=  1,2,3,4): 

(37)  an"  an  oder:    (38)     o„=0,    ai,=  -a,t, 
die  dann  auch  entsprechend  zur  Folge  haben  (I  Anm.  1,  IV,  7): 
(37-)              Ä,,  =  J„  (38-)  A,^  =0,    J„  -  -  Ä„ . 

Die  allgemeine  Korrdation  (32)  des  Baumes  enthält  also  ais  Sonder- 
fälle zwei  yyinvohxtorische^  Korrelationen  (37)  und  (38). 

Die  eine  von  diesen  ist  das  Polarsystem  (14)  der  Fläche  sfceiler 
Ordnung  und  Klasse,  die  andere  ist  das  Polarsystem  des  linearen 
Komplexes  (§  86,  (19);  (20)). 

§  79.  Flächen  zweiter  Ordnung  oder  Klasse  mit  einem  Doppelelement 

1.  Bedingung  für  ein  Doppelelement.  Wenn  die  Determinante 
A  der  Fläche  §  78,  (1)  verschwindet,  ohne  daß  alle  ünterdeterminanten 
dritten  Grades  Aj^^  (I  Anm.  1,  Ui,  (2))  verschwinden,  so  gibt  es  einen 
Punkt,  der  den  Gleichungen  §  67,  (32),  nämlich: 

(1)  /i  =  o,  ^=0,  /i^o,  /;-o, 

genügt  (I  §  51, 5),  und  dessen  Koordinaten  aus  je  drei  dieser  Gleichungen 
bestimmt  werden  können'*). 

Die  Fläche  zweiter  Ordnung:       j      Die  Fläche  zweiter' Klasse: 

(2)  f{XyyyZyt)^0  1(2')  F{UyVyWyS)^Q 

hat,  wenn:  hat,  wenn: 

(3)   ^  -  0,    J,j,  nicht  alle  0,         |  (30  5  =  0,    5„  nicM  aUe  0, 


(8) 
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einen  Doppelpunkt  Pq  mä  den  Ko- 1  eine   Doppelebene  77q  mit  den  Kc* 
ordinalen:  ordinalen: 

^^  —  A     '  A     *  A    '  A  ^    ^        ^B    -B    'B    'B 

i  =«  1,  2,  3  oder  4  (§  19,  1). 

3«  Andere  Form  der  Bedingung.    Wir  bezeichnen  zur  Abkürzung 
die  Summe  der  Hauptunterdelerminanten  dritten  Grades  mit: 

(5)  Ä'  ^  A,^  +  A,  +  -^33  +  A^, 

und  die  Summe  der  Hduptunterdeterminanten  zweiten  Grades  (I  Anm.  1, 
III,  (4))  mit: 

(6)  A"  =  «11  +  «,2  +  «^M  +  «44  +  «56  +  «66? 

endlich  die  Summe  der  Hauptelemente  mit: 

(7)  ^'"«au  +  a„  +  ass+Ö44- 

Da  nun  (I  Anm.  1,  III,  (11)): 

-^«-^83  ""-^m"* -^«447    -^8«Al'~-^Sl'™-^«55;    -^11-^2«  ~" -^11  ** -^«66? 
-^11-^44  ■" -^14  "^^«in    -^i2-^44~"-^24**-^«2«>    -^88 -^44 "" -^34  "^ -^ « M 7 

80  folgt  aus  (5): 

^'^11  =  A^,  +  ^/,  +  A^^  +  AI,  +  A(cc,,  +  a,,  +  a^), 
A'A^^  =-  A^^  +  A^  +  A^^  +  A},  +  A  («„  +  ag«  +  a  J , 

^'^33  -  ^3\  +  Ai,  +  ^V+  ^Ä  +  ^(«88  +  «44  +  «Ss), 

U'^,,-  ^A  +  A!,  +  A;,  +  ^/,  +  A{a,,  +  a^+  «33). 
Durch  Addition  ergibt  sich  die  identische  Gleichung^): 

^    '    +2Al+2Al+2Ä*,+  2AA". 

Wenn  nun  -4.  —  0  und  J.'=0  ist,  verschwinden  nach  (10)  alle  ^^,; 
wenn  aber  alle  Aj^^  verschwinden,  ist  (I  Anm.  1,  III,  (7))  A^O  und 
nach  (5)  A  =«  0.     Daher  folgt: 

Die  notwendigen  und  hinreichenden  Bedingungen  für  das  Verschtmnden 
dller  Unterdeterminanten  dritten  Grades  -4^,  sind  (bei  reeUen  a^J: 

(11)  ^  =  0,    ^'=0. 

Die  Bedingungen  (3)  oder  (3')  sind  daher  ersetzbar  durch: 

(12)  ^-0,    A'+O.  (12')        B-0,    B+0. 

3.  Fliehen  mit  Doppelelement  als  Kegel  und  Kurve.    Ein  Punkt 
der  Geraden,  die  den  Doppelpunkt  P^  =»  XQ,yQ,  z^,  Iq  mit  einem  beliebigen 


(9) 
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Punkte  Pi  =»  a?i,  yi,  J^i,  ^  des  Baames  verbindet,  hat  die  Koordinaten 

(I  §  47,  (26')) : 

(13)    x^xq+xx^^  y  =  yo+^yi>   jb^  — ^o+^^i»   t-^tQ  +  xt^. 

Die  för   ihn    gebildeten   Ausdrücke  f^  (§  66,  (5))  werden   daher   mit 
Rücksicht  auf  (1): 

(14)  A « A' + A/;^'^ = ^A^^  f2-^u'\  u-m'\  u-m''^ 

Nach  §  66,  (6)  wird  hieroach  für  den  Punkt  (13): 

f-  a^,  y,  ^,  0  =-  fi^  +  /iy  +  fs^  +  U  -  ^{/i^'K^o  +  ^^i) 

+/;^'Kyo  +  ^vi)  +  /»^'^(^o  +  ^^d  +  /i^^K^o  +  i^i) } 

und  nach  §  66,  (7),  §  67,  (8)  und  wieder  mit  Rücksicht  auf  (1): 
(15)  f  ^  X  {f,^x,  +  U'y,  +  f,'z,  +  f,\)  +  X^f,,  ^  X^n, . 

Dieser  Gleichung  entnimmt  man  den  Satz  (§  19,  (12)): 


I.  Ist  Pj  ein  PunM  der  Fläche 
(2),  50  gehören  alle  Punkte  des 
Strahles  Pq  Py  der  Fläche  an. 

Die  Punkte  der  Fläche  liegen 
also  reihenweise  auf  Strahlen,  die 
durch  den  Doppelpunkt  P^  gehen, 
und  diese  Strahlen  bilden  einen 
Kegel  (vgl.  5). 

IL  Die  Fläche  zweiter  Ordnung 


r.  Ist  n^  eine  Ebene  der  Fläche 
(2^),  so  gehören  aUe  Ebenen  der 
Achse  UiXIIq  der  Fläche  an. 

Die  Ebenen  der  Fläche  gehen 
also  büschelweise  durch  Achsen, 
die  in  der  Doppelebene  77^  liegen, 
und  diese  Achsen  umhüllen  eine 
Kurve. 

11'.  Die  Fläche  zweiter  Klasse  mü 


mit  einem  Dappdpunkt  Pq  ist  ein  einer  Doppelebene  Uq  ist  eine  Kurve 
Kegd  mit  der  Spitze  P^. 


\in  der  Ebene  11^. 


4.  Beziehung  zwisohen  Pol  und  Polarebene.  Die  Polarebene 
des  Punktes  Pj=  x^y  y,,  z^,  t^  hat  nach  §  68,  (14)  und  §  66,  (7)  in 
laufenden  Koordinaten  x,  y,  z,  t  die  Gleichung: 

(16)   f^('>x  +  U^y  +  U^g  +  f^m  =  /iar,  +  ^,y,  +  f^e^  +  fj,  -  0. 

Diese  wird,  wie  ihre  zweite  Form  zeigt,  unabhängig  von  P„  stets 
durch  den  den  Gleichungen  (1)  genügenden  Doppelpunkt  Pq  erfüllt  und 
wird,  wie  ihre  erste  Form  zeigt,  unbestimmt,  wenn  P^  selbst  in  P^  fallt. 

I.  Jeder  Punkt  des  RaumeSy  T.  Jede  Ebene  des  Baumes, 
außer  dem  Doppelpunkt  Pq,  hat  \  außer  der  Doppdebene  ITq,  hat  einen 
eine  bestimmte  Polarebene,  die  durch ;  bestimmten  Pol,  der  wuf  11^  liegt 
Po  geht. 

II.  Die    Polarebene 


von    P« 


ir.  Der  Pol  von  77^  selbst  ist 


unbestimmt. 


selbst  ist  unbestimmt. 

Die  Polarebene  (16)  des  Punktes:    X2=  Xq-^-  Xx^,  ys="yo+Ayi> 


\ 
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sf^'^  jSq+  Xz^,  t^^to+Xt^  wird,   da   nach  (14)  /]^W 
hängig  von  A,  also: 


A/jt^*)   ist,  unab- 


III'.  Alle  Ebenen  einer  in  Tit. 


liegenden  Achse  haben  denselben  Pol. 


lU.  Alle  Punkte  eines  durch 
Pq  gehenden  Strahles  haben  dieselbe 
Polarebene. 

Die  Polarebenen  n^y  Il^y  IT^  dreier  Punkte  P^y  P^y  P^,  die  in  einer 
nicht  durch  die  Spitze  gehenden  Ebene  11  liegen,  schneiden  sich  nach 

I  in  der  Spitze  P^-^  TI^X  U^X  11^,  die  also  nach  §  68,  24,  I  der 
Pol  P  von  n  ist.  Geht  aber  11  durch  P^,  so  daß  man  P^  =  Pq 
nehmen  kann,  so  löst  sich  der  Pol  P  »  JTq  X  /T,  X  il,,  da  11^  nach 

II  unbestimmt  ist,  in  die  durch  P^  gehende  Gerade  77^  X  iJ,  auf: 

IV.  Der  Pd  einer  Ebene,  die\  IV'.  Die  Polarebene  eines 
nicht  durch  die  Spitze  geht,  ist  stets  Punktes,  der  nicht  in  der  Doppel- 
die  Spitze  selbst,  ebene  liegt,  ist  stets  die  Doppeld)ene, 

V.  Die  Pole  einer  Ebene,  die  V.    Die     Polarebenen     eines 


durch  die  Spitze  geht,  erfüllen  eine 
durch  die  Spitze  gehende  Gerade. 


Punktes  der  Doppelebene  bilden  ein 
Ebenenbüschel  an  einer  in  der 
DoppeUbene  liegenden  Achse. 


5.  Flächen  mit  Doppelelement  als  nneigentliolie  Flächen.  Da 
die  Fläche  (2)  oder  (2^  nach  3,  II  ein  Kegel  oder  eine  Kurve  ist, 
so  kann  sie  insofern  als  uneigenÜiche  Fläche  zweiter  Ordnung  oder 
Klasse  im  Räume  gelten,  als  sie  schon  einer  niederen  Mannigfaltigkeit, 
dem  Bündel    mit  dem  Zentrum  P^  oder  der  Ebene  Uq,  angehört. 

Die  Fläche  (2)  wird  von  einer  Geraden  g  in  zwei  Punkten  P^ 
und  Pg  geschnitten  oder  enthält  die  Gerade  ganz  (§67,  2;  8).  Liegt 
daher  die  Gerade  g  in  einer  gegebenen  durch  Pq  gehenden  Ebene  F, 
ohne  selbst  durch  Pq  zu  gehen,  so  enthält  diese  Ebene  F  nach  3,  I 
die  Strahlen  PqPi  und  PqP^  des  Kegels  oder  gehört  ganz  dem  Kegel 
an.  Das  letztere  ist  nicht  möglich,  da  sonst  die  Fläche  in  ein  Ebenen- 
paar zerfallen  müßte  (§  81,  2)  und  damit  oo^  Doppelpunkte  hätte 
(§  81,  1).     Daher  folgt: 


Der  Kegel  3, 11  wird  von  jeder 
durch  den  Doppdpunkt  Pq  gehenden 
Ebene  in  zwei  Geraden  geschnitten, 
ist  also  ein  (eigentlicher)  Kegel  zweiter 
Ordnung  im  Sinne  der  Geometrie 
des  Bündels  (vgl.  §  80,  (17)). 


Die  Kurve  3,  U'  sendet  durch 
jeden  Punkt  der  Doppelebene  ITq 
zwei  Tangenten,  ist  also  eine  (eigent- 
liche) Kurve  zweiter  Klasse  im  Sinne 
der  Geometrie  der  Ebene  (§  15,  6). 


6.   Das  Folarsysteni  der  Flächen  mit  Doppelelement  als  un- 
eigentliclies  Polarsystem«     Bei  dem  in  4.  beschriebenen  Polarsystem 


432  79,  e.    §  80,  1—2. 

entsprechen  sich  im  Qronde  genommen  nicht  mehr  Punkt  nnd  Ebene 
des  Raumes  wie  §  78,  4tj  sondern  nach  4,  III;  Y  Strahl  und  Ebene 
des  Bündels  mit  dem  Zentrum  Pq. 

Die  Polarsysteme  des  Kegels  zweiter  Ordnung  (2);  (3)  und  der 
Kurve  zweiter  Klasse  (2');  (3')  hommen  im  wesentlichen  auf  ein  Poiar- 
System  im  Bündd,  hezüglich  in  der  Ebene  (Polarb'dndel  und  polares 
Feld)  zurück  (§  80,  3;  §  18, 11). 


§  80.    Einteilung  der  Kegel  im  Bfindel  und  ihrer  Polarsysteme  nach 

dem  Rang. 

1.  Dualität  zwiBOhen  Kegel  zweiter  Ordnung  und  zweiter 
Klasse.  Während  sich  im  Baume  Punkt  und  Ebene  dual  entsprechen, 
stehen  sich  tm  Bündd  Strahl  uud  Ebene  dual  gegenüber  (I  §  49,  7). 
Während  sich  daher  im  Räume  der  Kegel  als  Punktgebilde  und  der 
Kegelschnitt  als  Ebenengebilde  dual  entsprechen  (§  79,  5), 


entspricht  im  Bündel  dem  Kegel 
zweiter  Ordnung  als  Strahlengebilde 
der  Kegel  zweiter  Klasse  als  Ebenen- 


entspricht  in  der  Ebene  der  Kurve 
zweiter  Klasse  als  Strdhla^gebüde 
die   Kurve    zweiter    Ordnung    als 


gebüde.  Punlägebüde. 

Wie  nun  in  der  Ebene  die  Kurve  zweiter  Ordnung  und  Klasse 
(§§9 — 11;  15 — 17),  so  kann  man  im  Bündel  den  Kegel  zweiter  Ord- 
nung und  Klasse  ohne  Bezugnahme  auf  den  Raum  behandeln. 

Bezogen  auf  ein  rechtwinkliges  Koordinatensystem  Oxyz  im 
Bündel  ist*«): 


(1)     h{x,  y,  z)  =  «11  a:*  +  a^^y^ 

+  a^^z^  +  2a^^ye  +  2a^^zx 

+  2a^^xy  =  0 

die  allgemeine  Gleichung  eines  Kegels 
zweiter  Ordnung  in  Strahtenkoordi- 
naten  (I  §  49,  6). 


(1')     H(u,  v,  w)  =  b^y  +  6„t;* 

+  hfiW^  +  2b^vw  +  2b^^wu 

+  26ijMt?-0 

die  allgemeine  Gleichung  eines  Kegels 
zweiter  Klasse  in  Ebenenkoordinaten 

(I  §  49,  6). 


Für  h(x,  y,  z)  und  H(u,  v,  w)  soUen  die  in  §  66,  6  und  §  75,  2 
eingeführten  Abkürzungen  gelten. 

2.  Quadratische  Gleichung  der  Strahlen  in  einer  Ebene  oder 
der  Ebenen  durch  einen  Strahl.  Der  laufende  Strahl  einer  Ebene 
des  Bündels,  die  durch  zwei  feste  Strahlen  rCj,  y^,  z^  und  rCj,  y,,  z^ 
gegeben  ist,  hat  Koordinaten  von  der  Form  (I  §  49>  (22)): 

(2)  x^x^  +  kx^,    y-^yi  +  ^Vi,    z^z^  +  Xz^] 

die  laufende  Ebene  durch  einen  Strahl,  der  durch  zwei  Ebenen  %,  t^^,  «7| 
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^7  Vgr  tv^    gegeben    ist;    ebeBSo    Koordinaten    yon    der  Form 


und 

(I§49,(30)): 

(2')  M=«t*i  +  Awj,    f?  =  Vi -f  Avj,    w^w^+Xw^, 

In  beiden  Fällen  ist  X  der  Parameter  (die  multiplizierte  Verhältnis- 
koordinate)  des  laufenden  Elementes. 

Es  ergibt  sich  daher  genau  auf  demselben  Wege  wie  in  §  67^  3 
und  §76,  1«): 


Die  quadratische-  Gleichung: 

(3)       \,  +  2\^X  +  h^^X^^0 

bestimmt  die  Parameter  A  =  A,,  X^ 
der  beiden  Scfmittstrahlen  des  Kegels 
(1)  mit  der  Ebene  der  beiden  Strahlen 
^i;  Vif  ^i  wn(Z  x^,  yg,  ^,. 


Die  quadratische  Gleichung: 

(3')     H^^  +  2Hi^X  +  H^^X^^0 

bestimmt  die  Parameter  X^^Xy,  X^ 
der  beiden  Ebenen  des  Kegels  (1'), 
die  durch  den  Schnittstrahl  der  bei- 
den Ebenen  u^yV^,  w^  und  Mj,  v^j  W7j 
gehen. 


Hier  bedeutet: 
(4)  Ki--K^x7yx^^i)y    ^n-K^i7y^j^%), 

und  entsprechend  JS^^,  ir„,  jET^. 

3.  Konjugierte  Strahlen  und  Ebenen.  Auf  die  quadratische 
Gleichung  (3)  gründet  sich  die  Polarentheorie  der  Kegel  in  derselben 
Weise  wie  auf  §  68,  (8)  die  der  Flächen  zweiter  Ordnung.  Es  bedarf 
daher  hier  nur  der  Angabe  der  entsprechenden  Sätze^^). 

Zwei  durch  die  Bedingung:      |  Zwei  durch  die  Bedingung: 


(5)        V')a;,+V')y,  +  V')^, 


(5')    JT/^)w,  +  fljWvj  +  ^jOt^, 
-  H,^^)u^  +  II^^^\  +  H^i*)w^  ^  0 


verJcnüpfte  Strahlen  sind  Jiarmonisch  verknüpfte  Ebenen  sind  harmonisch 


zu  den  Strahlen,  in  denen  ihre 
Verbindungsebene  den  Kegel  (1) 
schneidet,  und  heißen  harmonische 
Polaren  oder  Iwnjugierte  Strahlen 
in  bezug  auf  den  Kegel. 

Der  Ort  aUer  konjugierten 
Strahlen  eines  Strahles  |}j=»Xi,y,,;grj 
ist  die  Polarebene  des  Strahles. 
Ihre  Gleichung  lautet: 

(6)      Ä/*)a;+V')y  +  V^^==0. 

Die  Koordinaten  der  Polar- 
ebene  des  Strahles  x,  y,  z  sind: 

Staude,  flftchen  b weiter  Ordnung. 


ZU  den  Ebenen,  die  durch  ihre 
Schnittlinie  an  den  Kegd  (V)  gehen, 
und  heißen  hm-monische  Polar- 
ebenen  oder  konjugierte  Ebenen  in 
bezug  auf  den  Kegel, 

Der  Ort  aller  konjugierten 
Ebenen  einer  Ebene  11^  =  u^,  v^,  w^ 
ist  der  Polstrahi  der  Ebene.  Seine 
Gleichung  lautet: 

(6')    ff,^^)u  +  H^^')v  +  H^^'^w^O, 

Die  Koordinaten  des  Pol- 
Strahles  der  Ebene  u,  v,  w  sind: 
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(7) 


QU  ==  Ai  =  a^^x  +  a^^y  +  a^j^e^ 

QV^h^^ a^^x  +  a^y  +  a^j^Zy  \  (7') 

QW^  Aj  ^a^^x  +  a^^y  +  a^^z.  I 

Fa»  zwei  harmonischen  Pol- 
straJüen  liegt  jeder  in  der  Polar- 
ebene  des  andern  (§  68^  13). 


Qy^H^'^h^^u  +  l^v  +  h^w, 

QZ^H^-^h^^u  +  l^^v  +  h^w. 

Von  zwei  harmonischen  Pciar- 
ä>enen  geht  jede  durch  den  Pol- 
siraM  der  andern. 


4.   Polar-  und  Berührungselexnente  (vgl.  §  68^  9;  §  17,  4). 


Die  Polarebene  eines  Strahles 
des  Kegels  selbst  ist  die  Tangential- 
ebene längs  desselben. 

Ein  Strahl  liegt  mit  seiner 
Polarebene  vereinigt  (ist  sich  selbst 
konjugiert);  wenn  er  dem  Kegel 
angehört. 

Die  BerQhrungsstrahlen  der 
beiden  durch  einen  beliebigen  Strahl 
des  Bündels  gelegten  Tangenüctl- 
ebenen  liegen  in  der  Polarebene 
dieses  Strahles  (§  11,  10). 


Der  Polstrabi  einer  Ebene  des 
Kegels  selbst  ist  der  Berührungs- 
strahl der  Ebener. 

Eine  Ebene  liegt  mit  ihrem  Pol- 
strahl vereinigt  (ist  sich  selbst 
konjugiert),  wenn  sie  dem  Kegel 
angehört. 

Die  Berührungsebenen  längs 
der  beiden  in  einer  beliebigen  Ebene 
des  Bündels  liegenden  Strahlen  des 
Kegels  gehen  durch  den  Polstrahl 
dieser  Ebene  (§  17,  6). 


5.  Doppelstrahlen  und  Doppelebenen. 


Ein  Strahl,  für  den  (§  10,  (28)5 
§  67,  (32)): 

{  Äj  =  a^^x  +  a^^y  +  a^^z  =  0, 

*2=  «21^  +  Ö^»y  +  a28^=-  0, 

heißt  ein  Doppelstrahl  des  Kegels. 
Die  Polarebene  eines  Doppel- 
strahles ist  nach  (7)  unbestimmt. 


(8) 


Eine  Ebene,  für  die  (§  16,  (16); 

§76,(16)): 

(8')    ITg  «  b^iU  +  h^v  +  6„w7  =  0, 

^8  ^  hi^  +  h%^  +  ^9s^  -=  0. 
heißt  eine  Doppelebene  des  Kegds. 
Der  Polstrahl    einer  Doppel- 
ebene ist  nach  (7')  unbestimmt. 


6.  Der  eigentliche  Kegel  zweiter  Ordnung  und  Slasse.  Wir 
bezeichnen  die  Determinante  dritten  Grandes  des  Kegels  zweiter  Ordnung 
(1)  oder  zweiter  Klasse  (1')  wie  §  9,  (15)  und  §  15,  3  mit: 


(9) 


J.  =  la 


'ibjh 


(9-) 


B^\b„ 


Der  Kegel  (1)  oder  (1')  heißt  ein  eigenÜicher  Kegel  zweiter  Ord- 
nung oder  zweiter  Klasse  (ist  vom  Bange  3),  wenn  seine  Determinante 
Ä  oder  B  nicht  verschwindet  (vgl.  §  18,  2;  §  78,  2). 


Der  eigenÜicJie  Kegel  zweiter 
Ordnung  hat  keinen  Doppehtrahl. 


Der  eigentliche  Kegd  zweier 
Klasse  hat  keine  DoppeM>ene. 
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7.  Die  Folarentheorie  des  eigentliolien  Kegels  sweiter  Ordnung 
oder  Klasse.  Unter  der  Bedingung  (9);  (9')  haben  die  Gleichungen 
(7);  (7')  eine  bestimmte  Auflösung  nach  x:y :  js  oder  u:  v  :  w: 

(10)      6y--'A^^u  +  A^^v  +  A^w,   j(lO')  I  6v  ^B^iX  + B^y  +  B^^e, 

öJS'^A^^u  +  A^^v  +  Ä^w,   I  \  6w-=-B^^x+B^^y  +  B^e, 

wo  ^11,  Ai2>      •?  -^^88  ^^®  Unterdeterminanten  zweiten  Grades  von  (9) 
und  ebenso  jB^j,  B^^,  . . .,  B^  von  (9')  bedeuten. 

Bei    dem    eigentlichen    Kegel]         Bei    dem    eigenüichen    Kegel 


zweiter  Ordnung  (1)  gehören  ver- 
möge der  Formeln  (7)  und  (10)  je 
ein  Strahl  x,  y,  z  und  eine  Ebene 
u,  Vf  w  des  Bündels  als  Polstrahl 


zweiter  Klasse  (1')  gehören  vermöge 
der  Formeln  (7^)  und  (10*)  je  eine 
Ebene  u,  t?,  w  und  ein  Strahl  x,  y,  z 
des  Bündels  als  Polarä)ene  und  Pol- 


und  Polarebene  zusammen.  strahl  zusammen, 

8.  Identität  des  Kegels  zweiter  Ordnung  und  Klasse.  Wie 
in  §  18,  6  erhält  man  die  notwendige  und  hinreichende  Bedingung 
fiir  eine  Tangentialebene  des  Kegels  zweiter  Ordnung,  indem  man  in 
die  Bedingung  der  vereinigten  Lage  (I  §49,  (7))  von  Strahl  und  Ebene: 

(11)  ux  '\-  vy  +  WZ  ^  0 

die  Werte  (10)  einführt.     Also: 

DieTangenMaM>enen  des  eigent- \  Die  Berührungsstrahlen  des 
liehen  Kegels  zweiter  Ordnung  {ly  eigenüichen  Kegels  zweiter  Klasse  {!*) 


genügen  der  Bedingung: 

(12)  A^y+A^v^+'-'+2A^^uv^0, 


genügen  der  Bedingung: 

(12')  B,^x^+B^^y^+-+2B,^xy^0, 


Da  nun  die  Determinanten  der  Aj^^  und  JB^,  bezüglich  gleich  A^ 
und  B^  (I  Anm.  1,  II,  (4)),  also  nicht  Null  sind,  so  ergibt  sich  wie 
§  18,  7"): 

Jeder  eigentliche  Kegd  zweiter  Ordnung  ist  auch  ein  eigentlicher 
Kegel  zweiter  Klasse  und  umgekehrt. 

Setzt  man  demnach  wie  §  18,  8: 

(13)  hi-Av    Ski^^(^kiJ 

so  werden  die  Gleichungen  (1')  und  (12),  sowie  (1)  und  (12')  die- 
selben und  stellen  denselben  Kegel  zweiter  Ordnung  und  Klasse  in 
Strahlen-  und  Ebenenkoordinaten  dar. 

Gleichzeitig  fallen  auch  die  Gleichungen  (7)  mit  (10')  und  (7') 
mit  (10)  zusammen. 

Die  Polarbeziehung  bei  den  Kegeln  (1)  und  (1')  ist  daher  eben- 
falls dieselbe.     Man  bezeichnet  sie  als  PdarbündeV^). 
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9.    Zerfallender   Kegel    zweiter   Ordntmg    oder   Klasse.     Wie 

§  19,  1  folgt  auB  den  Glfeichungen  (8)  und  (8'): 

Der  Kegel  zweiter  Ordnung  (1)  \  Der  Kegel  zweiter  Klasse  (1') 
hatj  wenn:  ^hcU,  wenn: 

(14)    JL  =  0,  Ä^t  nicht  alle  NuU,      (140    ^===0,  J5^,  nicht  aVs  Nvü, 

einen  Doppelstrahl  p^  mit  den  Koor-  eine  Doppdehethe  TL^  mit  den  Koor- 
dinaten: I  dinaten: 

<15)   ^o'yo'^o-Ai'Ai'Azy     ;(150   ^o'yo'^o^-^ki'^ti'^Skz, 

A«l,  2  oder  3. 

Wie  in  §  19,  3  läßt  sich  dann  zeigen,  daß,  wenn  p^  ein  StraM 
des  Kegels  ist,  alle  Strahlen  der  Ebene  p^p^  dem  Kegel  angehören. 
Per  Kegel  besteht  daher  aus  Ebenen  des  Büschels  mit  der  Achse  p^, 
und  zwar  als  Kegel  zweiter  Ordnung  aus  zwei  solcheü. 

Der  Kegel  zweiter  Ordnung  mit  I         Der  Kegd  zweiter  Klasse  mit 


einer  Doppelebene  n^  ist  ein  Strahlen' 
paar  in  der  Ebene  IIq. 


einem  Doppelstrahl  p^  ist  ein  Ebeneti- 
padr  mit  der  Achse  Pq. 
Wenn  endlich: 

(16)     alle  ^,«  0,  a;tj  nicht  aUe  0  (16')     aUe  -B^,  =  0,  6^,  nicht  aUe  0 

sind,  fallen  die  beiden  Ebenen  des  '  sind,  fallen  die  beiden  Strahlen  des 


Paares  in  eine  Doppelebene  zusam- 
men, die  durch  jede  der  Gleichun- 


Paares   in   einen  Doppelstrahl   zu- 
sammen, der  durch  jede  der  Glei- 


(17) 


gen  (8)  dargestellt  wird.  1  chungen  (8')  dargesteUt  wird. 

Der  Kegel  heißt  in  den  FäUen  (15);  (15'),  bezüglich  (16);  (16') 
auch  vom  Bange  2  und  1  (§  18,  1). 

10.   Einteilung  der  Kegel  zweiter  Ordnung  nach  dem  Bang. 

Fassen  wir  die  gefundenen  Resultate  zusammen,   so  erhalten  wir  flr 
die  Kegel  (1)  wie  in  §  19,  (27)  und  (28)  folgende  Übersicht'«): 

-4  +  0:  Eigentliche  Kegel  zweiter  Ordnung, 
-4  =  0,  Aj^^^Qli  Getrennte  Ebenenpaare, 
-4  =  0,  -4jt,  =  01  a^,  +  0 :  Doppelebenen. 

Die  beiden  letzten  Zeilen  sind  (bei  reellen  a^^  ersetzbar  durch: 

-4  =  0,  J.'  +  0:  Getrennte  Ebenenpaare, 

-4  =  0,  -4'  =  0,  -4"  4*  0:  Doppelebenen, 

wo  A  und  Ä'  die  Bedeutung  §  19,  (3);  (4)  haben. 

Unter  den  entsprechenden  Bedingungen  ist  der  Kegel  zweiter 
Klasse  ein  eigentlicJier  Kegd  zweiter  Klasse  oder  ein  StrdMenpaar 
oder  ein  Doppelstrahl  (§  42,  9). 


(18) 
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11.  Kegel  zweiter  Ordnung  tind  Klasse  im  Baume.  Etwas 
anders  als  im  Bündel  gestaltet  sich  die  Bedeutung  der  Qleichung  (1) 
und  (1')  und  die  Darstellung  der  Kegel  im  Räume.  Versteht  man 
nämlich  unter  Xy  y,  z,  i  und  u^  v,  w,  s  laufende  homogene  Punkt-  und 
Ebenenkoordinaten  im  Baume,  so  bedeuten  die  folgenden  Gleichungen: 

(19)  h{Xyy,  ^)  -  0  1  (19')  H(u,  v,  «;)  =  0 


einen  Kegel  gweiter  Ordnung  am  An- 
fangspunkt 0  als  Spiize  (I  §  72,  (16)) ; 

(20)     h{x,yyZ)^Q,    t^O 

seine  Leitkurve  zweiter  Ordnung  in 


eine  Kurve  zweiter  Klasse  in   der 
unendlich  fernen  Ebene  (I  §  72,  (16')) ; 

(20')  Hiu,  v,  M?)  -  0,    5  «  0 

den  Ober  ihr  stehenden  Kegd  zweiter 


der  unendlich  fernen  Ebene  (I  §  72,  |  Klasse  am' Anfangspunkt  0  als  Spitze 
17)).  (I  §  72,  (17')). 

Dabei  sind  im  ersten  Falle  (17),  A^O,  unter  der  Annahme  (13) 
die  Kegel  (19)  und  (20'),  sowie  die  Kurven  (19')  und  (20)  mit  Rücksicht 
auf  8  je  identisch  (I  §  49,  5). 

Während  also  die  eigentliche  Fläche  zweiter  Ordnung  und  Klasse 
in  Punkt-  und  Ebenenkoordinaten  je  durch  eine  Gleichung  dargestellt 
wird  (§  78,  8),  entsprechend  dem  Umstände,  daß  sie  oo^  Punkte  und 
<x)^  Tangentialebenen  hat,  wird  (§  71,  3,  4): 

der  eigentliche  Kegel  zweiter  Ordnung '  die  eigenÜicheKurve  zweiter  Ordnung 
und  Klasse  (1);  (1')  in  Punktko-\und  Klasse  in  Ebenenkoordinaten 
ordinalen  durch  etne  Gleichung  (19),  t  durch  eine  Gleichung  (19'),  in 
in   Ebenenkoordinaten    durch   zwei  Punktkoordinaten  durch  zwei  Glei- 


Gleichungen  (20')   dargestellt,  wie 
er  denn  <x^  Tangentialebenen,  aber 


chungen  (20)  dargestellt,   wie   sie 
denn    oo^  Punkte,   aber    oo*  Tan- 


cx)'  Punkte   hat,   die    reihenweise  j  gentialebenen  hat,  die  büschelweise 
auf  seinen  Erzeugenden  liegen.        |  durch  ihre  Tangenten  gehen. 

12.  Die  unendlich  ferne  Kurve  der  allgemeinen  Fläche  zweiter 
Ordnung.  Die  Kunre  (20)  ist  zugleich  diejenige  Kurve  §  66,  (23),  in 
der  die  allgemeine  Fläche  zweiter  Ordnung  §  66,  (3)  von  der  unendlich 
fernen  Ebene  geschnitten  wird.  Diese  ist  also  nach  (17)  mit  ent- 
sprechender Änderung  der  Bezeichnung  (§  66,  6)  für*): 

A^^+0:  ein  eigentlicher  Kegelschnitt, 

-4^1  «-0,     A^+0:  ein  Geradenpaar, 

A^^O,    -4^—0,    -4.^+0:  eine  Doppelgerade, 

^44=  0,    ^;^«  0,    ^;;==-  0:  unbestimmt  (§  19,  (24)). 

Dabei  ist  zur  Abkürzung  gesetzt  (§  66,  6): 

(22)  A^^  =  «11  +  «2,  +  «m;       ^U  "^  «11  +  «M  +  «88- 
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13*  ZjUnäer  sweiter  Ordnung  und  intwiift  im  Baume.  Indem 
nuui  onker  Mx^y^i)  nnd  H{UfV,8)  die  Ansdrücke  (1)  and  (l*)  mit  / 
fftr  ir  und  s  fOr  tr  yenteht,  bedeuten  in  laufenden  Punkt-  und  Ebenen- 
koordinaten im  Baume  die  Gleichungen: 

(23)  A(x,y,0-0  .(23-)  ir(«,r,5)  =  0 

einen    Zylinder    zweiter    Ordnung] eine  Kurve  zweiter  Klasse  in  der 
senkrecht  zur  xy-Ebene  (1  §  72,  (14));  xy  Ebene  (I  §  72,  (14')); 

(24)  h(x,y,i)^0,    z^O  (24^  H(u,v,s)^0,    tr « 0 

eine  Kurve  zweiter  Ordnung  in  der  einen  Zylinder  zweiter  Klasse  senk- 
xy-Ebene  (I  §  72,  (\b)).  recht  zur  xy-Ebene  (I  §  72,  (15')). 

Dabei  sind  im  ersten  Falle  (17),  A  ^-  0*,  imter  der  Annahme  (13) 
die  Zylinder  (23)  und  (24'),  sowie  die  Kurven  (24)  und  (23')  identisch. 
Ein  Beispiel  fÖr  (23')  findet  sich  (mit  u,  «?,  1  fÖr  u,  v,  s)  §  53,  (35). 

§  81.  Fl&chen  zweiter  Ordnung  oder  Klasse  mit  mehr  als  einem 

Doppelelement. 

1.  BedingangesL  für  eine  Doppellinie.     Wenn   alle  ünterdeter- 

minanten  dritten  Grades  Aj^^,  aber  nicht  alle  ünterdeterminanten 
zweiten  Grades  a^,  verschwinden,  so  gibt  es  eine  Gerade,  deren  Punkte 
den  Gleichungen  §  79,  (1)  genügen  (I  §  51,  (9))  und  deren  Achsen- 
koordinaten aus  je  zweien  dieser  Gleichungen  bestimmt  werden  können. ^^ 
Die  Fläche  zweiter  Ordnung  §  79,  Die  Fläche  zweiter  Klasse  §  79, 
(2)  hat,  wenn:  |(2')  hat,  wenn: 

{l)alle  Aj^^,  aber  nicht  alle  a^^NüU,  (1')  aUe  JB^,,  aber  nicht  aUeßj^^NuU, 


eine  Doppdgerade  q^  mit  den  Achsen- 
koordinaten: 

(2)    ?Ä  :  8.»  :  ?•  :  3«  :  3Ä  =  «Ä 


eine  Doppdgerade  p^  mit  den  Strahlen- 
koordinaten: 

(2')  p.VftVPiVPiVftVi'.'« 

^  ßkl  '  ßk%  '  ßki  '  ßkl '  ßkb  '  ßkS} 


*-  1,2,3,4,5  oder  6. 

2«  Bbenenpaare  oder  Ponktepaare.  Die  Betrachtungen  §  79,  3 
setzen  nur  voraus,  daß  der  Punkt  Pq  den  Gleichungen  §  79,  (1)  genügt 
Dies  trifit  jetzt  für  alle  Punkte  der  Doppelgeraden  zu.  Daher  folgt 
wie  dort,  daß  mit  einem  Punkte  P^  stets  die  ganze  Verbindungslinie 
des  Punktes  P^  und  eines  beliebigen  Punktes  Pq  der  Doppelliuie  auf 
der  Fläche  liegt,  oder: 

Ist  Pj  ein  Punkt  der  Fläche  außerhalb  q^^,  so  gehören  audi  aüe 
Punkte  der  Ebetie  P^q^  der  Flädie  an. 


§  81,  2—5. 
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Die  Fläche   besteht  daher  aus  Ebenen   des  EbenenbQschels  der 
Achse  q^y  und  zwar  als  Fläche  zweiter  Ordnung  aus  zwei  solchen. 

Unter  der  Vorausseteung  {l)  ist  Unter  der  Voraussäjsung  (1')  ist 
die  Fläche  zweiter  Ordnmig  §  79,  (2)  die  Fläche  zweiter  Klasse  §  79,  (2^ 
ein  Ebenenpaar  £{,  E,  mit  der  ein  Punktepaar  E^,  E^  mit  der 
Schnittlinie  (2).  :  Verbindungslinie  (2'). 

3.  Pol  und  Folarebene.     Femer  ergibt  sich  wie  in  §  79,  4: 


I.  Jeder  Punkt  des  Ramnes,  aus- 
genommen die  Punkte  der  Doppär 
linie  q^,  hat  eine  bestimmte  Polar- 
ebenCy  die  durch  die  DoppeUinie  geht. 

n.  Die  Polarebenen  der  Punkte 
der  DoppeUinie  sind  unbestimmt 

III.  Alle  Punkte  einer  durch  die 
Doppellinie  gehenden  Ebene  haben 
dieselbe  PolarAene. 


r.  Jede  Ebene  des  Raumes,  aus- 
genommen die  Ebenen  der  Doppel- 
linie  p^,  hat  einen  bestimmten  Pol, 
der  in  der  DoppeUinie  liegt. 

ir.  Die  Pole'  der  Ebenen  der 
DoppeUinie  sind  unbestimmt. 

III'.  AUe  Ebenen  eines  auf  der 
DoppeUinie  liegenden  Punktes  haben 
denselben  Pol. 


4.  Übergang  auf  die  Ebenen-  und  Punktinvolutionen.  Inner- 
halb des  EbeneDbüschels,  dessen  Achse  die  Doppellinie  q^  ist,  gehört 
infolge  von  3,  lU  zu  jeder  Ebene  U^  eine  Polarebene  77,,  eben  die 
gemeinsame  Polarebene  aller  Punkte  P^  von  J7|.  Die  beiden  Ebenen 
77^  und  n^  aber  stehen  nach  §  68,  5  in  der  Beziehung,  daß  die  Ver- 
bindungslinie eines  Punktes  P^  auf  77^  und  eines  Punktes  P,  auf  77, 
das  die  Fläche  zweiter  Ordnung  bildende  Ebenenpaar  E],  E,  in  zwei 
Punkten  S^  und  S^  schneidet,  die  zu  P^  und  P^  harmonisch  sind. 
Die  Ebenen  77^  und  77,  sind  daher  (I  §  52,  (11))  selbst  zu  E^  und  E, 
harmonisch. 


Innerhalb  des  Ebenenbüschels,  das 
durch  das  Ebenenpaar  Ej,  Eg  be- 
stimmt isty  kommt  dessen  Polaren- 
theorie auf  eine  Ebeneninvolution 
zurück.     (§  7,  13;  §  8,  10). 


Innerhalb  der  Punktreihe,  die 
durch  da^  Punktepaar  E^,  E^  be- 
stimmt ist,  kommt  die  Polarentheorie 
auf  eine  Punktinvolution  zurück. 
(§  8,  6). 


5.  Andere  Form  der  Bedingungen  des  Ebenenpaares.    Für  die 

Unterdeterminanten  dritten  und  zweiten  Grades  Aj^^  und  a^^,  der  Deter- 
minante A  gelten  die  Formeln  (I  Anm.  1,  II,  (ö)): 

^11«M  ^  «11  «66  —  «16;    ^««11  •=  «28«U  -  ^W    ^SS«!«  ==  «88«55  "  «5*  ^ 


(3) 


^ll«i4=  «66 «66-  «667    ^M«44=  «66«44-  «M^    ^8S«44=  «4i«66-  «46? 
^-^44^11  "^  «22«88  ■"  «28>    -^U^82  ^  «B3«ll  ""  «Ä?    -^44^83  "^  «11  «2«  ~  «W? 


1 
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§  81,  6. 


(4) 


(5) 


«14  «25; 
«16 «24""  «U«26* 

Mittels  (3)  ei^bt  sich  nun  aas  §  79^  (6): 

^"«11  -  «A  +  «12  +  «Ä  +  «11«44  +  «1*5  +  «A  +  («22  +  «88)(^U  +  ^ J» 
^"«22=-«2\  +  «2*2  +  «2*S  +  «24+«i2«66  +  «2*6  +  («88+«ll)(^2+^), 
•^"«88  -  «31  +  «8*2  +  «88  +  «84  +  «36  +  «88«66  +  («11  +  «22)(^88  +  ^44)1 
Ä"a^  -  «44«11  +  ««+««+  «A  +  «i  +  «46  +  («11  +  «44)(-^  +  ^)l 
^"«56  =  «6*1  +  «68  «22  +  «6*8  +  «64  +  «56  +  «M  +  («22  +  «44)(^88  +  ^ll); 
^"«66  ==  «6*1  +  «6*2  +  «66«88  +  <  +  «6*6  +  «66  +  («88  +  «44)(-^U  +  A2)» 

und  hieraus  durch  Addition: 

(6)         ^"«  -  «  +  a|,  +  «I3  +  al  +  ai,  +  a|0  +  2(ai  +  «», 

+  «1*6  +  «1*6  +  «2*8  +  «I4  +  «2*6  +  «M  +  «8*5  +  «46  +  «Üj  +  «w) 
+  2(aii««44  +  «22«65  +  «88«66)  +  2  Ä' Ä'"  —  2(a^^Ä^i  +  O^A^ 

+  «88  ^88 +«44^44)- 

Nun  ist  aber  (I  Anm.  1,  IQ,  (17)): 

Ä  —  «11-4.11  +  «12-412  +  «18-^18  +  «14-^14; 
Ä  —  «21  ^si  +  «22^2  +  «28-^8  +  «24-^24> 

A  =  «41-4^41  +  di^A^  +  «48'4'48  "I"  «44-4-44» 


(7) 


«81  Al 


+  «82-^82  +  «88-^88  +  «84-^84; 


und  daher: 
(8) 


4-4.  =  «11-4-11  +  a^^A^  +  0^3^33  +  «44-4.^4 
+  2(a,3  J«8  +  «31^1  +  ai,^„  +  «14^14  +  0,4^4  +  034^34). 
Es  ist  femer  (I  Anm.  1,  III,  (19)): 

A  «  «110:44+  «21  «64+  «81«64+  «41«14+  «61«24+  «6l«84? 

(9)  A  =  ai,a45  +  a^a^^  +  a3,a3B  +  «42«16  +  «62«26  +  «62«86  ; 

^  ^  «18«46  +  «28«66  +  «88«6«  +  «««16  +  ^8«26  +  «68«86; 

und  danach: 

(10)  3^  «  («,,«44  +  a„aß5  +  «330  +  (af4  +  «•.  +  cc^) 

+  2(«28«66  +   «31  «64  +  «12«46)  +  2(a26«86  +  «84«16  +  «16  «24)' 

Aus  (8)  und  (10)  ergibt  sich  sodann: 

(11)  ^  «  («11^11  +  «22^22  +  «38^88  +  «44^44)  -  («11  «44  +  «22«66  +  «88 «66) 
-(«i*4+«2*6+«8*6)  +  2(«28^28+«81^81+«12^12+«14A4+«24A4+«84^4) 
—  2  («83  «56  +  «31  «64  +  «i8«45)  —  2(«s}6«86  +  «84«16  +  «16  «24)' 


§  81,  6-6.  441 

Aus  (4)  folgt  weiter  durcli  Addition: 

(12)         aj3^j3  +  a„^3i  +  «1,^1,  +  a^^A^^  +  0,^^,4  +  a^Ä^ 

-  (««««66  +  «31  «64+  «18«45)  +  («26««6  +  «J4«16  +  «16 «m) 

-  2(0fjäa86  +  a86«14  +  «14«J5)- 

Da  sich  aber  direkt  aus  der  Bedeutung  der  ck^,  (I  Anm.  1,  III^  (4))  ergibt: 

(13)  «14  +  ««5  +  «86  "=  0, 

also  auch: 

(14)  al  +  a;^  +  a»3  +  2{a^^a^  +  a^^a^^  +  cc^^cc^)  =  0, 

80  wird  aus  (12): 

(15)  a„^,3  +  aji^ji  +  a^,^,  +  a^^Ä^^  +  a^A^^^  +  a^^^A^^^ 

-'(«83«66+  ««1«64+  «1S«46)  +  («J6«86+  «84«16+  «16«J4) 
+  («ll  +  «l5  +  «i)        - 

und  hiermit  aus  (11): 

(16)  A  =  (a,i  A,^  +  a„^„  +  Ojj^,  +  a^AJ 

—  («11  «44  +  «22  «66  +  «88  «66)  +  («U  +  «25  +  «sU 

Multipliziert  man  diese  Gleichung  mit  2  und  addiert  sie  alsdann  zu 
(6),  so  ergibt  sich  die  identische  Gleichung^): 

(17)  2^  +  ^"«  -  «  +  a|,  +  «I,  +  «i  +  «6*6  +  «l6) 

+  2(ai  +  «i  +  <  +  «i  +  «i  +  «i  +  <  +  «i  +  a|e 

+  «8li  +  «15  +  «86  +  «45  +  «l6  +  «56)  +  2^'^"'. 

Wenn  nun  A^O,  A'^0,  A"^0,  so  folgt  aus  (17),  daß  alle  a^^ 
verschwinden.  Verschwinden  aber  alle  %j;  s^  i^*  ^^^^  (9)  ^  ■=  0, 
nach  §  79,  (6)  ^"  =-  0  und  (I  Anm.  1,  II,  (6))  aUe  A^^,  also  auch  A'  =  0. 
Die  notwendigen  und  hinreichenden  Bedingungen  für  das  Ver- 
schwinden dller  Unterdeterminanten  zweiten  Grades  a^^  sind  daher: 

(18)  ^-0,    ^'=0,    A"^0. 

Die  Bedingungen  (1)  sind  dagegen  mit  Rücksicht  auf  §  79,  (11)  ersetzbar 
durch: 

(19)  ^«0,    Ä^O,    ^"+0. 

6.  Doppelebene  und  Doppelpunkt.  Wenn  alle  Unterdeter- 
minanten ttj^^  aber  nicht  aUe  Elemente  a^,  verschwinden,  so  gibt  es 
eine  Ebeue,  deren  Punkte  den  Gleichungen  §  79,  (1)  genügen,  und 
die  selbst  durch  jede  der  Gleichungen  §  79,  (1)  dargestellt  ist.  Die 
Fläche  kann  außerhalb  dieser  Ebene  keinen  Punkt  haben.  Denn  wäre 
P^  ein  solcher,  so  würde  wie  in  2.  die  Verbindungslinie  PjPo  mit 
einem   beliebigen  Punkte  Pq   der  Doppelebene  ganz  der  Fläche  an- 
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§  81,  6—7. 


gehören;   die  Punkte  der  Fläche  würden  also  den  ganzen  Raum  er- 
füllen. 

Die  Fläche  zweiter  Ordnung  §  79, 
(2)  ist,  wenn: 

(20)  aUe  a^^,  aber  nicht  aUe  a^^ 
NiiU,  eine  Doppelebene  mit  den  Ko- 
ordinaten: 


^kl'  ^ki'  ^ks'  ^kA9 


(21)   u:v:w:s^ 
*  -  1,  2,  3  oder  4. 

Die  Doppelebene  selbst  ist  die 
Polar^fene  aller  Punkte  des  Raumes, 
die  ihr  nicht  angehören,  während 
ihre  eigenen  Punkte  keine  be- 
stimmte Polarebene  haben. 


Die  Fläche  zweiter  Klasse  §  79, 
(2*)  ist,  wenn: 

(20')  aOe  /J^,,  aber  nicht  aOe  6^, 
NuU,  ein  Doppelpunkt  mit  den  Ko- 
I  ordinalen: 

(21')  xiyizit^b^^ib^^ib^^zh^ 
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Der  Doppelpunkt  selbst  ist  der 
Pol  aller  Ebenen  des  Raumes,  die 
nicht  durch  ihn  gehen,  während 
seine  eigenen  Ebenen  keinen  be- 
stimmten Pol  haben. 


7.  Andere  Form  der  Bedingungen  der  Doppelebene.    Nach  der 
Bedeutung  der  a^^j  ist: 


l«ll«44— «L^^^U;      «»»öt^— «I     -«55; 


«iiö«-»?f  =  «st; 


23) 


(24) 


Damit  ergibt  sich  aus  §  79,  (7): 

/  ^'"a^i  -  aJi  +  aj,  +  aj^  +  aj^  -f  a„  +  «»,  +  a^, 
Ä'^'a^  =  aJi  +  a|j  -f-  0I3  +  aj^  +  «33  +  «^  +  a^, 

^"'OSS  =-  ÖtJi  +  a|g  +  a|j  +  «L  +  «11  +  «82  +  «66; 

^'"a^=  aJi-f  ajj+  aj3+  aj^-f  a^+  «55+  «66- 
Hieraus  aber  folgt  durch  Addition  die  identische  Gleichung^): 
A"^ «  a\,  +  a\,  +  a\,  +  aj, 

+  2(«l8  +  <  +  <t  +  «?4  +  <  +  «D  +  2^". 
Wenn  nun  A"  =  0  und  A"  =  0,  so  folgt  aus  (24),  daß  alle  a^,  ver- 
schwinden.   Ist  umgekehrt  das  letztere  der  Fall,  so  verschwinden  auch 
Ä'\  Ä'  sowie  Ä  und  A, 

Die  notwendigen   und   hinreichenden  Bedingungen  für   das    Ver- 
schwinden aller  Elemente  a^,  sind: 

(25)  (-4  =  0,    ^'=0),    ^"=0,    ^'"=0. 

Die  Bedingungen  (20)  sind  dagegen  mit  Rücksicht  auf  (18)  und  (25) 
ersetzbar  durch: 

(26)  ^  =  0,     ^'=0,     ^"=0,     ^'"+0. 


(27) 


§  81,  8.     §  82,  1.  443. 

8.  Einteilnng  der  Flächen  zweiter  Ordnung  oder  Klasse  nach 
dem  Bang.  Der  Rang  der  Fläche  zweiter  Ordnung  oder  Klasse  ist 
entscheidend  für  die  AnsaM  ihrer  DoppeUlcmente  (§  78,  1),  für  die 
Natur  ihrer  Polarsysteme  (§  78,  3— 6;  §  79,  4;  §  81,  3)  und  für  die 
Darstellung  in  Punkt-  und  EhenenkoordifMten  (§  78,  6)  (vgL  §  19,  9). 

Wir  stellen  die  Merkmale  des  Ranges  der  Flächen  zweiter  Ord- 
nung §  78,  (1)  noch  einmal  tabellarisch  zusammen  und  bedienen  uns 
dabei  der  §  19,  (26)  eingeführten  Abkürzung  mit  Bezug  auf  die 
ünterdeterminanten  Äj^^,  a^,  und  die  Elemente  a^ti'*)* 

-4  +  0«  Eigentliche  Flächen  zweiter  Ordnung, 
-4  =  0,  Aj^j  4*  Ol :  Eegel  zweiter  Ordnung, 
A=^0,  -4^,-0!  cf^tj+O!:  Getrennte  Ebenenpaare, 
-4  —  0,  A^^^Ol  «^^,=  0!  a^tj+O!:  Doppelebenen. 

Die  drei  letzten  Zeilen  (27)  sind  (bei  reellen  a^j)  ersetzbar  durch: 

1-4  =  0,  -4'  +  0  :  Kegel  zweiter  Ordnung, 

A^O,  A'^O,  A'4^0  :  Getrennte  Ebenenpaare, 

-4  =  0,  -4'  —  0,  -4"  =  0,  -4'"  +  0 :  Doppelebenen. 

Unter  den  entsprechenden  Bedingungen  mit  bj^^  für  aj^^  sind  die 
Flächen  zweiter  Klasse  §  78,  (1')  'eigentliche  Flächen  zweiter  Klasse, 
eigentliche  Kurven  zweiter  Klasse,  getrennte  Punktepaare  und  Doppel- 
punkte. 

Alle  diese  Merkmale  (27)  und  (28)  gelten  wie  die  Gleichungen 
§  67,  (32)  und  §  76,  (16),  auf  denen  sie  beruhen,  auch  für  schief- 
winklige  Koordinaten  x,  y,  z,  t  und  u,v,w,s  in  §  78,  (1)  und  (1')  und 
sind,  wie  ihre  geometrische  Bedeutung  zeigt,  in  jedem  Koordinaten- 
system dieselben  (vgl.  den  direkten  Nachweis  hierfür  §  139,  1). 

§  82.  Die  Polarentheorie  der  EUipsoide  und  Hyperboloide. 

1.  EUipsoide  und  Hyperboloide  als  Flächen  zweiter  Ordnung 
und  Klasse.  Die  Gleichungen  der  EUipsoide  und  Hyperboloide  in 
homogenen  Punkt-  und  Ebenenkoordinaten  lauten  nach  §  70,  (1);  (10): 

(1)  /•  =  S  +  |J  +  f:-<'-o, 

(10  -  a^b'c'F  =  a'u*  +  bH*  +  c»«;»  -  s*  =  0. 

Die  Funktionen  f  und  F  stehen  in  der  Tat  in  dem  §  78,  8  angegebenen 
Zusammenhange,  insofern: 
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(2) 


-An    —  "~~ 


§ 

82,  1—8. 

^11= 

1 

«22"- 

1 

«88  - 

1 

««- 

-1, 

»28=- 

«81  = 

«12" 

=  «U  '^  «24  ' 

-«84- 

0; 

1 

-^22  **  ■■ 

1 

«>       -^88 

S^^S 

1 

a»6»' 

»       -^44 

-^28 

ssss    • 

"^Ai 

l 

0. 

"  fc'c*'       ^*  c*a*'         *«  a*5*'         **       a*&«c* ' 


Die  Determinante  §  78,  (2)  wird  mit  den  Elementen  a^^  aus  (2): 

(3)  ^  =  --ä*k*- 

Da  sie  bei  endlichen  a,  b,  c  nicht  verschwindet,  sind  nach  §  78,  2  die 
EUipsoide  und  Hyperboloide  stets  eigenäiche  Flächen  etveiier  Ordnung 
und  Klasse  (§  20,  1). 

2.  Pol  und  Polarebene.  In  der  Bezeichnung  §  78,  (12);  (13)  ist 
jetzt,  wenn  wir  den  Faktor  —  a*6*c*  in  (1')  der  Kürze  wegen  unter- 
drücken: 

W  fi^  ~f}    h  ^  ~^y    /s  =  ^  j    /4  ™  ■"  ^ 

(40  Fi^a\    F^:=-b\    JFj-c^tt',    F^=-^s, 

Daher  bestehen  nach  §  78,  10  zwischen  Pol  P  ^  x,yy  js,t  und  Pciar- 
ebene  n  =  u,  v,  w,  s  in  bezug  auf  die  Fläche  (1),  (1')  die  Beziehungen: 

(5)  9^-^t,    Q^--Yt>    ^^^i'    9^ ^ 

(5')  öx  =  a'w,    öy  =  &*t;,    6z  «=»  c*w,    6t==  —  s. 

Die  Gleichungen  der  Polarebene  des  Punktes  P^^  x^,  y^,  z^^  t^  und 
des  Poles  der  Ebene  IIq^  Uq,  Vq,  w^,  Sq  lauten: 

(6)  -^r  +  fr  +  'l'  -  ^0^  -  0,     (6')  a'u.u  +  b\v  +  chv^w  --s^s^O 

und  die  Bedingungen  für  zwei  konjugierte  Punkte  P\^  x^,y^yZ^,  t^  und 
A  =  ^2>  Vtj  ^2>  h  ^^  Ebenen  IJ^  =  u^,  v^,  w^,  s^  und  77,  =  Wj,  t;,,  w^,  s,: 

(7)^  +  ^*^r  +  ~r-^i^2  =  0,    (70  a^u,u^-hb\v^  +  c^w,w^s,s^^O. 

Mit  Pi  =  P^  =  P  und  n^^n^-^n  gehen  aus  (7)  und  (7')  wieder 
die  Flächen  (1)  und  (1')  als  Orter  der  sich  selbst  konjugierten  Punkte 
und  Ebenen  hervor. 

Mit  ^  =  1,  5=1  geht  man  überall  von  homogenen  zu  gemeinen 
Koordinaten  über  (§  20,  2). 

3.  Keziproke  Polaren.  Die  Unterdeterminanten  zweiten  Grades 
(§  66,  6)  der  Elemente  aj^^  aus  (2)  sind: 


*(8) 
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Daher  werden  die  Beziehungen  §  78,  (22)  zwischen  zwei  reziproken 
Polaren  p  und  q': 

(9)  «ü'^r,.,--,     Q9u--^,-; 

80  daß  mit  Einführung  der  Strahlenkoordinaten  p'  statt  der  Achsen- 
koordinaten q'  (I  §  48,  (10))  sich  ergibt: 

Zwischen  den  StraUehkoordinaten  zweier  reziproker  Polaren  p  und 
p'  in  bezug  auf  die  Fläche  (1),  (1')  hesteken  die  Beziefiungen^^): 


(10) 


'  Pl4  '  Pt4  '  Pil 

9Pn ^y     9Pn "?>     PPi»=-^. 

f.^'      Ptl_  _      '       Pt\_  ^^'       _,     Plt_ 


Die   Auflösungen   der   Gleichungen   nach  den  p^^  ergeben  mit  einem 
neuen  Proportionalitätsfaktor  <T«  1  :  —  o^Vc^q  dieselbe  Form: 

^^    P\^  ^^         Pit 

Zwischen  den  Richtungsicosinus  (t^,  ßiy  yi  und  ci^jß^yy^  von  zwei 
reziproken  Polaren  gilt  nach  §  68,  16,  VI  die  Gleichung: 

(11)  «.«.+  ?.  f. +  r.r..O. 

4,  Konjugierte  Gerade.     Die  Bedingung  für  zwei  konjugierte  Ge- 
rade i><*)  und  p^)  lautet  nach  §  78,  (26)  mit  Rücksicht  auf  (8): 

/.ox     t^^ip'il  .  röy«  ,  pVi??i  _i>?ip'Ä  _i>^ip',*i  _i>^ipÄ  „o 

^^"^^         6»c«    "^     c^a*    '^    a*b*  "a*  6»  "    c»      ^^' 

Aus  ihr  geht  mit  pf^^^  =  jp(*)  =»  |)  wieder  die  Gleichung  der  Fläche  in 
Linienkoordinaten  (§  70,  (23))  hervor: 

/i  Q\  PJs    _,     l>!i      ,     Pii Pia  _Pi*  _  Pl*  ^  0- 

^^"^^  b*c*  "^  c*a^  "^  'a*6*        a"         &•         c«  ' 

die  Fläche  erscheint  dann  als  Ort  der  sich  selbst  konjugierten  Geraden, 
Da   ein   Durchmesser   §  72,  (5)   die   Strahlenkoordinaten  0,  0,  0, 
a,  ft  y  hat  (I  §  48,  (18)),  so  sind  zwei  der  Bedingung  §  72,  (8)  unter- 
worfene konjugierte  Durchmesser  auch  konjugierte  Gerade  im  Sinne  von 

(12)  (§  72,  6,  IV). 

6.  Funkte  und  Ebenen  einer  Erzeugenden.    Nach  §  67,  8  lind 
§  76,.  6  ergibt  sich  für  die  Flache  (1),  (1'): 
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Die  VerhindungsUnie  zweier  Punkte       Die  Schnitäinie  zweier  TangetUml- 
^uViff^iyh   ^»d   x^,y^^z^,t^   der  eftenrnUi,  t?i,  w^,  s^  und  ti,,  t?,,tr„5i 


Fläche  (1)  ist  eine  Erzeugende,  wenn 
neben: 


(14) 


»  ^  6«  ^  c*        h  —^7 


a 


*  ^  6*  ^  c«        ^  —  ^• 


a 


der  Flache  (1')  ist  Erzeugende,  wenn 
neben: 


(140 


(15)   f|.*.  +  J^.y.  +  ?>fi_f,<._0,  j(15') 


also  jeder  der  beiden  Punkte  in  der 
Tangentialebene  des  anderen  liegt. 

Alle  Punkte: 

der  Erzeugenden  sind  Punkte   der 
Fläche. 


+  C*W?iM7g  —  «iS,  —  0, 

also  jee^a  der  beiden  Ebenen  durdi 
den  Berührungspunkt  der  anderen 
geht 

Alle  Ebenen: 

(/er  Erzeugenden  sind  Tangential' 
ebenen  der  Fläche. 


(16') 


6.  Zusanunenfall  resipToker  Polaren.  Eine  Erzeugende  entsteht 
nach  §  68,  21  auch  durch  den  Zusammenfall  von  zwei  reziproken 
Polaren  p  und  p.  Nach  (10)  wird  aber  für  p\^  «=  p^,  mit  einem  neuen 
Proportionali tatsfaktor  q  :  a^b^c^  an  Stelle  von  p^*): 


(17) 


l  QPit  —  «'As 


Durch  Maltiplikation  Ton  je  zwei  übereinanderstehenden  Gleichangen 

folgt: 

(18)  Q* o«6V. 

Von  den  Flächen  (1)  hat  daher  nur  das  einschdige  ByperhoUnd  (  — «* 
für  c*)  r^e  gerade  Linien  (§  63,  1). 

Indem  wir  für  dieses,  mit  Übergang  zu  den  Qleichnngen: 


(19) 


^  o.  ^  _  i*  _  /« 


0, 


(20)     a»tt»  +  & V  -  c»w»  —  s»  -  0 


aus  (18)  entnehmen: 

(21)  (f-^-sahc,    a  =  ±l, 

ergibt  sich  aus  (17),  nachdem  auch  dort  —  c*  fOr  c'  gesetzt  ist: 


(26)  ^  =  ~co8^,    ^--sin^. 
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Die  StraMenkoordinaten  einer  Erzeugenden  des  Hyperboloids  (19) 
genügen  den  drei  Bedingungen: 

(22)  ^-«"*%     ^"—  ^^*;     ^--^^-, 

V     /  Oc  a  '     Ca  0  '     ao  c  ' 

Wo  £  entweder  +  1  orfer  —  1  is^. 

7.  Farameterdarstellung  der  Braengenden.     Aus  der  Identität: 

(23)  A,Pu  +  P8lP«4  +  I>i2fti4  -  0 
ergibt  sich  infolge  Ton  (22): 

(24)  ft*+^-f-0. 

Man  kann  dalier  mit  einem  Parameter  ^  setzen  (§  6,  (1)): 

-cos»,    ^" 
Dann  folgt  aber  ans  (22): 

D^  Strahlenkoordinaten  der  Erzeugenden  des  Hyperboloids  (19) 
sieUen  sich  durch  einen  Parameter  -9*  in  der  Weise  dor"^); 

(27)  Pn'Pn'Pii^Pii'P^i'Pu '^  sbccoBd" :  ecasin'0' :  —  sab : acoad'ibsmd'ic 

-£6c(l-A"):2ficaA:-«a6(l  +  X^):a{l-  k^):2bX:6(l  +  k% 

wobei  wie  in  §  63,  (24) : 

(28)  l  -  tg  l  • 

8.  Gleichungen  der  Erseugenden  in  Punkt-  und  Ebenenkoor- 
dinaten. Da  in  (27)  die  Strahlenkoordinaten  einer  Erzeugenden  ge- 
geben sind,  ergibt  sich  sofort  (I  §  48,  (12);  (11')): 

Die  Erzeugende  (27)  hat  in  laufenden  Punkt-  und  Ebenenkoordi- 
naten  die  Gleichungen: 


(29) 


—  =»  —  cos-ö-  +  €t  sin^, 

a       c  ' 

~-^  — sind"  — et  cos d" , 

0        c  ' 


aucoBd'  +  bvsm^  +  cw^O, 
otisind"  —  6t;cosd  +  «s -=  0. 


Die  Gleichungen  (29)  sind  die  §  63,  (8)  angegebenen;  von  den 
Gleichungen  (29')  stellt  die  erste  den  unendlich  fernen  Punkt  der 
Erzeugenden  (§  63,  (11)),  die  zweite  ihren  Schnittpunkt  mit  der  xy- 
Ebene  dar**^. 

Die  Gleichungen  (29)  und  (29^)  sind  mit  Einführung  von  k  er- 
setzbar  durch: 
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(30) 


((-«+7)-^a--o-«' 


«{'(V« 


;i(—  au+ctv)  +  (bv  —  €S)  =»0, 
+  £8)  +  {au  +  cw)  =  0. 


(31) 


Denn  die  Elimination  yon  y  oder  x  aus  (30)  ^  sowie  s  oder  w 
aus  (30')  führt  wieder  auf  (29)  und  (29')  zurück  (§  63,  8). 

9.  Lineare  Komplexe  der  Erzeugenden.  Da  die  den  Gleichungen 
(22)  genügenden  Strahlen  p^^  in  Punktkoordinaten  die  Gleichungen  (29) 
habeu;  die  bei  laufendem  d"  mit  £  =+  1  die  eine,  mit  s  ^  —  1  die 
andere  Schar  der  Erzeugenden  darstellen  (§  63,  3)i  so  folgt  mit  Rück- 
sicht auf  §57,  (19)^^«): 

Die  Erzeugenden  jeder  einzdnen  Schar  d;  s  sind  die  gemeinsamen 
Linien  der  drei  linearen  Komplexe  (22). 

Für  die  Schar  ^,  —  1  sind  die  beiden  ersten  Komplexe  (22) 
positiv,  der  dritte  negativ  gewunden,  für  die  Schar  -ö",  +  1  umgekehrt 
die  beiden  ersten  negativ,  der  dritte  positiv  (s.  auch  später  §  87,  6). 

10.  Verbindiingsebene   zweier  ungleichnamiger   Erzeugenden. 

Stellt  man  neben  die  Erzeugende  (SO')  eine  beliebige  ungleichnamige: 

A'(—  au  +  cw)  +  {bv  +  es)  =  0, 
X'{     bv  —  £s)  +  {au  +  cw)  =  0, 

so  folgt  aus  den  vier  Gleichungen  (30')  und  (31)  zunächst  mit  einem 
Faktor  2q: 

I  bv  -{-  €S  =  2Qk\        au  +  cw  -^  —  2QJiX', 

\  bv  —  €S=^2qX,         au  —  cw  '^2q, 

und  damit  dual  zu  §  63,  (26): 

Die  Verbindungsebene  der  beiden  ungleichnamigen  Erzeugenden  k,  s 
und  l!y  —  £  hat  die  Koordinaten^^^)} 

(33)  u:v:w:s^  ^ —  :  —r—  :  —    -'- —  '  —  ^(A  —  A') . 

Sie  liegt  mit  dem  Schnittpunkt  §  63,  (26)  vereinigt  und  ist 
Tangentialebene  in  ihm  (§  67,  8). 

11.  Projektive  Ebenenbüschel.  Die  Gleichung  der  Verbindungs- 
ebene der  beiden  Erzeugenden  Aq,  e  und  X,  —€  ist  nach  (33)  in  lau- 
fenden Koordinaten  x,  y,  z,  t: 

(34)  l---^»*  X  +  ^•-+-^  y  -  ^J:^^  e-s{X,-l)t-0. 
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Daher  sind: 

l(i+'.r-^'v)-'('.f-?+>4-'')-» 

die  Oleichungen  der  beiden  Ebenenbüschel,  welche  die  festen  Er- 
zeugenden Xq,  s  und  Ji^,  €  mit  einer  laufenden  Erzengenden  X,  —  6 
verbinden.     Aus  ihrer  Form  folgt  (I  §  66,  4): 

Die  TangentialAenen,  welche  awei  feste  Erzeugende  der  einen  Schar 
mit  der  laufenden  Erzeugenden  der  andern  verbinden,  sind  projektiv 
(§  63,  10)1«^). 

12.  Beelles  Folaniystem  bei  imaginärem  Ellipsoid.  Bei  negativen 
Werten  von  a*,  b\  c*  stellt  die  Gleichung  (1),  (1')  ein  imaginäres 
Ellipsoid  dar.  Es  hat  keinen  reeUen  Punkt  und  keine  reeUe  Tangential- 
ebene,  aber  das  zu  ihm  gehörige  Polarsystem  ist  reell,  indem  nach 
(5);  (f/)  reellen  Polen  reelle  Polarebeuen  entsprechen  und  umgekehrt 
(§  20,  10)«). 

13.  Das  Folarsystem  der  Dualität.  Insbesondere  gehört  zu  der 
imaginä/ren  Kugd: 

(36)      x^+y^+  z^  +  t^^O,  (37)        f4«+  ^H  «;*+  5«-  0, 

(38)  pL+pSx+P^+P^,  +  pL  +  pL-^ 

(vgL  (13)  mit  a*«  6*=  c»=  -  1)  nach  (5);  (5');  (10)  das  Polarsystem 
(I  §  69,  (29)): 

(39)  u\v  :w  :s  =>  X'.y  i  z\t, 

(40)  jPs,;  :  Kl  -"-Pia  'PU  'PL  •  pL  =  Qn  '  &i  •  iu  •  «u  -  Qu  'Qu> 

bei  dem  Pol  und  Polarebene  gleiche  Koordinaten  haben  und  die  Strahlern 
koordinaten  einer  Geraden  gleich  den  Achsenkoordinaten  der  reziproken 
Polaren  sind. 

Dieses  Polarsystem  bietet  eine  Deutung  der  Dualität,  die  in  der 
Gegenüberstellung  der  Punkte  und  Ebenen  des  Raumes  zum  Ausdruck 
kommt  (I  §  45,  4). 

Zwei  nach  (39);  (40)  sich  entsprechende  Gebilde,  z.  B.  die  Flächen 

(41)  f(x,  y,  z,t)^0    und    /"(tt,  v,  w,  s)^0 
oder  die  Komplexe: 

(42)  f{Pny  Pny^'-yPz^'^^     ^d     /'(fc»;  «si.  •  •  •;  ftJ  "=  0 
heißen   dual   oder  polarreziprok.     Da  die  Gleichung  (36)  gegen  jede 
Drehung  des  rechtwinkligen  Koordinatensystems  invariant  ist  (I  §  37, 
(11)),  so  hängt  dies  Polarsystem  nur  vom  Anfangspunkt  0,  dem   Ur- 

S  tan  de,  EUohen  «weiter  Ordnung.  29 
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Sprung  der  PolarreziprozitcU  ab.    Ihm  entspricht  die  imendlich   ferne 
Ebene  (I  §  47,  6). 

14.  Kugel  und  Botationsfl&chen  als  resiproke  Flftolien«  Die 
Engel  mit  dem  Mittelpunkt  Jlf »  a,  b,  c  und  dem  Radius  r  hat  in  bezng 
auf  ein  rechtwinkliges  System  Oxya  in  Punkt-  und  Ebenenkoordi- 
naten die  Gleichungen  (§  69,  (1);  (27)): 

(43)  F(x,  y,  ^)  =  (x  -  ay+  (y  -  hy+(z  -  c)^-  H=  0, 

(44)  f(u,  V,  w)  «  (au  +  hv  +  cw  +  1)«  -  r\u^  +v*+  «?*)  =  0. 

Die  reziproke  Flache  mit  Bezug  auf  den  Ursprung  0  hat  daher 
in  Ebenen-  und  Punktkoordinaten  die  Gleichungen: 

(45)  F(u,  v,  w)  -  (m  -  ay+  (y  -  by+  («;-  c)«-  r*=  0, 

(46)  fix,  y,  z)  »  {ax  +  hy^cz  +  1)«-  r»(a;«.f  y'  +  O  =»  0. 
Führt  man,  um  die  Bedeutung  der  Gleichung  (46)  zu  ermitt^fai, 

ein  neues  rechtwinkliges  System  OlE^ril  ein,  dessen  £-Aclise  die  Rich- 
tungskosinus: 

(47)  «=2'     ^-^d'    y=d'    d^Va'  +  P+W^ÖM 
hat,  BO  wird  (I  §  37,  (11)): 

(48)  ax  +  by  +  ce  =  di,    x*+ y*  + e'=e  +  V^+ t* 
und  daher  die  Gleichung  (46): 

(49)  (|.+  v+g«)_J*(|  +  |)'=0. 

Die  Beziproice  einer  Kugel  in  bezug  auf  einen  beliebigen  Ursprung  0 
ist  (§  53,  (25))  eine  Botationsflädie  zweiter  Ordnung  (verlängertes  Bo- 
tationsdlipsoid,  zweischaliges  Botationshyperboloid  oder  Botationspara- 
boloid),  deren  einer  Brennpunkt  in  0  und  dessen  Botationsachse  in  den 
BadiusveJctor  des  Kugelmittelpunläes  fäUt^^). 

Sie  entsteht  durch  Rotation  eines  Kegelschnittes  von  der  Exzen- 
trizität £  ^  dir  und  dem  Parameter  p  «=  1  :  r. 

15.  Beziproke  EUipsoide,  Hyperboloide  und  KegeL  Die  Rezi- 
proke der  Fläche  (1),  (1')  in  bezug  auf  den  Mittelpunkt  0  als  Ur- 
sprung ist  nach  (41)  die  koaxiale  gleichartige  Fläche: 

(50)  S  +  l'-+c»'-**=^'        (^^')     «*«*+6V  +  cV-i»=0, 
die  Reziproke  des  Kegels  §  71,  (11)  ist  der  Kegelschnitt: 

::+i;-$=o   (§7i,(ii';). 

Die  Reziprozität  zweier  Kegel  §  71,  8  ist  eine  solche  im  Bändd 
(§  80,  8;  §  84,  6,  V),  nicht  im  Räume. 
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16*   Das  dual  orthogonale  Hyperboloid.     Ist  die  Fläche  (1)  ein 
orthogonales  einschdliges  Hyperboloid  (§  64,  6): 

(51)    P  +  f'-S-l'«'>^^      (52)       l.-p  +  ^-O, 

SO  heißt  die  reziproke  Flache: 

(51-)  a V  +  6»y' -  c»*» -  1 ,      !,>  1^,, 

ein  dual  orthogonales  einschcdiges  Hyperboloid^^).  Schreibt  man  nun  in 
den  Gleichungen  (51')  und  (52)  für  a^,  V,  c'  ihre  reziproken  Werte,  so 
nehmen  sie  die  Form  an: 

(53)       ?; + j; - f; _  i,  &«>«»-,  a»- &»+ c»- o. 

Mit  Vertauschung  von  x  und  y^  sowie  a  und  b  folgt  dann: 
Das  einschaiige  Hyperboloid  [der  Kegdf: 

(54)  *!  +  y;_£;_i[0],  a«>6«j 

ist  dual  orthogonal  unter  der  Bedingung: 

(55)  a«~6«-c«=-0. 

§  83.  Die  Polarentheorie  der  Paraboloide. 

1.   Die  Paraboloide  als  Flächen  zweiter  Ordnung  und  Klasse. 

Die  Oleichungen  der  Paraboloide  in  homogenen  Punkt-  und  Ebenen- 
koordinaten  lauten  nach  §  70,  (24);  (32): 

(1)  /•-j!+J  +  2^^  +  a^««0, 

(1')  -  b^c^F  «  Vv^  +  c^w^  +  2us  -  aw»  =  0 . 

Die  Funktionen  f  und  F  stehen  in  der  Tat  in  dem  §  78,  8  an- 
gegebenen Zusammenhang,  insofern: 

1                     1  1  A 

-^11 "~  5«^«?  -^22 gt>  ^88  **"        5»?  -^14  =        Jtgi;  -^44  ~  -^5  ~  -^81 

Die  Determinante  §  78,  (2)  wird  mit  den  Elementen  a^,  aus  (2) 

(3)  ^  =  -b.V'- 

Da   sie   nicht  verschwindet,   sind  nach  §  78,  2  die  Paraboloide  stets 

eigentliche  Flächen  zweiter  Ordnung  und  Klasse, 
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2.  Pol  und  Polarebene.  In  der  Bezeichnung  §  78,  (12)  ist 
jetzt,  wenn  der  Faktor  —  6*c*  in  (1')  der  Kürze  wegen  unterdrückt 
wird: 

(4 )  A  -  ^  ^,  «  f. ,  /i  ==  f. ,  A  ==  ^  +  a  ^, 
(40                Fj au+s,  JF;=6«i;,  F^^c^w,  F^^u. 

Daher  bestehen  nach  §  78,  10  swischen  Fei  P  =  x,  y]  Zj  t  und 
Pdarebene  n^u,v,w,  s  in  heeug  auf  die  Fläche  (1),  (1')  die  Be- 
ziehungen: 

(5)  9^-^,   (f^^h^y    Q^^^t>    QS^x  +  at, 

Die  Gleichungen  der  Polarebene  des  Punktes  Pq"^  ^offfo^^oj  ^o  ^^ 
des  Poles  der  Ebene  11^  ==  Wq,  t?^,  «?q,  s^  lauten: 

(6)  t.x  +  ^  +  '^  +  ix^  +  aQt^Q, 

und    die  Bedingungen   zwischen   zwei  konjugierten  Punkten  P^^x^, 
yi,  i^i,  ty^   und  Pj  =  aTg,  y^,  ^er,,  ^    oder  Ebenen  11^ «  u^,  v^  w^j  s^    und 

■*-*g  ^^^  Wj,  t?j,  Wg,  ^j! 

(7)  ^^  +  ^^5^'  +  '-^^  +  ix,+ at,)t,^  0, 

(T)  (—  awi  +  Sj)u^  +  ft'v,  rg  +  c^w^w^  +  MiSj  =  0. 

Mit  Pj^Pg^P  und  n^^n^^n  gehen  aus  (7)  und  (T) 
wieder  die  Flächen  (1)  und  (1')  als  Orter  der  sich  selbst  konjugierten 
Punkte  und  Ebenen  hervor. 

3,  Beziproke  Polaren.  Die  Unterdeterminanten  zweiten  Grades 
§  66,  6)  der  Elemente  a^^  aus  (2)  sind: 

«22  ^  «88  =  «28  =  «31  =  «1 2  =  «14  =  «15  -  «16  =  •  •  •  =  0 . 

Daher  folgt  aus  §  78,  (22),  wie  §  82,  3: 

Zwischen  den  Strahlenkoordinaten  zweier  reziproker  Polaren  p  und 
p'  in  bezug  auf  das  Paraboloid  (1),  (1')  bestehen  die  Beziehungen^^: 


i    ^^' ^  ^^'   _        Pli     I     „PtA         ^^'   _        Pz\   ^  ^Pz\ 

(9) 


QPk—Pu.     (>i>;i--^V  +  «MS    9Pl^-     ^  +  «% 


Vi'l4       5«^!;  Vl'24         ßi  >  ^Vu  i>« 


t_ 


§  88,  8—6. 
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Zwischen  den  Richtungskosint^s  (t^,  ß^,  y^  und  tc^,  ß^,  y^  von  zwei 
reziproken  Polaren  gilt  die  Gleichung: 


ßißt  ,  riri  _  A 


(10) 

4.  Konjugierte  Gerade,     Die  Bedingung   für  zwei  konjugierte 
Gerade  p^^)  und  pW  lautet  nach  §  78,  (26)  init  Rücksicht  auf  (8): 


(11) 


if  1)  m(S) 


i(1)  «)<t) 


,(!)«(» 


t» 


^3 + ^:f  -^w-  m'M? + (- j-iv + <^m^^ 


b*e 


+  (piV  +  «i'fö) 


1)\  l'«4 


0. 


Aus  ihr  geht  mit  p(*^  =■  jj^*^  =  |)  wieder  die  Gleichung  der  Flache 
in  Linienkoordinaten  (§  70,  (41))  hervor: 


(12) 


die  Fläche  erscheint  dann  als  Ort  der  sich  selbst  konjugierten  Geraden. 

5«   Funkte  und  Ebenen  einer  Ersetigenden«    Nach  g  67,  8  und 
§  76,  6  ergibt  sich  für  das  Paraboloid  (1);  (1'): 


Die  Verbindungslinie  zweier 
Punkte  x^,  y^,  z^y  ^  und  a:,,  y,,  5„  ^ 
der  Fläche  (1)  ist  eine  Erzeugende, 
wenn  neben: 

(13)  y^  +  '^  +  2x,t,  +  at,'^0, 


ViVt 


c 


(14)  ^-iJii  +  ^-L^A  +  a:,t,  +  x,t, 


+  at^t^^O, 


Die  SdhniiÜinie  zweier  Tangen- 
tialAenen  u^,  t;^,  u;^,  s^  nnd  u,,  t;,, 
w^y  s^  der  Fläche  (1^  ist  eine  Er- 
zeugende,  wenn  neben: 

(130  fcV+^H*+2Mi5i-aV==0, 
6*t;2*+  c*«;g*+  2mj^—  au,*«»  0: 

(14')      6*  t7j  V,  +  C*M?i  «7,  +  «*!  5j  +  «1  % 

—  au^u^  —  0, 


im  Sinne  von  §  82,  5. 

6.  Zasammenfall  remproker  Polaren.     Mit  p^\  ^  p^^  ergibt  sich 
aus  (9),  wenn  zur  Vereinfachung  a  =»  0  genommen  wird***): 


(15) 

und  danach: 
(16) 


9Pu 


Pu,    91>»i  =  -p,     <»P«-V' 


«Pu  =■  Jici» 


<>1>M  =  ^V, 


(»i»»* 5*.-» 


S^S 


6*c 


Daher  hat  nwr  das  hyperbolische  Paraboloid  (—  c*  für  c*)  reeße  gerade 
Unien  (§  65,  L). 


—  Xu  +  (bv  +  scw)  «=  0. 
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Indem  wir  für  dieses,  mit  Übergang  auf  die  Gleichungen: 

(!')  1^  ^  ?  +  2^^  =*  0,     6*v*  -  <^^^  +  2«s  «  0 

setzen:  ] 

(18)  9 61,    «-±1,  I 

ergibt  sich  aus  (15),  wo  ebenfalls  —  c*  für  c*  gesetzt  werde: 

Die  StroMenkoordincxten  einer  Erzeugenden  des  Pardboloids  (17) 
genügen  den  drei  Bedingungen: 

wo  £  entweder  + 1  oder  —  1  %st. 

?•  Parameterdarstellung  der  Erzeugenden.  Bei  Einführung 
eines  Parameters  X  wird  der  ersten  und  dritten  Gleichung  (19)  genügt 
durch: 

Sodann  folgt  aus  den  beiden  letzten  Gleichungen  (19)  und 
§  82,  (23)  der  Reihe  nach: 

Die  Strahlenkoordinaten  der  Erzeugenden  des  Paraboloids  (17) 
stellen  sich  durch  einen  Parameter  X  in  der  Weise  dar^^^): 

(20)  p^^ 'Pii'Pii 'Pia 'Pi^ •  ^4 *"  2bcX:cX^:£bX^:  2^^ :  —  2 ab : —  2e. 

8«  Gleichungen  der  Erzeugenden  in  Funkt-  und  Ebenenkoor- 
dinaten.    Aus  (20)  folgt  weiter  (I  §48,  (12\  (11')): 

Die  Erzeugende  (20)  hat  in  laufenden  Punkt-  und  Ebenenkoordi- 
naien  die  Gleichungen: 

(21)  (  (-^-^v)-^^  =  0,  ^^^^   (     lii.-ec.)  +  2s-0, 

Die  Gleichungen  (21)  sind  die  in  §  65,  (10)  mit  umgekehrtem  Vor- 
zeichen von  a:  in  §  65,  (8)  abgeleiteten.  Von  den  Gleichungen  (21') 
stellt  die  zweite  den  unendlich  fernen  Punkt  der  Erzeagenden  (§  65,  (16)) 
dar,  die  erste  ihren  Schnittpunkt  mit  der  yjP-Ebene^^'). 

9.  Lineare  Komplexe  der  Erzeugenden.  Wie  §  82,  9  gilt  auch 
hier  der  Satz"^): 

Die  Erzeugenden  jeder  einzelnen  Schar  X,  e  sind  die  gemeinsame» 
Linien  der  drei  linearen  Komplexe  (19). 
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Der  erste  dieser  Komplexe  ist  nach  §  57,  (19)  für  die  Schar 
A,  —  1  positiv,  für  die  Schar  A,  +  1  negativ  gevmnden. 

Die  beiden  andern  Komplexe  (19)  sind  keine  eigentlichen  mehr 
(s.  später  §  86,  4),  sondern  bestehen  aus  allen  Strahlen,  welche  bezüglich 
die  Geraden  (I  §  60,  (8)): 

(22)  &i  =  6,     «12 fc,     5^3  «gr^,  =  23^  =  23^-0 

und     q^^  ==  c,     ft^  —  —  eh,     g^^j  =  q^^  =  g^,  «.  gr^^  ==«  0 

schneiden.  Diese  Geraden  haben  in  Punktkoordinaten  die  Gleichungen 
(I  §  48,  (11)): 

(23)  «-0,    |-  +  «^=0    und    |.-«-l=-0,    <^0, 

sind  also  nach  (21)  die  Erzeugenden  i  =  0,  —  £  und  Z  =-  oo,  —  £, 
der  mit  X,  a  ungleichnamigen  Schar. 

10,  Verbindungsebene   zweier  ungleichnamiger  Erzeugenden. 

Stellt  man  neben  die  Gerade  A,  e  in  (21')  die  Gerade  X',  —  €  aus 
(21'),  80  ergibt  sich  wie  §  82,  10  und  dual  zu  §  65,  (15),  nur  mit 
umgekehrtem  Vorzeichen  von  x: 

Die  Verbindungsebene  der  beiden  ungleichnamigen  Erzetigenden,  X,  s 
und  X\  —  h  hat  die  Koordinaten^^^): 

(24)  u:  V  :w:  s  =  2  :  — r—  :  f  — —    '  —  ^^'^ 

11.  Projektive  EbenenbÜBChel.     Daher  sind: 

(25)  P  "  c/         \      ö  c  / 

die  Gleichungen  der  beiden  Ebenenbüschel,  welche  die  festen  Erzeu- 
genden Xqj  €  und  JLi,  €  mit  der  laufenden  Erzeugenden  X,  --£  verbinden. 
Aus  ihrer  Form  folgt  auch  für  das  Paraboloid  (17)  der  Satz  §  82,  11^«^). 

§  84.  Die  Polarentheorie  des  Kegels  und  unendllcli  fernen 

Kegelschnittes. 

1.  Kegel  und  unendlich  femer  Eegelsohnitt  als  Flächen  mit 
Doppelelement,  Für  den  Kegel  §  71,  (1)  und  seine  Schnittkurve  mit 
der  unendlich  fernen  Ebene  §  71,  (11'): 

(1)      /■  •=  S  +  f »  -  S  =  0'  (!')  ^-  «'"*  +  ****  -  c»«;»  =  0 

ist  im  Sinne  von  §  66,  (3)  und  §  75,  (1): 
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(2) 
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1                       1                            1          j 

1 

1                                      11 

«11='         ift^tf       ««•=         gi^t?       ^3="   fll^t? 

die  übrigen  a;(p  ^j^,,  a^„  sowie  ^  alle  gleich  0; 


(die  übrigen  b^^,  Bj^^,  /S^^p  sowie  B,  alle  gleich  0. 

Daher  folgt  aas  §  79,  1: 

Der  elliptische  Kegd  (1)  ist  eine  \  Der  Kegdschnitt  (1')  ist  eine  Fläche 


Fläche  zweiter  Ordnung  mit  dem 
Doppelpunkt  x,  y^Zjt  ^  0,  0, 0, 1, 
seiner  Spitze. 


zweiter  Klasse  mit  der  Doppdd)ene 
u,  t?,  tc;,  s  —  0,  0,  0, 1,  der  unendlich 
fernen  Ebene. 


Aber  der  Kegel  (1)  gehört  nach  §  71,  (12')  nicht  seu  den  Flachen 
zweiter  Klasse  §  75,  (1)  nnd  der  Kegelschnitt  (1')  nach  §  71,  (12) 
nicht  zu  den  Flächen  zweiter  Ordnung  §  66,  (3),  (§  20,  20). 

2.  Die  Folarentheorie  des  Kegels  und  KegelaolmitteB  im  Baume. 

In  bezng  auf  den  Kegel  (1)  ergibt  sieb  aus  §  68,  (18);  (22);  (25)  und,  unab- 
hängig davon,  in  bezug  auf  den  Kegelschnitt  (1')  aus  §  77,  (7);  (8);  (9) 


für    die   Polarebene   eines  Punktes 
X,  y,  Zy  t: 

/o\              X                   y  z 

(3)(>W--^-„     QV^l,,QU) -,, 

(>S-0; 

für  die  Polare  einer  Geraden  p^^: 
(4)p«;3=---Ä*i.    M3i=-^ä"«' 

far  den  Pol  einer  Ebene  u,  r,  w,  s: 
(S)qx^O,    (>y=0,    QZ^O, 


für  den  Pol  einer  Ebene  u,  v,  ic,  s: 
(3')      QX  —  a*u ,    gy  =  b^v , 

für  die  Polare  einer  Geraden  q^{. 
(4')  QPiz  =  -  ^^<?Qn7 

QPU  =  O7     QPu  =  0,     ^i>;  -  0; 
für    die  Polarebene   eines   Punktes 

*^9  Vi  ^}  *' 

(5')pw-=0,    QV^O,    p«?  — 0, 
QS^  —  a^b^c^t. 


Nach  (3)  geht  beim  Kegel  (1)  die  Polarebene  jedes  nicht  in  die  Spitze 
0  fallenden  Punktes  durch  0  (s » 0),  während  die  yon  0  selbst 
(a;  =  y  «  jp  =-  0)  unbestimmt  wird.  I.  Alle  Punkte  femer,  die  auf  der- 
selben durch  0  gehenden  Geraden  liegen,  haben  dieselbe  Polarebene. 


'i 


§  84,  2-8.  457 

Nach  (4)  geht  die  Polare  jeder  nicht  darch  0  gehenden  Geraden 
durch  0  (g/^  -=  q^^  =»  q^  «=  0),  während  die  Polare  jeder  durch  0 
gehenden  Geraden  (p»  =  fti  =  Pia  ■"  0,  I  §  48,  (12))  unbestimmt  wird. 
U.  Aüe  Oeraden,  die  in  derselben  durch  0  gehenden  Ebene  liegen 
(gleiche  Verhältnisse  p^A'Pu'Pii  haben,  I  §  48,  (12)  vierte  Gleichung) 
haben  dieselbe  Polare. 

Nach  (5)  ist  der  Pol  jeder  nicht  durch  0  gehenden  Ebene  die 
Spitze  0  selbst,  der  Pol  jeder  durch  0  gehenden  Ebene  (5»0)  unbe- 
stimmt (§  79,  4). 

Dual  haben  I'.  beim  Kegelschnitt  (!')  aüe  Ebenen^  die  durch  dieselbe 
unendlich  ferne  Gerade  gehen,  densdben  unendlich  fernen  Pol;  und  11'. 
alle  Geraden,  die  durch  denselben  ufiendlich  fernen  Punkt  gehen,  dieselbe 
unendlich  ferne  Polare, 


Zwischen  zwei  konjugierten  Punk- 
ten P  und  P'  in  bezug  auf  den 
Kegel  (1)  besteht  die  Gleichung: 

^^^      a«  +  &»     c«     ^• 


Zwischen  zwei  konjugierten  Ebe- 
nen n  und  n'  in  bezug  auf  die 
Kurve  {!')  besteht  die  Gleichung: 

(6')  a^uu  +  Vvv  —  <?u)w  «=  0. 


3«  Die  Polarentheorie  des  Kegels  im  Bündel  und  des  Kegel- 
sohnittes  in  der  Ebene.  Behält  man  beim  Kegel  (1)  nur  diejenigen 
Strahlen  und  Ebenen  bei,  die  durch  die  Spitze  gehen,  und  beim  Kegel- 
schnitt (1')  nur  die  Strahlen  und  Punkte  der  unendlich  fernen  Ebene 
so  bleibt  von  den  räumlichen  Polarsystemen  unter  2.  nur  ein  Polar- 
System  im  Bündd  (j,Polarbündel")  und  ein  Polarsystem  in  der  unendlich 
fernen  Ebene  {„unendlich  fernes  PolarfeUf*)  übrig,  bei  dem  sich  nach 
2,  I;  II  Ebene  und  Strahl,  bezüglich  nach  2,  T;  11'  Punkt  und  Strahl 
entsprechen  (§  79,  6). 

Man  kann  dabei  x,  y,  z  und  g,,,  q^^,  q^^  als  Richtungskosinus 
a,  /3,  y  (I  §  48,  (19))  oder  Koordinaten  eines  unendlich  fernen  Panktes 
(I  §  49,  2;  6),  femer  u,  v,  w  und  p^^,  p^^,  j)^,  ^^  Stellungskosinus 
(I  §  49,  4)  oder  Koordinaten  einer  unendlich  fernen  Geraden  nehmen. 
Alsdann  geben  die  Gleichungen  (3);  (4)  und  (3');  (4') 


für   die   Polarebene   eines  Strahles 
a,  ß,  y  im  Bündel: 

(7)  M:t?:tc;-;J:-^,:-^i; 

für  die  Polare  (den  Polstrahl)  einer 
Ebene  u,  v,  w: 

(8)  Ä  :  /J  :  y  =  a^u  :  Vv  :  —  <?w. 


far  den  Pd  einer  Geraden  u,  v,  w 
in  der  unendlich  fernen  Ebene: 

(T)  a:  ß:y  ^  a^u  ib^vi  —  c*w;; 
für  die  Polare  eines  Punktes  a,  ß,y: 

(80    u:i;:i(;  =  -J:-^,:--J,. 


1 
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Das  Polarbündel  (7);  (8)  des  Kegels  (1)  schneidet  die  unendlich 
ferne  Ebene  in  dem  polaren  Feld  (7');  (8')  der  Kurve  (l*);  Bündd 
wid  Fdd  liegen  perspektiv. 

Das  Polarbündel  (7);  (8)  des  Kegels  (1)  fällt  mit  der  Beziehaug 
§  72,  (2);  (4)  zwischen  Durchmesser  und  DiametrdUhene  bei  dem  Hyper- 
boloid zusammen^  dessen  Asymptotenkegel  der  Kegel  (1)  ist  (§  14,  4)* 

4.  Gleicliungeix  des  Eugelkegels  und  des  KagelkreiseB.  Ab 
besondere  Fälle  gehen  aus  (1)  und  (1')  mit  o*-=  6*«  —  c*  hervor  der 
imaginäre  Kugelkegel  am  Punkte  0  und  der  imaginäre  Kugdkreis  der 
unendlich  fernen  Ebene  ^  beide  zueinander  perspektiv  gelegen.  Nach 
§  71,  3,  4,  .6,  7  sind  die  Gleichungen  (§  20,  22) 


des  Kugelkegels  in  Punktkoordinaten: 

(9)  x'+i/+g^^^O', 

in  Ebenenkoordinaten: 

(10)w*+t;HM;*«0,    s«0; 

in  Linienkoordinaten  und  zwar  Be- 
dingung der  Tangenten: 

(11)  Pi,  +  Pl  +  Ph  =  0; 

und  Bedingungen  der  Erzeugenden: 

(12)  Pl+Pl  +  Pl  =  0, 


des  imaginären  Kugelkreises  in  Ebe- 
nenkoordinaten^) : 

(9')  u^+v^+w^^O] 

in  Punkfkoordirhaten: 

in  Linienkoordinaten  und  zwar  Be- 
dingung der  Treff  geraden: 

(11')    ph+pL+pL-^\ 

und  Bedingungen  der  Tangenten: 
(12')     pl+Pl,  +  ph-0, 


5.  Polarentheorie  des  Kugelkegels  und  Kugelkreises  im  Baume. 
Insofern  der  Kugelkegel  (9)  als  Fläche  zweiter  Ordnung  und  der 
Kugelkreis  (9')  als  Fläche  zweiter  Klasse  betrachtet  wird,  folgt  aus 
(6)  und  (6)  als  Beziehung  zwischen  zwei  konjugierten  Punkten  P 
und  P\  bezüglich  Ebenen  77  und  TI': 

(13)      XX  +  yy  +  zz  ^0.  1(13')    uu  +  vv' -\- ww  ==^0. 

Die  Gleichung  (13')  gibt  die  Sätze  (I  §  42,  (5)): 

I.  In  bezug  auf  den  imaginären  Kugelkreis  sind  zwei  Ebenen 
konjugiert  (harmonische  Polarebenen),  wenn  sie  aufeinander  senkrecht 
stehen  (§  20,  22,  I);  ferner  (§  77,  2): 

IL  Die  Involution  harmonischer  Polarebeneny  die  der  Kugelkreis 
an  einer  Geraden  des  Raumes  bestimmt,  ist  eine  Involution  rechtwinkliger 
Ebenen  (§  20,  22,  II). 

Da  die  Gleichung  (13')  auch  den  Pol  der  Ebene  m,  t?,  w,  s  in 
laufeüden  Ebenenkoordinaten  u,  v,  w ,  s   darstellt  (§  77,  (5)),  so   sind 
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u,  Vy  w,  0  die  Koordinaten  des  Poles  der  Ebene  u,  v,  w,  s,  also  (I  §  47, 
(14);  §  41,  (5)): 

ni.  Der  Pol  einer  Ebene  in  hezug  auf  den  Kugelkreis  ist  der 
gemeinsame  unendlich  ferne  Punkt  aller  Normalen  der  Etene, 

IV.  Die  reziproke  Polare  einer  Geraden  ist  die  gemeinsame  un- 
endlich ferne  Schnittlinie  aller  Normalebenen  der  Geraden^'^). 

6.  Polarentheorie  des  Eugelkegels  und  Eugelkreises  in  Bündel 
und  Ebene.  Im  Polarbündel  des  Kugelkegels  und  im  polaren  Felde 
des  Kngelkreises  bestehen  nach  (7)  und  (7')  zwischen  Polstrabl  cCy  ß,  y 
und  Polarebene  u,  v,  w,  bezüglich  zwischen  Pol  a,  /3,  y  und  Polare 
Uy  Vy  w  die  Beziehungen: 

(14)  u  :  V  :  w  ^  a  :  ß  :  y. 

Femer  sind  zwei  konjugierte  Strahlen  a,  /3,  y  und  a\  /J',  /  und  zwei 
konjugierte  Ebenen  u,  v,  w  und  u,  t?',  w,  bezüglich  zwei  konjugierte 
Punkte  und  Geraden  durch  die  Gleichungen  yerbunden: 

(15)  a«  + /J/3'+y/=0,  (16)     uu+vv+ww'^0, 

V.  In  bezug  auf  den  Kugelkegel  (im  ^firthogonalen  Polarbändd*^) 
stehen  Polstrahl  und  Polarebene  aufeinander  senkrecht 

VI.  In  bezug  auf  den  Kugelkegel  sind  zwei  konjugierte  Strahlen 
oder  Ebenen  aufeinander  senkrecht. 

Y\  Eine  Gerade  und  eine  Ebene,  die  zueinander  senkrecht  sind, 
schneiden  die  unendlich  ferne  Ebene  in  Pol  und  Polare  des  Kugelkreises. 

Vr.  Ztvei  senkrechte  Gerade  und  zwei  senkrechte  Ebenen  schneiden 
die  unendlich  ferne  Ebene  in  konjugierten  Punkten,  bezüglich  konjugierten 
Geraden  des  Kugdkreises. 

§  85.  Der  Achsenkomplex  der  Mittelpunktsflächen  und  Paraboloide. 

1.  Begriff  der  Aphse  und  des  Aohsenkomplexes.  In  bezug  auf 
eine  eigentliche  Fläche  zweiter  Ordnung  gehören  nach  §  78^  4  je  ein 
Punkt  und  eine  Ebene  als  Pol  und  Polarebene  zusammen. 

Die  von  Pol  auf  Polarebene  gefällte  Senkrechte  (§  20,  6)  heißt  eine 
„Ächs&'  der  Fläche  (im  weiteren  Sinne). 

Zu  jedem  der  oo^  Punkte,  bezüglich  jeder  der  oo^  Ebenen  des 
Baumes  gehört  daher  eine  Achse  ®^). 

Die  Gesamtheit  der  oo^  Achsen  bildet  den  Achsenkomplex  der  Fläche. 

2,  Doppelte  Farameterdarstellung  der  Achsen.  In  bezug  auf 
die  Mittelpunktsfläche: 
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bestehen   nach   §  82,  (5)   zwischen   Pol  P  '^  Xyjf^a   und    Polarebene 
n«^  u,v,w  die  Beziehungen : 

(2)  «*"-«,     ^--Jf    ^--J- 

Die  vom  Pol  P  auf  die  Polarebene  77  gefällte  Senkrechte  hat  daher 
in  laufenden  Koordinaten  X,  Y,  Z  die  Gleichungen: 

(3)  X-.::r-y:Z-^-^:^:i-. 

Daraus  folgt  aber  (I  §  48,  (18)): 

Die  StrahlenJcoardinaten  der  zum  Punkte  Xj  y,  e  gehörigen  Achse  sind: 


(4) 


9P91  =-  (y  -  «)  y^  ;     QPu J  . 

QPi2  -  (a  -  ^)  ^Ä7     QPu  =  -  V- 


Führt  man  hier  statt  x,  y,  e  mittels  (2)  ti,  Vj  w  ein,  so  ergibt  sich 
weiter  (§  20,  (12)): 

Die  Strahlenkoordinaten  der  zur  Ebene  u,  v,  w  gehörigen  Achse  sind: 

QPn  -  (/3  -  r)^^f     QPii  =-  «*; 

(5)  9Pfii'^(y-'Cc)wu,     QPu-v, 

QPl2  =-(cC  —  ß)uVy        QP^  «  W7. 

Diese  Oleichungen  enthalten  eine  ParameterdarsteUung  der  Achsen  p^ 
der  Fläche  (1)  in  den  Parametern  x,  y,  z  oder  u,  v,  w.  Die  Gleichungen 
(4)  geben  die  Achse  als  ,Jconjugierte  Achse  des  Punktes  Xy  y,  z^%  die 
Gleichungen  (5)  als  ^konjugierten  NormalstrcM  der  Ebene  u,  v,  tc^, 

3.  Die  Gleichung  des  Aohsenkomplexes.  Aus  den  Gleichungen 
(4)  folgt  unter  Elimination  der  Parameter  x,  y,  z  die  Proportion : 

(6)  ftsPti  :  PziPii '  PhPm,  =»/3-y:y  —  a:a-/J, 
die  mit  den  beiden  Gleichungen: 

0)PifiPu  +  P^iPu  +Pi%Ps4,  =  0,        (8)ai)„ft4  +  /'Aift4  +  yi>iil>»4  =  0 

gleichbedeutend  ist. 

Jede  Achse  der  Fläche  (1)  genügt  somit  der  Gleichung  (8).  Wir 
beweisen  imter  4,  daß  auch  jede  der  Gleichung  (8)  genügende  Gerade 
eine  Achse  ist. 

Daher  ist  (8)  die  Gleichung  des  Achsenkomplexes  der  Fläche  (1) 
in  laufenden  Strahlenkoordinaten, 


(10) 
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Er  ist  ein  Komplex  zweiten  Orades.  Seine  Gleichung  behalt 
auch  in  Achsenkoordinaten  dieselbe  Form  (I  §  48,  (10)): 

(9)  «fts^u  +  ßQsiQu  +  YiuQzi  -  0. 

Der  Komplex  ist  also  im  Sinne  yon  §  82,  (42))  zu  sich  sdbst  polar 

reziprok, 

4c.  Konjugierter  Pol  und  konjugierte  Normalebene  einer  Aohae. 
Ist  jetzt  p  irgendeine  Gerade  und  P  =  x,y,e  ein  auf  ihr  liegender 
Punkty  so  bestehen  die  yier  Bedingungen  der  vereinigten  Lage  (I  §  48,  (12)) : 

Pu^  —  ft4^  +  Psi    «=-  0, 

P%A^  -  PuV  +  Pl2      -0, 

die  für  zwei  unabhängige  zählen.  Soll  nun  die  Polarebene  77  von  P 
auf  p  senkrecht,  also  p  die  konjugierte  Achse  von  P  sein,  muß  nach 
(2)(I§48,a9)):  ,        y        ,_       ^ 

~     '^'''^*~'     y     —PlA'Pu'Pzi. 

oder  mit  einem  Faktor  q  sein: 

(11)  X Qccpi^,    y Qßp^^y     z QYPtl- 

Diese  Annahme  ist  mit  der  vierten  Gleichung  (10)  immer  dann  und 
nur  dann  verträglich,  wenn  die  Gerade  p  der  Bedingung  (8)  genügt, 
worauf  die  andern  Gleichungen  (10)  werden: 

(12)pft4l>84(/J~y)-p„.  QP^lPll{r-^)-P^u  QPuPu{^-ß)^Pii' 
Diese  Gleichungen  zählen  nur  für '  eine,  da  sie  mit  p^^,  p^^y  p^^  oder 
mit  aj)j4i  ßPtii  yPti^  multipliziert  und  addiert  auf  (7)  und  (8)  fuhren. 
Aus  jeder  von  ihnen  kann  daher  der  Wert  von  q  entnommen  werden. 
Jede  der  Gleichung  (8)  genügende  Gerade  p^^  ist  daher  eine  Achse 
der  Fläche  (l).  Derjenige  Punkt  der  Achse,  dessen  konjugierte  Achse 
sie  ist,  und  der  ihr  „konjugierter  PoV  heißt,  hat  die  Koordinaten: 


(ß  —  r)p%iP9A '    ^         (y  —  «)i's4i'i4 '  («  —  ß^'PiiPii 

oder  auch  nach  (6): 

(14)  x^ -    -^^^ «. "-  ^»^      V  «= ^P  _  ?«»  =  _     P     Pit 

^    ^  ^  —  ßPtA        7  —  ^Ps^'    ^         ß  —  rPz4,        ^  —  ßPi^^ 

7    Ptx  _       y    Pii 


r  —  «  Pi4        ß  —  7PfA 


Damit  folgfc  aber  unter  Benutzung  von  (2): 
Diejenige  EbeAe,  deren  konjugierter  Normalstrahl  die  Achse  |>^,  ist, 
und  die  ihre  ,^onjugieißte  Normalehenef*  heißt,  liat  die  Koordinaten: 
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PisPi- 


oder  auch  nach  (6): 


V 


K7  —  ^)Ps4PlA  ' 


W  =■ 


PltP94 


(«—  WPl4Pt4 


u  « 


Plt 


'81 


(16) 


(a  —  P)l>f  4         (y  —  «)i>84 


t;  = 


Pt] 


tv 


P»y 


(ß'-7)Ps4 
Pts 


(a  —  ft)Pl4' 


(y-«)Pi4     (^  — y)p«4 

6.  Der  Fußpunkt  der  Achse.     Der  Schnittpunkt  einer  Achse  /Vi 
mit  ihrer  konjugierten  Normalebene  (Fig.  173)   heißt    der    FußpwM 

der  Acfise.    Man  erhält  seine  Koordinaten^  indem  man 
in  (I§48,(20)): 


(17) 


a;  =  — 


y 


je?  =  — - 


Pl4^+Pt4^+PiA^^ 

Pt»^  -  Plt**  +  PtA 

Putt  +  Pt4«'+Ps4'^' 

Ptl^—PtZ^  +  PsA 


Flg.  173. 


I'l4«+Pt4»+A4«' 

die  Werte  (15)  substituiert. 

6.  Zueinander  senkrechte  resiproke  Polaren.  Z^wischen  zwei 
reziproken  Polaren  j)^,  und  p'^^  der  Flache  (1)  besteht  nach  §  82,  (10) 
die  Beziehung: 

Sie    sind   beide   aufeinander    senkrecht    immer    dann    und    nur   dano, 
wenn  (I  §  48,  (19)): 

■ 

PuPu  +  PuP\a  +  PzaPza  ^  0 
oder  nach  (18): 

PlAPiZ      I     Tt4Pi\      t     A4  Pll   ^  Q 

ßy  ya  ccß 

also  mit  Hinblick  auf  (8): 

Der  Achsenkomplex  bestellt  auch  aus  der  Gesamtheit  der  Geraden^ 
die  jsu  ihrer  reziproken  Polaren  senkrecht  sind. 

?•  Die  Normalen  als  Achsen.  Wenn  Pol  und  Polarebene  ver- 
einigt liegen,  also  der  Pol  der  Fläche  angehört,  wird  die  ihm  zugehörige 
Achse  nach  1.  die  Normale  der  Fläche  in  ihm  (§  20,  7): 

Die  (x>^  Normalen  der  Fläche  gehören  dem  Achsenkomplex  an. 

8.  Besondere  Achsen.  Zu  dem  Achsenkomplex  im  Sinne  der 
Gleichung  (8)  gehören  alle  Durchmesser  der  Fläche  (l),P23=P5i—jPij*=0 
(I  §  49,  (6)),  aUe  unendlich  fernen  Geraden,  2>u  ^  Pn  —  A*  ^  ^  (^  §  ^^  ®^' 
alle  in  einer  der  drei  Hauptebenen  liegenden  Geraden,  p^^  ^Pi%  '^Pu'^^ 
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oder  jp, j  =  ftj  =  ft4  =  0  ^^^^  Pn  =  fti  =  A4  =  0  (I  §  49,  (1)),  alle  einer 
Hauptachse  parallelen  Geraden,  p^s^^^Pu^PiA^^  o<iöri'3i=i>84=Pu'*'0 
oder  j?,j  ^'Pu  =*1>24  =•  0-  I^ie  ursprüngliche  Erklärung  unter  1.  und  die 
Entwicklungen  unter  4.  erleiden  für  diese  besonderen  Geraden  teil- 
weise eine  Ausnahme  (§  20,  6). 

9.  Zwei  sich  schneidende  Achsen.  Sind  P  und  P'  die  kon- 
jugierten Pole  zweier  sich  schneidender  Achsen  p  und  p'y  und  11  und 
n'  die  Polarebenen  von  P  und  P',  so  sind  q  =  PP'  und  q  ^IIxII' 
zwei  reziproke  Polaren  (§  68,  15,  I).  Da  aber  nach  1.  p  senkrecht 
zu  n  und  ebenso  p'  zu  77',  so  ist  q  zu  p  und  ^',  also  auch  zur 
Ebene  pp'  und  damit  zu  q  senkrecht;  dann  sind  aber  nach  6.  q  und 
q   selbst  Achsen. 

Wenn  sich  zwei  Achsen  schneiden^  so  ist  die  Verbindungslinie  ihrer 
konjugierten  Pole  auch  eine  Achse,  ebenso  die  Schnittlinie  ihrer  konju- 
gierten Normalebenen. 

Insbesondere  folgt  hieraus  nach  7: 

Wenn  zwei  Normalen  der  Fläche  (1)  sich  schneiden,  so  ist  die  Ver- 
bindungslinie ihrer  Fußpunkte  eine  Achse,  ebenso  die  Schnittlinie  der  zu- 
gehörigen Tangentialebenen. 

10.  Der  Komplexkegel.  In  den  Koordinaten  zweier  Punkte 
Xq,  y^,  Zq  und  x,  y,  z  einer  Geraden  p^,  dargestellt,  lautet  die  Gleichung 
(8)  des  Achsenkomplexes: 

oder: 

«{yo(^-'^o)-^o(y~yo)}(^~^o)  +  /'{^o(^-^o)-^o(^-^o)}(y-yo) 

oder: 

oder  endlich: 

(20)     ^^ ""  ^^^""^^  +  (y  -  «)  Vo^^  +  («  -  ßK^y  +  iß-  y)yo^o^ 

+  (y— «)^o^oy  +  («  -  ß)^oyo^ "-  0. 

Die  Gleichung  (19)  hat  die  Form  §  80,(19)  mit  x  —  Xq,  y  —  Pq, 
z  —  Zq  für  a;,  y,  Z]  also: 

i)?V?  dwrcÄ  einen  Punkt  Po  =  Ä?o>yo>^o  gehenden  Komplexstrahlen 
bilden  einen  gleichseitigen  Kegel  zweiter  Ordnung. 

Dieser  enthält  nämlich  unter  anderen  die  Strahlen,  die  durch  P^ 
parallel  den  Hauptachsen  der  Fläche  (1)  gezogen  sind,  y  =  yo,z^ZQ,  usw.,. 
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also  zu  einer  Erzeugenden  zwei  zu  dieser  und  unter  sich  senkrechte 
(§  64,  3;  4;  vgl.  auch  §  93,  4);  außerdem  noch  den  Strahl,  der  P^ 
mit  dem  Mittelpunkt  0  verbindet. 

11«  Die  Komplexknrve.  In  den  Koordinaten  zweier  Ebenen 
Uq,  Vq,  Wq,  Sq  und  u,  V,  w,  s  einer  Geraden  g^,  dargestellt,  lautet  die 
Gleichung  (9)  des  Achsenkomplexes  entsprechend  (19): 

(21)  ^ "~  ^)**^^*<>*'  ■"  ^^^^^^0^ "~  ^0^^  +  (r-  a)t^o(«o«' - ^Q^) («0« - V) 

+  (a  —  /S)  Wq{SqU  —  u^s)(8qV  —  Vo«)  =  0 
oder: 

(22)  ^^^'  ^'  ^'  «)  ^  (/*  -  y)«*o^o«'^  +  (y  -  «) VoSoWu  +  («  -/J)M7^jÄ^ur 

+  (/J  —  y)vQWQSu  +  (y  —  ä)  w^o^o*^  +  (a  —  ß)f^o^oSW  =  0. 

Dies  ist  in  laufenden  Ebenenkoordinaten  u,  t),  tc^,  s  die  Gleichung  der 
in  der  Ebene  u^,  Vq^  Wq,  Sq  liegenden  Eomplexkurve.  Zu  den  Tangential- 
ebenen der  Kurve  gehört  die  unendlich  ferne  Ebene  t*  =  t;  ■=  w;  =  0 
(§  13,  14),  sowie  die  Koordinatenebenen  «=«i«^  =  s  =  0,  tr=«M=«Ä  —  0, 
u  =  t?  =  5  =  0. 

Die  in  einer  Ebene  Uq  «  Uq,  Vq,  Wq,  5q  liegenden  Komplexstrahlen 
umhauen  eine  Parabel^  welche  die  drei  Haupiebenen  berührt, 

12.  Ort  der  Pole  der  duroh  einen  festen  Punkt  gehenden 
Achsen.  Jede  Achse  pj^^  des  Komplexes  hat  ihren  konjugierten  Pol 
P  =  a;,  y,  jer,  von  dem  sie  mittels  der  Gleichungen  (4)  abhängt.  Geht 
die  Achse  durch  einen  festen  Punkt  -Pq"^  ^o^yo;  ^o>  ^^  gehört  sie  dem 
Komplexkegel  (19)  an,  und  ihre  Pole  bilden  eine  auf  diesem  ver- 
zeichnete Kurve.  Ein  Punkt  dieser  Kurve  genügt  auBer  der  Glei- 
chung (19)  den  vier  Gleichungen,  die  man  erhält,  indem  man  die 
Darstellung  (4)  der  Achse  p^^  durch  ihren  Pol  P  «=  rc,  y,  ir  in  die  Be- 
dingungen der  vereinigten  Lage  von  p^j  und  P^,  also  die  mit  x^^  y^,  s^ 
für  Xf  y,  z  gebildeten  Gleichungen  (10)  einsetzt.  Man  erhält  dadurch 
in  homogener  Schreibweise: 


'(/J-y)|^  +  ^o|<-yo7<-o, 


(23) 


\ 


SS  X  Z  X 

(y  —  a) \-  XQ  —  t  —  ZQ~t^O, 

y^  \  f       \    ^^  \  e      o\    ^y 


(24)  (ß-y)x,f^  +  (y  -a)y,  ^  +  («  -  ß)s,  ^  -  0. 

Die  Gleichungen  (23)  bedeuten  drei  gleichseitig  hyperbolische  Zy- 
linder  (§  20,  (22)),   die   bezüglich   den   Hauptachsen  rr,  y,  e  parallel 
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sind^  die  Gleichung  (24)  einen  gleichseitigen  Kegd  (§  64^  3;  §  93^  4) 
mit  der  Spitze  0.     Die  beiden  letzten  Zylinder  (23): 

|(y-«)7-v)r+yV-o, 

hahen  die  Erzeugende  a;  =»  0,  <  =-  0  gemein^  während  jeder  ändert 
ihnen  gemeinsame  Punkt  der  Gleichung: 

genügt,  also  dem  ersten  ZyUnder  (23)  angehört.  Die  gemeinsamen 
Punkte  der  drei  Zylinder  bilden  daher  eine  BaMtnkurve  dritter  Ord- 
nung als  teilweisen  Durchschnitt  je  zweier  Zylinder  (23),  die  jedesmal 
noch  eine  Gerade  gemein  haben. 

Bildet  man  durch  lineare  Kombination  der  Gleichungen  (23)  mit 
zwei  Parameterrerhältnissen  X  :  (i:v  die  Gleichung: 

so  stellt  diese  oo^  Flächen  zweiter  Ordnung  (ein  „Flä<:henhünd€l")  dar, 
die  alle  durch  die  gemeinsamen  Punkte  der  drei  Zylinder  (23),  also 
durch  die  Raumkurye  dritter  Ordnung  gehen. 
Zu  diesen  Flächen  gehören  aber  mit: 

(26)  Xifiiv^x^'.yQiZQ    und     =-  ßyx^^ :  yay^  :  aßz^ 

auch  die  Kegel  (24)  und  (20),  auf  denen  somit  die  Raumkurve  eben- 
falls liegt. 

Sie  schneidet  nach  (23)  die  unendlich  ferne  Ebene  in  den  un- 
endlich fernen  Pimkten  der  drei  Achsen  des  rechtwinkligen  Systems 
Oxyz  und  heißt  daher  (§  1,  10)  eine  gleichseitige  kuhische  Hyperbd^^). 

Der  Ort  der  Pole  der  durch  einen  festen  Punkt  P^  =  äTq,  y^,  z^ 
gehenden  Achsen  der  Fläctie  ist  eine  gleichseitige  kubische  Hyperbel  (§  20, 9). 

13.  Die  Sehnen  der  Baumkurve.  Jede  Sehne  der  Raumkurye 
gehört  als  Verbindungslinie  der  Pole  zweier  sich  in  Pq  schneidenden 
Achsen  nach  9.  selbst  dem  Achsenkomplex  an.  Verbindet  man  also 
einen  Punkt  P^  der  Raumkurve  mit  allen  ihren»  übrigen  Punkten  P 
durch  Sehnen,  so  bilden  diese  den  Komplexkegel  des  Punktes  Pj,  so 
daß  sich  nach  10.  ergibt: 

Die  leubische  Hyperbd  (23)  wird  aus  jedem  ihrer  Punkte  durch 
einen  gleichseitigen  Kegel  zweiter  Ordnung  projiziert. 

Stande,  Flttchen  b weiter  Ordnung.  30 
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14.  Normalen  der  Fläche  dnroh  einen  Punkt.  Die  Raumkurre 
ist  der  Ort  der  Pole  aller  durch  Pq  gehenden  Achsen.  Ihre  sechs 
Schnittpunkte  mit  der  Fläche  (1)  sind  die  Pole  derjenigen  durch 
Pq  gehenden  Achsen,  deren  Pole  auf  der  Fläche  liegen,  die  also  nach  7, 
Normalen  sind^. 

Durch  einen  Punkt  Pq  des  Baumes  gehen  im  allgemeinen  sedis 
Normalen  an  die  Fläche  (1),  deren  Fußpunkte  die  SchniUpunkte  der 
Raumkurve  (23)  mit  der  Fläche  sind  (§  20,  9). 

16.  Ort  der  Pole  der  in  einer  festen  Ebene  liegenden  Achsen, 
Jede  Achse  pj^^  des  Komplexes  hat  ihren  konjugierten  Pol  P^x^y^  $, 
von  dem  sie  mittels  der  Gleichungen  (4)  abhängt.  Liegt  die  Achse  in 
einer  festen  Ebene  üo »»  u^,  t;^,  ti;^,  so  ist  sie  Tangente  der  Komplex- 
kurve  (21),  und  ihre  Pole  bilden  eine  in  der  Ebene  liegende  Ortskurve. 
Ein  Punkt  dieser  Kurve  genügt  den  Gleichungen,  die  man  erhalt,  in- 
dem man  die  Darstellung  (4)  der  Achse  jp^,  durch  ihren  Pol  P»r,  y,  5 
in  die  Bedingungen  der  vereinigten  Lage  vonp^,  und  77^  (I  §  48,  (11')): 


(27) 


einsetzt^  also: 


(28) 


i'M«'o-l>i»«o+A4     -0, 
Pn  «ö  —  ft»  »0  +  Pai     —  0, 

Pl4«0  + 1>»4»0  +  Pu^o  -  0 


■J{(«-/JKf +  («-yKf-i)-o, 


1 


((y-«)«o*-  +  (y-^H|--il-o, 


(29) 


X 

a 


«0  -  +  »0  -^  T  -0 


z 


+  M;of -0. 

7 


Die   Ebene  (29)    bestimmt   mit   der   Ebene  77^ » u^,  t;^,  w^  das 
Ebenenbüschel: 

(30)         (^  -  l)u,x  +  (J  -  l)v,y  +  (1  -  x) „,,;8  -  X  -  0, 

zu  dem  für  l  —  -,  -^  ,  —    auch   die   Ebenen   gehören,   welche   den 

zweiten  Faktoren  der  Gleichungen  (28)  entsprechen. 

Die  gesuchte  Ortskurve  ist  also  eine  gerade  Linie,  die  Achse  des 
Büschels  (30).     Sie  hat  die  Strahlenkoordinaten  (I  §  48,  (3)): 
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^0        ^  *o         ^  n 


P  y 

Pu-(ß-r)y?.   ft.-(y-«)^;-J,   i>..-(«-^)~:^, 

gehört  also  selbst  dem  AchsenkoiDplez  (8)  an.  Alle  Ebenen  u,  v,  w,  8 
des  Büschels  (30)  sind  daher  Tangentialebenen  der  Komplexknrve  (22). 
Der  Berührungspunkt  einer  solchen  Tangentialebene  u,  v,  w,  s  hat 
nach  §  76^  (10)  die  Koordinaten  (^o^^^  genommen): 

a?  =  JF\  =  (/J  —  y)f?o^o«  +  (y  -  ^)^o^    +  («  -  ß)^oV, 
y  -  F,  -  (iS  -  y)u^w     +  (y  -  a)wQU^s  +  (a  -  ß)Wf^u, 

^  -  J^«  =  (/5 -  y)^o^      +{r-  «)«'o«*      +  (a -  /J)<*oVo«; 


(32) 


Für    die   Ebene    X^O    oder    w  = -%   t;-^,   w«-^,  s-0    des 

Büschels  (30)  werden  die  gemeinen  Koordinaten  dieses  Punktes: 

a*  ß*  f* 

Derselbe  Punkt  folgt  aber  auch  durch  Einsetzen  der  Werte  (31)  in 
(13).     Also  ergibt  sich: 

Die  Pole  der  in  einer  festen  Ebene  ITq'^  u^,  v^,  w^  liegenden  Achsen 
liegen  auf  einer  Tangente  {dl)  der  von  diesen  Achsen  umhüllten  Para- 
bel (21).  Der  Pol  dieser  Tangente  ist  ihr  JBerührungspunkt  mit  der 
Parabel. 

16.  Normalen  der  Fläche  in  einer  Bbene.  Die  Tangente  t  der 
Parabel  schneidet  die  Fläche  (1)  in  zwei  Punkten,  von  denen  außer  t 
je  eine  zweite  Tangente  t^  und  ^  an  die  Parabel  geht.  Diese  beiden 
Tangenten  sind  diejenigen  Achsen  innerhalb  77q,  die  ihre  Pole  auf  der 
Fläche  (1)  haben,  also  nach  7.  Normalen  sind. 

In  einer  Ebene  U^  =»  «q,  t?^,  Wq  liegen  zwei  Normalen  der  Fläche  {\\ 
deren  Fußpunkte  die  Schnittpunkte  der  Fläche  mit  der  Achse  des  Ebenen- 
büschels  (30)  sind, 

17«  Doppelte  Parameterdarstellnng  der  Achsen  beim  Fara- 
boloid.     In  bezug  auf  das  Paraboloid: 

(34)  f^  +  ^  +  2x  +  a  =  0 

bestehen   nach   §  83,  (5)   zwischen  Pol   P  ^  x^y,  z  und   Polarebene 
n  ^  UyVyW  die  Beziehungen: 

/rt«f\  i  V  Z 

80* 
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Die  Yom  Pol  P  auf  die  Polarebene  11  gefällte  Senkrechte  hat  daher 
in  laufenden  Koordinaten  X,  Y,  Z  die  Gleichungen: 


(36)  Z-a;:  Y--y\Z-z- 

Die  StraJdenkoordinaien  der  zum  Punkte  x,  y,  0  gehörigen  Achse 


ß     r 


sind: 


(37) 


QPtt 
9Pn 
QPii 


(ß-?)f,, 


e 


iy-'^)--y> 


QPu 1 ; 


QPi4.  ""  "~  J  ' 

z 


'■(ß-^)jy     QP^--  y 


Die  Strahlenkoordinaten  der  sfur  Ebene  w,  v,  w  gehörigen  Achse 


sind: 


(38) 


9Pn  =  (/*  -  y)  "iT '  9J»u «> 


18.  Die  Gleichung  des  Aohsenkomplexes  beim  Faraboloid. 
Durcli  Elimination  der  Parameter  x,  y,  e  folgt  als  Gleichung  des 
AiJisenkomplexes  in  laufenden  Strahlenkoordinaten: 

(39)  PizPu+(ß-r)PuP,i-0 
und  in  laufenden  Achsenkoordinaten: 

(40)  q„  Qu+iß-r)  g»,  2i8  =  0. 

^Dieselbe  Gleichung  erhält  man  wie  unter  6.  aus  der  Bedingung, 
daß  zwei  reziproke  Polaren  p^,  und  p'^,  mit  der  Beziehung  (§  83,  (9)): 


Pn-Pii  'Pii'Pu'Pu-PM Pu 


ß 


ß 


ßY 


ß 


aufeinander  senkrecht  stehen: 
(41) 


PuPtS      iPi<PsA   _Ps*Pt4,  ^Q 

ßy  r  ß  ' 


19.  Konjugierter  Fol  und  konjugierte  Normalebene  einer  Achse. 
Ist  jetzt  p  irgendeine  Gerade  und  P  ^  x,yjZ  ein  auf  ihr  liegender 
Punkt^  dessen  Polarebene  TI  auf  p  senkrecht  steht,  muß  nach  (35)  sein: 


oder: 
(42) 


1-  y . 
1 .  ^ . 


z 


Pu  '■  Pu  '  Pu 


Puy  =  ßPu,  Pui  —  rPn- 
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Diese  Oleichungen  sind  anter  der  Yoraussetzung  (39)  mit  den  yier 
Gleichungen  (10)  yerträglich,  und  alle  sechs  können  nach  Xy  y,  e  auf- 
gelöst werden. 

Jede  der  Gleichung  (39)  genügende  Gerade  p^^  ist  eine  Achse  des 
Paraböloids  (34).  Derjenige  Punkt  der  Achscy  dessen  konjugierte  Achse 
sie  ist,  und  der  ihr  konjugierter  Pol  heißt,  hat  die  Koordinaten: 

(43)         x^ß^^^^Y  +  ^,  y-ß^^^  ^  =  y«-- 

Pii         Pti  Pi*  Pii 

Diejenige  Ebene,  deren  konjugierter  Normalstrahl  die  Achse  p^,  ist^ 
und  die  ihre  konjugierte  Normalebene  heißt,  hat  die  Koordinaten: 

(44)  tt=.-^-3-f" ?»*  t;-^"-w,    «;=^ii. 

^         ^  ifi-\-<^)PiA—Pl%  (r  +  «)l>84+l>8l'  Pl^       '  i>14 

20.  Ort  der  Pole  der  duroh  einen  festen  Funkt  gehenden 
Achsen.  Setzt  man  wie  in  12.  die  Werte  (37)  in  die  mit  x^,  y^,  Zq 
geschriebenen  Gleichungen  (10)  ein,  so  ergibt  sich: 


(45) 


(46)         (ß^y)a:Jl^^y/-^  +,^^.y  +  (j^^,^,^^^^ 

Die  drei  Gleichungen  (45)  stellen  (§  20,  (22);  (61))  wiederum  drei 
gleichseitige  hyperbolische  Zylinder  dar,  die  eine  gleichseitige  kubische 
Hyperbel  gemein  haben. 

Von  ihren  sechs  Schnittpunkten  mit  dem  Paraboloid  ist  der  eine, 
unabhängig  von  P^,  der  unendlich  ferne  Punkt  der  ic-Achse  (§  20,  19), 
so  daß  im  allgemeinen  durch  P^  nur  fünf  Normalen  des  Paraböloids 
gehen  (vgl.  14®*)). 

IV.  Kapitel. 

Das  Strahlengewinde  oder  der  lineare  Komplex. 
§  86.  Allgemeine  Gleichung  nnd  Polarentheorie  des  linearen  Komplexes. 

1.  Die  allgemeine  Gleichung  des  linearen  Komplexes.  Sind 
Pj^^  Strahlen-  und  g^,  Achsenkoordinaten  in  bezug  auf  ein  rechtwinkliges 
System  Oxye,  aj^^  aber  gegebene  Konstanten,  so  ist: 

(1)     9(p)  =  a^p^  +  a^ip,!  +  aijft,  +  a^^^^  +  a^^^^  +  a^^p^,  =  0 


470 


§  86,  1—2. 


oder^  was  dasselbe  ist  (I  §  48^  (10)): 

(2)  9{q)  -  0,,^!^  +  0,1^,4  +  a^^q^  +  a^^q^^  +  a,^?,i  +  a^^q^  «  0, 

die    allgemeine    Gleichung    eines    linearen    Komplexes    oder    Strahlen- 
gewindes^'^^). 

Da  die  sechs  Linienkoordinaten  stets  der  Gleichung  (I  §  48,  (5)): 

(3)  P^PnPii+PsiPu  +  Pi%Pi^'-0  oder  ö='9««3u  +  &i924+«ii3s4-0 
genügen  müssen,  so  enthalt  der  Komplex  oo'  Gerade. 

2.  Transformation  des  Komplexes.  Sind  p^^  die  Koordinaten 
der  Geraden  |);^|  in  bezug  anf  irgendein  schiefwinkliges  System  J2|ij^, 
dessen  Anfangspunkt  52  die  Koordinaten  Xq,  y^y  z^  und  dessen  Achsen 
die  Richtungskosinus  a^jßiiyx\  ^ußtfyty  'hfßzfVa  haben,  so  gelten 
die  Transformationsformeln  (I  §  50,  (5);  I  §  37,  (13)): 

+  (ft^o  -  riyo)pü  +  ißih  -  rtyo)pif 

+  («»yo  -  A*o)P»4  +  (a«yo-  ß»'^o)Puf 
Pu—  'hPÜ  +  'hPii  +  «jPm> 
Pm  =  APm  +  ßiPti  +  APs«» 
^Pm  -  YiPU  +  y»P24  +  YiPi- 

Hier  sind  Aj,  Bj, . . . ,  f,  (I  §  37,  (4))  die  Unterdeterminanten  der  Deter- 
minante : 

(5)  Ä=la,ftyi 

<h  ßi  Vi 
1  "i  ßi  Ya  i 

Die  Gleichung  (1)  erhält  im  neuen  System  die  Form*'): 

(6)  9  =  a^pj',  +  a,>j',  +  <»>,;  +  a;^p;^  +  a^p,;  +  a^,?^  -  0, 
wo  die  neuen  Koeffizienten  die  Werte  haben: 


(7) 


a 
a 
a 


88 

31 
f 

18 


0^28^1  +  asiBi  +  aigfi, 

«28^  +  0^31  ^8  +  ^is^'a; 
«28^8+  «81^8  +  ^18  r«; 


\ 


§  86,  2-4. 
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(8) 


{ 


+  («.i«o  -  «2»yo  +  «jjyi» 

»34  -  («llVo  —  «81  «0  +  «u)««  +  («M^O  -  ««a^O  +  ««4)A 

+  (ojia^o  -  a»«yo  +  «Jy»> 

0»4  —  (««yo  —  «m'o  +  «14) ««  +  (Om«o  —  «11*0  +  «14)  A 

+  («iiafo  -  «»yo  +  «Oy»- 

3.  Invarianten  im  gemeinen  Koordinatensystem.     Aus  (7)  und 

(8)  folgt  (I  Anm.  1,  II,  (6)): 

(9)  a^a^^  +  a^^a^^  +  a^,a^^  -  S{a„an  +  a^ia^  +  0^0^^. 
Aua  (7)  folgt  zunächst  (I  Anm.  2,  II,  (1);  (2)): 

(10)  So,!  =  a;j,  +  a,;ft  +  <,A, 

^«1«  -  «»5  yi  +  «si  r»  +  «1 » y»  > 

und  darans  durch  Quadrieren  und  Addieren: 

(ll)a;»+a;»  +  a;»  +  2a;,a;,a+2<,a^^  +  2a;,a,>-S»(aä+aÄ  +  «Ä); 
dabei  haben  a,  ß,  y  die  Bedeutung  (I  §  37,  (7)): 

(12)  a  —  cosiyg,     /J=»co8gg,     y-^cosgiy. 

JBßim  Übergang  von  einem  rechtmnUigen  System  Oxyx  eu  einem 
heliebigen  schiefwinkligen  Steril  gelten  also  stets  die  Begiehungen  (9) 
und  (11)«^). 

Ist  Sllrj^  auch  rechtwinklige  ist: 

(13)  5=1;  a  =  /J  =  y=:0. 

4,  Der   allgemeine  und   der   spezielle   lineare  Komplex.     Der 

Komplex  (1)  heiß  ein  allgemeiner  oder  spezieller ^  je  naxihdem  die  Kon- 
stantenverbindung: 

(14)  D  =  a^Äi^  +  aj^^a^^  +  a^^a^ 

von  Null  verschieden  oder  gleich  Null  ist  (I  §  60,  5). 

Im  ersteren  Falle  ist  daher  (bei  reellen  a^^  stets  auch: 

(16)  -E*-aÄ  +  a«+a« 

von  Null  verschieden. 

Im  letzteren  Falle  können  die  Koeffizienten  a^,  nach  (3)  selbst 
als  Linienkoordinaten  gelten,  und  die  Gleichung  (1)  wird  die  Gleichung 
der  Geraden: 

(16)  Qki-(^kn    Pki-^-kl 

in  laufenden  Strahlenkoordinaten  pj^^  (I  §  60,  (8)),  wobei  k,  l  und  Ä,  l 
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komplementäre    Indizespaare    sind;    die    zusammen   alle   vier   Zahlen 
1,  2;  3,  4  enthalten. 

Der  spezidle  lineare  Komplex  besteht  aiis  den  Treffgeraden  der 
geraden  Linie  (16),  der  Achse  des  speeieUen  linearen  Komplexes. 

5.  KomplezstraMen  9  die  mit  einem  Punkt  oder  einer  Bbene 
vereinigt  liegen.  Drückt  man  die  Strahlenkoordinaten  jp^^  in  (1) 
durch  die  Koordinaten  x,  y,  z^  t  und  x\  y',  /,  f  zweier  Punkte  P  und 
P'  oder  die  Achsenkoordinaten  g^^,  in  (2)  durch  die  Koordinaten  u,  v,  tc,s 
und  UyV'yw\s'  zweier  Ebenen  77  und  77'  aus  (I  §  48,  (3');  (3)),  so 
ergibt  sich: 

Die  Verbindungslinie  der  Punkte  P  und  P'  gehört  dem  Komplex 
an,  wenn: 

(17)  «28  (y/  —  0y')  +  a^^{gx  —  xz)  +  a^^{xy  —  yx')  +  a^^(xf—  tx') 

+  ^u(y^  —  ^yO  +  «84  (^^'  —  ^O  =  0. 
Die  SchnitÜinie  der  Ebenen  11  und  11' gehört  dem  Komplex  an,  wenn: 

(18)  ai4(vw;'—  wv')  +  c^^(wu'—  uw)  +  «»^(t*«?'  —  t^w')  +  (^t^^ ~  ^^) 

+  «81  iy^  —  5v')  +  ay^{ws  ~  sw')  =  0. 

Bei  festem  Punkte  P  =  a;,  y, ;?,  ^  1      Bei   fester  Ebene  77  =-  w,  r,  w,  5 
stellt  die  Gleichung  (17)  den  Ort  i  stellt  die  Gleichung  (18)  den  Ort 


der  Punkte  x,  y',  /,  i  dar,  die,  mit 
P  verbunden,  eine  Linie  des  Kom- 
plexes geben.  Dieser  Ort  ist  eine 
Ebene,  deren  Koordinaten  u,  v,  w,  s 
die  Koeffizienten  von  x',  y,  /,  ^  in 
(17)  sind. 


der  Ebenen  m',  v,  w,  s  dar,  die,  mit 
77  geschnitten,  eine  Linie  des  Kom- 
plexes geben.  Dieser  Ort  ist  ein 
Fwikt,  dessen  Koordinaten  x,  y,  z,  i 
die  Koeffizienten  von  u,  v,  w\  s 
in  (18)  sind. 


Die  durch  den  Punkt  P^x,y,z,t^     Die  in  der  Ebene  11  =  w,  v,  w, s 
gehenden  Komplexstrahlen  bilden  da-  \  liegenden  Komplexstrahlen  bilden  da- 


her einen  Strahibüschel,  dessen  Ebene 
77  die  Koordinaten  hat: 

(QU  —  «i2y  — «31^  +  «U^» 

pt?  =  —  a^^x       +  ajjjer  +  a^J^ 
Qw=     «81  iP  —  a^gy       +a^it, 

QS «14^  -  «S^y  -  «84^, 


(19) 


her  einen  StraMbüschd,  dessen  Mittel- 
punkt P  die  Koordinaten  hat: 

6x  «  a^v  —  a^^w  +  a^Sj 

6y=^  —  a^^u      +  a^^w  +  a^^  s, 

6z  =     a^^u  —  a^^v       +  a^^s, 


(20) 


wo  Q  und  (S  Proportionalitatsfaktoren  bedeuten. 

6.  Folarverwandtsohaft   des  ckllgemeinen  linearen  Komplexes. 

Die  Determinanten  der  Gleichungen  (19)  und  (20)  sind: 


(21) 


§  8( 

i,  6—7. 

0 

o,, 

—  Oj,    Oi4 

0 

«84 

—  Ou   Ojs 

-«11 

0 

«JJ    «14 

-«»4 

0 

«14   «81 

«« 

-«SS 

0     a„ 

«^4 

-«14 

0       O,, 

«1« 

«M 

-«M  0 

«8$ 

-«81 

-«1.   0 
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i)». 


Die  Determinante  aus  den  Unterdeterminanten  dritten  Grades  (I  Anm.  1, 
III,  (7))  der  ersten  Determinante  (21)  ist: 


(22) 


0 


0 


0 


a,^B 


a^^B    0 


«D«. 


a^^B    —üuB 
-a^j^B    —a^iB 

Für  Z)  4=  0  siDd  daher  die  Gleichungen  (19)  eindeutig  nach  x:y  :  0  :t 
und  (20)  ebenso  nach  u:v:w:8  auflösbar,  und  das  eine  System  ist 
nach  (22)  die  Auflösung  des  andern  (I  Anm.  2,  III,  (8) ;  (10)). 

I.  Burch  den  aUgemeinen  linearen  Komplex  wird  jede^n  Punkt  P 
eine  bestimmte  Ebene,  seine  Polarebene,  und  jeder  Ebene  11  ein  bestimmter 
Punli,  ihr  Pol,  zugeordnet  (§  78,  14). 

II.  Jeder  Punkt  ist  der  Pol  seiner  Polwrebene,  jede  Ebene  die  Polar- 
ebene  ihres  Pols. 

III.  Ztvischen  den  Koordinaten  von  Pol  und  Polarebene  bestehen 
die  Gleichungen  (19)-,  (20). 

IV.  AUe  durch  einen  Punkt  gefienden  Komplexstrahlen  liegen  in 
seiner  Pclarebene,  alle  in  einer  Ebene  liegenden  gehen  durch  ihren  Pol, 

Da  vermöge  (19)  oder  (20)  identisch: 

(23)  ux  +  vy  +  wz  +  st^*  0, 

so  folgt: 

V.  Pol  und  Polarebene  liegen  stets  vereinigt^'^^), 

7.  Ausartung  der  Folarverwandtsohaft  beim  speziellen  Komplex. 
Mit  D  =  0  hört  die  eindeutige  Beziehung  zwischen  Pol  und  Polar- 
ebene auf. 


Die  Polarebene  (19)  des  Punktes 
P='X,y,g,t  ist  (I  §  48,  (2O0)  die 
Yerbindungsebene  des  Punktes  mit 
der  Achse  (16)  des  Komplexes. 

Alle  Punkte  einer  durch  die 
Achse  gehenden  Ebene  haben  die- 
selbe Polarebene. 


DerPol(20)  derEbene77«w,t;,M?,5 
ist  (I  §  48,  (20))  der  Schnittpunkt 
der  Ebene  mit  der  Achse  (16)  des 
Komplexes. 

AUe  Ebenen  durch  einen  auf 
der  Achse  liegenden  Punkt  haben 
denselben  Pol. 
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Die  Polarebene  (19)  eines  Punktes 
P  der  Achse  (16)  ist  (I  §  48,  (11)) 
nnbestiuirat. 


Der  Pol  (20)  einer  Ebene  n  dar 
Achse  (16)  ist  (I  §  48,  (12'))  un- 
bestimmt. 


8.  Konjugierte  Ponkto  und  Ebenen. 


Zwei  durch  die  Bedingung  (17)  yer- 
knüpfte  Punkte  x,  y,  /s,  t  und  x',  y', 
jf\i'  sollen  konjugierte  Punkte  heißen. 


Zwei  durch  dieBedingnng  (18)  ver- 
knüpfte Ebenen  u,  v,  w,  s  und  u,v\w', 
s'  sollen  konjugierte  Ebenen  heißen. 


Aus  der  Definition  von  Pol  und  Polarebene  in  5.  und  6.  folgt  dann: 

I.  Die  Polarebene  eines  Punktes  \  Der  Pol  einer  Ebene  ist  der  Ort 
ist  der  Ort  seiner  konjugierten  Punkte,  ihrer  konjugierten  Ebenen. 

Ferner   aus   der   Symmetrie   der   Gleichungen  (17)  oder  (18)  in 
den  Koordinaten  beider  Elemente  (§  68,  13): 

IL  Von  ewei  konjugierten  Punkten  Von  ewei  konjugierten  Ebenen 
liegt  jeder  in  der  Polarebene  des  geht  jede  durch  den  Pol  der  andern, 
andern. 


in.  Liegt  der  Punkt  Pj  in  der 
Polarebene  U^  des  Punktes  Pj ,  so  geht 


Gehi  die  Ebene  U^   durch   den 
Pol  Pi  der  Ebene  TZj,  so  liegt  der 


die  Polarebene  JJ^  von  P,  durch  P^. !  Pol  Pj  von  77,  in  IJ^. 

9.  Besiproke  Polaren.     Mit  derselben  Begründung  wie  in  §  68, 
15  sprechen  wir  ferner  die  Definition  aus  (Fig.  174): 

p^  I.  Zwei  Gerade,   von  denen  jede  die  Schnitt- 

linie der  Polard>enen  11^^  77,  evceier  Punkte  Pi,P, 
der    andern    oder    die   Verbindungdinie    der    Pole 
_    zweier  Ebenen   der    andern   ist,    heißen    reziproke 


M   Polaren^^). 

Sind  nun  a;,  y,  z,  t  und  x,  y,  z\  i  irgend  zwei 
Punkte   der  Geraden  p^^  und  u^  t;,  w,  s  und  u',  v\ 
Flg.  174.  ^' ^  g'  \Y^Ye  Polarebenen,   so  ist  nach  (19)  für  die 

Achsenkoordinaten  q^^  der  Schnittlinie  der  letzteren  (I  §  48,  (3);  (3')): 

-  («810,4  +  0^120^84)  (^^'  —  ^^0  +  «28««4(y^'  -  ^V)  +  «J8«84(^^'  -  <^') 

oder  mit  Rücksicht  auf  (14): 

Ö23  =  öf,3  (a,3P23  +  «siJPsi  +  «I2P12  +  «142^14  +  »24^24  +  »84A4)  —  ^Pw 

Unter  Hinzufügung  der  entsprechenden  Formeln  und  eines  Pro- 
portionalitätsfaktors Q  folgt  daher  mit  der  Abkürzung  (1): 

IL  Zwischen  den  Strahlenkoordinaten  j>^,  und  p^^  von  zwei  reziproken 
Polaren  gelten  die  Beziehtingen: 
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(24)  (fPl-<ht'P-J>Ptif    QPSi-ast9-Dpti, 

9Pu  -  «it  9»  —  ^1>»4 »    CJ»«  -  «m9'  -  -Dp« . 
Hiemach  ist: 

p(«mP»»  +  «Jil>»i  +  OijPi's  +  «uPu  +  'hiPu  +  fhiPu) 

•=  ^i<hi<hi  +  <Hi<h4.  +  «itOy  -  I>(<htPn  +  •'•  +  OuPu) 
oder: 

(25)  Q^^-Dtp. 
Daher  folgt  aus  der  ersten  Gleichung  (24): 

Die  Auflösungen  der  Gleichungen  (24)  sind  daher: 

^Pu  =  «»y"  -  ^PiV    *P«  -  «i*?»"  -  -DpÄ, 

(26)  <!Pu  -  OtiV"  -  I>Pu>    oPn  =- OuV"  -  I>Pii, 

«Pm  -  O«  V"  -  -DPsV       «Ä«  =  «349»°  -  ^PlV 

Danach  en^/>recA«n  stc^  in  der  Tai  zwei  reziproke  Polaren  wechsel- 
seilig eindeutig. 

10.  Vereinigte  Lage  von  zwei  reziproken  Polaren.  Aus  (24) 
ergibt  sich  identisch  in  den  p^,: 

(27)p(p>«+p>„+PÄP«+PÄPx4+PÄft4+PÄPM)  =  9'*-2ß-P-9''- 

Eine  Gerade  ^^,  schneidet  daher  immer  dann  und  nur  dann  ihre  reziproke 
Polare^  wenn  sie  dem  Komplex  9?  »  0  angehört,  worauf  sie  aber  nach 
(24)  mit  ihrer  reziproken  Polaren  zusammenfällt  (§  68,  21). 

Eine  Gerade  des  Komplexes  fällt  mit  ihrer  reeiproken  Polare 
zusammen.  Eine  andere  Gerade  hat  niemals  einen  Punkt  mit  ihrer 
reziproken  Polare  gemein, 

11.  Konjugierte  Gerade.  Ist  p^^  die  reziproke  Polare  von  p^^ 
und |)/j  eine  beliebige  Gerade,  so  ist  nach  (24)  identisch  in  P|^^\mAp\^l 

(28)  (.(p'X,  +p^U  +  Plpi^  +  p^^pU  +  P,»iP;4  +  Pt^U)  -<P9'-  J)s, 
wo  zur  Abkürzung  gesetzt  ist: 

(29)     s  «  Pi^p;^ + p^^p;,  +  p^;^  +  p^p;^  +  p^,p;^  +  p^^p;^. 

Die  in  den  Geraden  j)^,  und  pj^^  symmetrische  Bedingung: 

(30)  ifip'^DS^O 

drückt  daher  aus,  daß  die  eine  Gerade  p/,  mit  der  reziproken  Polare  p^^ 
der  andern  Geraden Pj^^  vereinigt  liegt.  Zwei  solche  durch  die  Gleichung  (30) 
verbundene  Gerade  heißen  konjugierte  Gerade  (§68,31)^*^). 
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Mit  p/j  =»  pj^j  ist  nach  (3)  5  =  0,  und  (30)  reduziert  sich  auf 
9?*=  0,  also: 

Der  Komplex  ist  der  Ort  der  sich  selbst  Tconjugierten  Geraden, 

12.  Gemeinsame  Transversalen  resiproker  Polaren.  Zwisdien 
zwei  reziproken  Polaren  p  und  p^  und  einer  beliebigen  Geraden  p' 
besteht  die.  Identität  (28),  die  wir  abgekürzt  schreiben: 

(31)  QS^^q^p'-^DS. 

Ist  daher  !>' eine  Komplexgerade  (qp' =  0),  die  p  schneidet  (S«0), 
so  schneidet  sie  nach  (31)  auch  p^  (S®=  0). 

Ist  umgekehrt  p'  eine  Gerade,  die  eine  nicht  dem  Komplex  an- 
gehörige  Gerade  p  (9  +  0)  ^^^  deren  reziproke  Polare  p^  schneidet, 
(S «  0,  iS®  =  0),  so  gehört  sie  nach  (31)  dem  Komplex  an  {q>'  =»  0).  Also: 

I.  Jede  Komplexgerade,  die  eine  nicht  dem  Komplex  angehörige 
Gerade  schneidet,  schneidet  auch  deren  reziproke  Polare, 

IL  Alle  gemeinsamen  Transversalen  von  zwei  getrennten  reziproken 
Polaren  sind  Komplexgerade. 

§  87.  Durchmesser,  Hauptachse  und  Parameter  des  linearen  Komplexes. 

1.  Der  unendlioh  ferne  Mittelpunkt.  Nach  §  86,  (20)  ist  der 
Pol  der  unendlich  fernen  Ebene  u,  v,  w,  s  ^^  0,  0,  0,  1  in  bezug  auf 
den  Komplex  §  86,  (1)  der  unendlich  ferne  Punkt: 

(1)  X  :y  :  z:t^  a^^:  ffgi  :  a^, :  0 . 

Wir  nennen  ihn  den  Mittelpunkt  des  Komplexes  (§  68,  11,  II). 

Die  Kosinus  der  Riditung  nach  dem  unendlich  fernen  Mittelpunkt, 
der  ,ßauptachsenrichtung^'  des  Komplexes,  sind  (I  §47,  (14)): 

(2)  ^^  E '    '*« ""  ii; '    ^^^  E  ' 

wo  E  die  Bedeutung  §  86,  (15)  mit  beliebig  gewähltem  Vorzeichen  hat 
Bei  dem  allgemeinen  linearen  Komplex  ist  der  Mittelpunkt  stets 
bestimmt,  bei  dem  speziellen  nur  dann  nicht,  wenn  mit  a^^  —  o,^ »  a^^  =  0 
die  Achse  §  86,  (16)  unendlich  fem  liegt  (I  §  49,  (3)). 

2.  Dnrohmesser  des  Komplexes.  Der  Pol  der  Ebene  u,  v,  tr,  s 
hat  nach  §  86,  (20)  die  gemeinen  Koordinaten: 

—  m  ' 

wo: 

(4)  m  =-  a^sW  +  a^^v  +  a^^w. 
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Bei  festen  Werten  von  Uy  v,  w  und  veränderlichem  s  stellen 
diese  Gleichungen  eine  gerade  Linie  dar  (I  §  43,  (2)),  deren  Richtungs- 
kosinus  sich  verhalten  wie  a^^  :  a^^ :  a^g. 

Die  Pole  aller  Ebenen  eines  Büschels  von  ParaUdebenen  (I  §  42,  8) 
erfüllen  jedesmal  eine  Gerade,  welche  die  Hauptachsenrichtung  hat. 

Jede  solche  Gerade  soll  ein  Durchmesser  des  Komplexes  heißen  ^^*). 

Jedem  Büschel  von  Parallelebenen  (jeder  Stellung  I  §  42,  3)  eni- 
sprickt  ein  bestimmter  Durchmesser. 

Ausgenommen  sind  nur  die  Büschel,  für  welche  in  (4)  w  =  0 
wird,  deren  Ebenen  also  durch  den  Mittelpunkt  (1)  gehen  (I  §  47,  (5)). 
Zu  diesen  Büscheln  gehört  kein  Durchmesser. 

3,  Dnrohmesser  als  reziproke  Polaren.  Als  Ort  der  Pole  der 
Ebenen  eines  Büschels  ist  der  einem  Parallelebenenbüschel  entsprechende 
Durchmesser  die  reziproke  Polare  der  unendlich  fernen  Achse  des 
Büschels.     Diese  letztere  hat  (I  §  49,  4)  die  Strahlenkoordinaten: 

(5)  i>28 : jPsi  ^Äa :  J^u  :  ft4  -^4  ==  w  :  V  :  w; :  0  :  0  :  0 . 

Ihre  reziproke  Polare  hat  also  nach  §  86,  (24)  die  Koordinaten: 

(6)  QP^i-a^i^-Dv,        QP^^^az^m, 

'  9Pi%  =  «84^  -Dw,        Qp^  -  a„ w . 

Sie  hat  also  in  der  Tat  (I  §  48,  (ID))  die  Richtung  (2),  wenn 
nicht  w  =  0  ist.  Ist  umgekehrt  eine  beliebige  Gerade  von  der  Rich- 
tung (2)  gegeben,  so  kann  man  für  sie  p^^  «28?  i^24=^  ^i;  2^84 "^  ^i% 
nehmen,  worauf  nach  §  86,  (3)  a^^p^^  +  a^^p^^  +  a^^p^^  =«  0,  also  in 
§  86,  (24)  fp^D  wird  und  damit: 

(7)  pL-^.    pL-^,    K  =  0, 
also  ihre  reziproke  Polare  unendlich  fem. 

Daher  entspricht  nicht  nur  jedetn  Büschel  paralleler  Ebenen  ein 
Durchmesser,  sondern  auch  jedem  Durchmesser  ein  Büschel  paralleler 
Ebenen. 

4.  Die  Hauptachse  des  Komplexes.  Wählt  man  unter  den  ver- 
schiedenen Büscheln  paralleler  Ebenen  denjenigen  der  „Hauptebenen^^ 
aus,  die  zur  gemeinsamen  Bichtung  aller  Durchmesser  senkrecht  stehen, 
also  die  Stellung: 

haben,   so    bekommt   der   entsprechende   Durchmesser,   der   dann  die 
Hauptachse  des  Komplexes  heißt,   nach   (6)  die   Strahlenkoordinaten: 
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wo: 

(10)  *  =  g . 

In  laufenden  Punktkoordinaten  sind  daher  (I  §  48,  (12))  die  Glei- 
chungen der  Hauptachse: 

(11)  ÄM^  — ai,a;+a,4— Ä;a,i  =  0, 

«81^— ös,y  +  a,^— Äa,,«  0. 

Die  Hauptachse  ist  die  reziproke  Polare  derjenigen  unendlich 
fernen  Linie^  durch  die  alle  zu  ihr  senkrechten  Ebenen  gehen.  Daher 
gehören  äUe  Geraden,  welche  die  Achse  senkrecht  schneiden,  nach 
§  86;  12;  II  dem  Komplex  an,  wie  auch  die  aus  (9)  hervorgehenden 
Bedingungen: 

iai^-ka^z)Pti+{a^4r'f^a^i)P$i+(<^u-^(^it)Psi+^^^ 

ersichtlich  auf  §  86;  (1)  zurückfahren. 

5.  Kanonische  Gleichung  des  Komplexes.  Wir  führen  jetzt 
ein  schiefwinkliges  System  Sl^rjt  ^^^7  dessen  {[-Achse  die  Haupt- 
achsenrichtung (2)  hat.     Dann  wird  zunächst  aus  §  86;  (7): 

f  «,;  -  ^(«,A,  +  AB.  +  rJi)  =  0, 

(12)  a,;  =  E{a,k,  +  ß,B,  +  y,r,)  -  0, 

l  a/,  -  i;(a,A,  +  ftB,  +  y.r.)  -  ES. 

Es  Tenohwinden  also  a,,  und  a,'..  Umgekehrt,  wenn  a^  und  a,', 
Null  sind,  so  sind  nach  §86,  (7)  die  Normalenrichtnngen  AjiBtif, 
und  A, :  B,  :  T}  der  17g-  und  {;|-£bene  (I  §  41,  (23))  zu  der  Richtung 
(2)  senkrecht,  ist  also  die  S- Achse  ein  Durchmesser.  Ferner  wird 
nach  §  86,  (8)  unter  Benutzung  von  (2): 

0/4  -     -E(A,a;o  +  Bg^o  +  T,««)  +  («14«!  +  »ußi  +  «8*^1)» 
< ^(Ai'o  +  B,yo  +  fii-o)  +  («u«,  +  Otiß,  +  OnYt), 


(13) 


Die  gi^-Ebene  hat  die  Stellung: 
(14)  u«A,;    v^B,,    w^r,  (I§41,{23)). 

Für  den  entsprechenden  Durchmesser  gelten  nach  (3);  da  mit  (2) 
und  (14)  m  «=  ES  wird;  die  Gleichungen: 


(15) 


(16) 
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ESy  +  (hJ^-a^k^  +  Eß^s  -  0, 

ESz  +  a^Aa-  o^ißz  +  Ey^s  «  0 . 

Als  aieichuDgen  dieses  Durchmessers  folgen,  wenn  man,  um  s  zu 
eliminieren,  mit  A^,  B|,  f^  oder  A^,  B^,  fj  multipliziert  und  addiert 
(I  Anm.  1,  n,  (5)): 

i;S(Aia;  +  Bi !/ +  r^ir)  -  S(ai^a,  +  a,^/J,  +  Oj/y,)  -  0, 

Die  Koeffizienten  a^^  und  a,'^  in  (13)  verschwinden  daher,  wenn 
der  Anfangspunkt  Sl » x^^  y^,  0^  diesen  Gleichungen  (16)  genügt, 
also  die  ^- Achse  der  der  Stellung  der  gi^-Ebene  entsprechende  Durch- 
messer ist;  also: 

Die  Gleichung  des  Komplexes  §  86,  (1)  erhalt  in  einem  schief- 
winkligen System  ^^i]t  itnmer  dann  und  nur  dann  die  Form: 

(17)  pU  +  ^pL-^, 

wenn  die  i- Achse  der  der  Stellung  der  ^ri- Ebene  evUsprechende  Durch- 
messer ist.    Dabei  hat  h  den  Wert  (10)  und  ist  (I  §  41,  (26)): 

(18)  S  =  sin  gijg  «-  sin  ^rj  •  sin  (Ji?,  g) 

der  Sinus  der  Ecke, 

6«  Hauptachsengleioliung.  Wählt  man  als  1?;- Ebene  eine  Haupt- 
ebene, so  wird  die  g- Achse  die  Hauptachse.     Nimmt  man  außerdem 

den  Winkel  |iy  «  y  und  das  System  <^|ijg  ebenso  wie  Oxysi  positiv 

orientiert,  so  wird  S  =  1  (I  §  37,  (10)).    Also^*»): 

In  hezug  auf  ein  rechtwinkliges  System  ß6i?5,  dessen  %- Achse  die 
Hauptachse  ist,  lautet  die  Gleichung  des  Komplexes  §  86,  (1): 

(19)  p,;  +  äk  =  0 . 

Die  Konstante  k  heißt  der  Paraineter  des  Komplexes.  Sie  hat  nach 
(10)  das  Vorzeichen  von  D,  so  daß  nach  §  67,  13  der  allgemeine  Komplex 
§  86,  (1)  positiv  oder  negativ  gewunden  ist,  je  nachdem  D  positiv  oder 
negativ  ist.     Seine  Gestalt  ist  die  in  §  57,  13  beschriebene. 

7.  Folarentheorie  far  die  Hauptaohsengleiohting.  Die  allgemeine 
Gleichung  §  86,  (1)  nimmt  die  Form: 

(20)  ft,  +  kp^  -  0 
an,  wenn: 

(21)  a23  =  a3i  =  0,  «12^1,  01^  =  024  =  0,  aj^-*;  -B==l,  D=-ifc. 
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Daher  lauten  die  Beziehungen  §  86,  (19);  (20)  zwischen  Fol  und 
Polarebene  itir  die  Gleichung  (20): 

(22)  uiviw.S'^yi'-'Xilct:  —  kg, 

(23)  x:y  :  s!  :  t  =^  kv  :  —  hu  :  s  :  —  w , 

und  diejenigen  §  86,  (24)  zwischen  zwei  reziproken  Polaren  in  bezug 
auf  den  Komplex  (20): 

(24)  P^^>P^^'P^^'P^^'P$^'>pS^^Pt^:Pzx'.-'kp^^\p^^xp^^x-^^ 

8.  Konstruktion  der  Polarebene.  Die  Polarebene  des  Punktes 
X,  y,  0,  1  hat  nach  (22)  in  laufenden  Koordinaten  X,  T,  Z  die  Glei- 
chung: 

(25)  yX-  a;r+  k{Z-  ;?)  -  0. 

Da   nun    durch    Differentiation   der   Formeln   §  57,  (13)   nach  tp 

sich  ergibt: 

X  =  — a:,    y y,   z  —0, 

so  hat  die  Schmiegungselene  im  Punkte  x,  y,  z  irgendeiner  der 
Schraubenlinien  §  57,  (II)  in  laufenden  Koordinaten  X,  Y,  Z  die 
Gleichung^*®): 

|5(X-rr)-|j(r-y)  +  a«(Z-^)-0 

oder  mit  Rücksicht  auf  §  57,  (20): 

yX-a;r+  Ä(Z-;?)  =  0. 

Die  Polarebene  TL  eines  Punktes  P^x,  y,  z  des  Baumes  in  hessug 

auf  den  Kmnplex  (20)  isi 
daher  die  Schmiegungsd>ene 
derjenigen  Schraubenlinie 
des  Systems  §  57,  (21),  (22), 
die  durch  den  Punkt  geht 
(Fig.  175)1*'). 

Eine  Gerade  p,  die 
den  Punkt  x,  y,  z  mit 
^  irgendeinem  Punkte  X, 
y,  Z  dieser  Schmiegungs- 
ebene  verbindet,  gehört 
dem  Komplex  an. 

9.  Projektion  reziproker  Polaren  auf  eine  zur  Achse  senk- 
rechte Ebene.  Die  senkrechte  Projektion  einer  Geraden  p  auf  die 
a:y-Ebene  ist  (I  §  48,  (12)): 

(26)  .     Pu^-Puy+Pii^-O. 


Flg.  176. 
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Die  Projektion  der  reziproken  Polaren  p^  ebenso: 

(27)  l>>-i)x'iy+J>i",  =  0. 

Da  aber  nach  (24): 

so  folgt  (I  §  18,  (6))"«): 

Die  senkrechten  Projektionen  von  zwei  reziproken  Polaren  des  Kom- 
plexes auf  eine  zu  seiner  Achse  senkreckte  Ebene  sind  parallele  Gerade. 
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lU.  Abschnitt 

Einteilung  der  Flftclien  zweiter  Ordnung  nnd  Klasse. 

I.  Kapitel. 

Das  Hauptachsenproblem  der  Flächen  zweiter  Ordnung. 

§  88.  Hanptaclisenriclitimgeii  und  HanptadLsenkoeffizienteiL 

1.  Begriff  der  Hauptaohsenriohtangen  und  HauptaohBenkoelfi- 
zienten.  Wenn  die  auf  ein  rechtwinkliges  Koordinatensystem  Oxys 
bezogene  Gleichung: 

(1)        g{Xj  y,  SS)  =  a^^x^  +  a„y*  +  0»^*+  2a^yz  +  2a^^zx  +  'io^^xy 

+  2a^^^x  +  2a^^y  +  2a^z  +  a^=  0 

mittels  der  Substitution  §  66,  (16)  auf  ein  neues  recht-  oder  sdiitf- 
w;mÄ:%es  System  Sl^rii  (Fig.  176)  transformiert  wird,  so  erhält  sie  die 
t^^XliX'  Form    §  66,  (18).      Dabei    hängen    die 

sechs  neuen  Koeffizienten  ct/u  «22,  ö^, 
aj3,  ttgi,  ajj  nach  §  66,  (19)  einerseits 
nur  von  den  sechs   ersten  Koeffizienten 


^lu  ^i9  ^88?  «28;  ^su  «18  '^  (1);  anderer- 


y^fiAfis) 


seits  aber  nicht  von   dem  Anfangspunkt 
£lf  sondern  lediglich  von  den  liichiungeti 

«1»  ßiy  n;  «2>  ßiy  y«;  «8»  ßs,  n  *^  Adisen 

Flg.  176.  I,  ri,  g  ab. 

Wir  nennen  nun  diese  ein  System  von  Hauptachsenrichtutigen 
(ygi.  weiterhin  5,  II)  der  Fläche  (1),  wenn  sie  zueinander  recktwinUig 
stehen,  und  die  drei  Koeffizienten  o/j,  ag^,  a/g  verschwinden,  so  daß  die 
neue  Gleichung  die  Form  erhält: 

(2)   g{x,  y,  z)  =  < |»  +  <,i?>  +  a,',?»  +  2o;j  +  2a,>  +  2a^S  +  a^ - 0. 


Die   Koeffizienten    a 


11?  ötg«,  ttjj 


sollen    alsdann    (fi6    zugehörigen 
Hauptadisenkoeffizienien  heißen. 

2.    Bedeutung    der   HauptachBenrichtungen    in    der   Polaren- 
theorie.     Mit   Rücksicht   auf  die  Werte  §  66,  (19)   von  a,,,  a/^,  a/. 
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und    die   Bedingung   §  68^  (11)   unendlicli   ferner   harmonischer  Pole 
folgt  auch®®): 

I.  Ein  System  tan  drei  Hauptachsenrichtungen  besteht  aus  drei  zu- 
einander senkrechten  Bicktungen,  von  deren  unendlich  fernen  Tunkten 
jeder  harmonischer  Fol  der  beiden  andern  in  bezug  auf  die  Fläche  ist; 
oder  nach  §  84,  6,  VI': 

II.  Ein  System  von  drei  Hauptachsenrichtungen  besteht  aus  drei 
RifMungen,  von  deren  unendlich  fernen  Punkten  jeder  harmonische  Pol 
der  beiden  andern  sowohl  in  bezug  auf  die  Fläche  (1)  als  in  bezug  auf 
den  imaginären  Kugelkreis  ist  (die  ein  gemeinsames  Pdardreieck  der 
unendlich  fernen  Kurve  §  66,  (23)  und  des  Kugelkreises  bilden  (§  50,  2). 

3.  Notwendige  und  hinreichende  Bedingungen  der  Haupt- 
aohsenrichtungen  und  Hauptaohsenkoeffizienten.  Die  Hauptachsen- 
richtungen a^fß^,y^]  ^yßtfyi]  ^zyßtjyz  h&hen  nach  ihrer  Erklärung 
den  Gleichungen  zu  genügen  (I  §  33,  (18);  I  §  35,  (4)): 

(3)    aiHA*+yi*»i,   <+P^+r,'-h   ^z'+ßz'  +  y^-h 

(4)  a,«,  +  ft/J,  +  y,y,  «  0,     «3^1  +  /Sj/J^  +  y^y^  =  0, 

{  <3  ^  *i(«2 Ay2)«8  +  K{^tß%Yi)ßfi  +  h{^%ß^Y%)Yf^  -  0, 

(5)  I    ötgi  =•  K  («8  A  Yt)  «1  +  h  («8  ßz  Y&) ßl  +  h  («8  A  ^8)  n  ==  0, 

l  a/,  =  Ai(«i Ari)a2  +  Ki^ißiYi)ß%  +  h{^iß\Yi)Y%  =  0. 

Die  Hauptachsenkoeffizienten  sind  alsdann  durch  die  Gleichungen 

(§66,(19)): 

(6)  a/i  =  Ä(«i,  /Ja,  yO,     a^^  «  Ä(a„  ft,  y,),     a/,  =  h{a^y  ft,  y^) 

bestimmt. 

Die  zwölf  Gleichungen  (3)  —  (6)  enthalten  somit  die  vollständige 
Erklärung  der  zwölf  Unbekannten  a^^,  a^j  a^*^  «j,  ß^f  y^^  Oj,  ß^y  y^; 
«j,  J83,  73  des  Hauptachsenproblems. 

Aus  (3)  und  (4)  folgen  überdies  die  weiteren  Gleichungen 
(I  Anm.  56,  (4)): 

(7)  a,'+a,'+a,'^l,     ß^+ß^+ß,'^l,     Yi'+ Y,'+ Y,'- h 

(8)  ßiYi+  ß2Yi  +  ß^Yi-O,     yta^  +  y^a^  +  y^a^^^O, 

<hßi  +  «2ft  +  ^ßt  ==  0, 
da  0^,  «2,  CK3;   ßu  ßti  ßzi   Yi7  7%}  Yi   ^^^  Richtungskosinus  der  Achsen 
Xy  y,  Z  gegen  Ägijf  sind  (Fig.  176). 

4.  Zusammengehörigkeit  einer  Hauptachsenriohtung  und  eines 

Hauptachsenkoefflzienten.    Vertauscht  man  die  Richtungen  er,,  ß^,  y^ 

81* 


I 


484 


§  88,  4—6. 


(9) 


und  cc^y  ß^,  y^  und  zugleich  die  Eoeffizienten  a,',  und  a^^^  so  ändern 
sich  die  Gleichungen  (3)  und  (4)  im  Ganzen,  sowie  die  ersten  Glei- 
chungen (5)  und  (6)  nicht  (§  66^  (13))^  dagegen  vertauschen  sich  die 
beiden  letzten  Gleichungen  (5)  und  ebenso  (6)  untereinander.  Die 
Gesamtheit  der  zwölf  Gleichungen  bleibt  also  unverändert. 

Die   zwölf  Unbekannten   eer fallen  daher  in  drei  Gruppen  a^^,  Oj, 

ßnYti  ^ny^tßiyVi  ^^^  ^88>  ^S' /^s' ?^8'  ^^  untereinander  vertauschbar 
sindj  während  die  vier  Elemente  jeder  Gruppe  untrennbar  zusammen- 
gehören, 

5.  Notwendige  Gleichungen  für  die  einzelnen  Gruppen.     Wir 

wiederholen  die  erste  Gleichung  (6)  und  die  .zweite  und  dritte  (ö)  in 
folgender  Form  (§  66,  (19);  (13)): 

Kif^ißin)^!  +  K(^ißiYi)ßi  +  Kis^ißiY^Yi  =  <i. 
KMiri)^  +  fh{^ißiYi)ß%  +  h(jhßiVi)y%-'  ^y 
\{shßiri)^  +  hifhßiyi)ßz  +  K{^ißiyi)Yz=-^' 

Multipliziert  man  diese  Gleichungen  mit  a^j  c^,  o,  oder  /S^,  /},,  /3, 
oder  yi,yj,  ^8  und  addiert,  so  ergibt  sich  mit  Hinblick  auf  (7)  und 
(8)  und  mit  Hinzufügung  der  ersten  Gleichung  (3): 

Ki^xj  ßi^  Yi)  ^  <^n^u 

K(^yßiyYi)-<^nßu 

Ki^iyßuYÖ'-^nYu 

c^i'+ßi'+Yi'-i' 

Man  hat  daher  vier  Gleichungen,  die  nur  die  erste  Gruppe  ö^,  «j,  /3i,  yj 
der  Unbekannten  enthalten.  Durch  Buchstabenvertauschung  ergibt 
sich  für  die  beiden  anderen  Gruppen: 

\{^7  ßiy  Yi)  "=-  <^n(^2, 
Kip^^y  ß%y  Yt)  ^  (^tißiy 
hi^y  ßiy  Yi)  '^^  ^i^n^ 

I.  Die  drei  Gruppen  von  zwölf  Unbekannten  müssen  also  be- 
ziehungsweise den  drei  Systemeti  von  je  vier  Gleichungen  (10),  (11),  (12) 
genügen. 

Ein  einzelnes  solches  System  wie  (10)  hat  nach  §  68,  (3)  im 
allgemeinen  (wenn  nicht  a\^  =>  0  oder  \,  h^,  h^  identisch  0  sind)  die 
Bedeutung  (§  72,  1,  IV): 

H.  Jede  einzelne  Hauptachsenrichtung  ist  dadurch  charakterisiert, 
daß  sie  auf  der  zu  ihr  konjugierten  Ebene  senkrecht  steht 


(10) 


(11) 


(12) 


ÄsC^s;  ßa,  ra)  -  «»y», 
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6.  Hinreichende  Gleiolmngen  für  die  drei  Gruppen.  Um- 
gekehrt folgt,  ohne  daß  H^rji  als  rechtwinklig  Yorausgesetzt  wird, 
aus  den  drei  ersten  Gleichungen  (10)  durch  Multiplikation  mit  a^y  ß^y  y^ 
und  Addition  mit  Rücksicht  auf  die  vierte  Gleichung  (10): 

AiK?  ßij  7i)^i+\{^u  ßu  yi)ßi  +  K{'^i,  ßiy  yi)yi  =  öii; 

also  die  erste  (6)  (§  66,  (12)),  und  ebenso  aus  (11)  und  (12)  die  beiden 
anderen  Gleichungen  (6). 

Multipliziert  man  femer  die  drei  ersten  Gleichungen  (11)  mit 
a^,  /},,  y^  und  (12)  mit  cc^,  ß^,  y^  und  addiert,  so  ergibt  sich: 

^^^>.\h{^ß%y%yz+K{^%ßiy%)ßz+h{^^^^ 

\K{^ßzY^^2+K{^zßzYz)ß%^-K{^ß^?z)Y%^<^\z{^z^^ 

Hieraus   aber  folgt,  da  die  linken  Seiten  nach  §  66,  (13)  beide  den 
Ausdruck  a^  darstellen,  unter  der  Voraussetzung  a\^  4°  a^g  (I  Anm.  2, 
I,  (7)),  daß: 
(14)  a;3-0,     «^aa+A/^s+yjys-O. 

Ebenso  würden  aus  (12)  und  (10),  (10)  und  (11)  die  vier  anderen 
Gleichungen  (4)  und  (5)  folgen,  faUs  0^3  +  011  und  aii  +  ö^i«-  ^^® 
zwölf  Gleichungen  (10),  (11),  (12)  haben  also  dann  die  zwölf  Glei- 
chungen (3)— (6)  zur  Folge. 

Ist  dagegen  a^^ »  a,,,  so  geht  aus  (13)  nur  unter  Voraussetzung 
der  zweiten  Gleichung  (14)  die  erste  (14)  hervor. 

Die  zwölf  Gleichungen  (10),  (11),  (12)  sind  hinreichende  Bedin- 
gungen für  ein  System  von  Hauptachsenrichtungen  und  Hauptachsen- 
koeffieienten,  falls  diese  letzteren,  a\^,  a^,  öjg,  aile  drei  untereinander 
verschieden  ausfallen.  Dagegen  sind  sie  für  a^^  «-  a^^  nur  unter  Hin- 
zufügung  der  ersten  Gleichung  (4)  und  für  a[^  =  a^^  =  «33  wwr  unter 
Hinzufügung  aller  drei  Gleichungen  (4)  hinreichend. 

7.  Gleichung  für  die  Hauptaebsenkoeffizienten  allein.  Aus- 
führlich geschrieben,  lauten  die  Gleichungen  (10),  (11)  oder  (12)  mit 
*  =  1,  2,  3: 

Kl  -  «i*)«*  +  Cllißk  +  «18  n  =  0, 
«21  «*  +  (««2  -  (^kk)ßk  +0*3^=  0, 
«31«*+  «3«A+  («33-  «1*)^*=  0, 

a,'+ß,'+y,'^l. 


(15) 


Da  nach  der  letzten  Gleichung  (15)  a^,  /3^,  y^  nicht  alle  verschwinden, 
folgt  aus  den  drei  ersten  (I  Anm.  2,  II,  (9)): 
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«W  —  "tt     -U 


(16) 


•tl 


^n  ö»  ^  —  «** 

Jeder  der  drei  Haupktehsemkoeffizienten  a^,  a^^  a„  muß  daher  der 
in  l  kubischen  GJeidnmg^): 

^1  ^  «M  —  i 

genügen,     Sie  heifii  lii«  kubische   Gleichung  des  Hanptachsenprotilems 
der  Flache  (1). 


§  89.  Die  Wnneln  der  knbisclien  Oldcliiuig. 

1«  Bntwieklnng  der  Determinante  JU).   Die  Unterdeierminanien 
der  Determinante  zi(il)  in  §  88,  (17)  bezeichnen  wir  mit: 


{^ii(^) 


(1) 


«11—^ «« 


^»W=-'as»-'l  O; 


«» 


o„-X 


«i» 


n 


•11 


^.sW 


«11—^  «« 


a 


ti 


fl^,-X 


^mW=    «81  «82    ;        ^m(0  =  J«W 


Oii-A    a 


IS 


«15 


«88--^      «81  I 

Die  drei  ersten  Differentialquotienten  von  d{X)  nach  X  sind: 

(2)  ^/'(^) ^11 W  -  ^«  (-1)  -  ^».  w, 

(3)  i^"(A)  =  (a,,  -  i)  +  (oj,  -  A)  +  (a„  -  i), 

(4)  ^J"'{X)  -  -  1. 

Indem  wir  (§80,  (22))  unter  Bezugnahme  auf  die  Bezeichnung  der  (Jnter- 
determinanteu  der  Determinante  .^  in  §  66,  6  zur  Abkürzung  setzen: 

(5)  A\^  =  a„  +  «25  +  «35,       Ä^^  -  Oji  +  «28  +  <Hiy 

erhalten  wir: 

(6)  Ao)~A^,    z/'(o)  =  -^«,    \^"{o)~Äi. 

Danach  folgt  aus  der  Maclauriuschen  Reihe  für  ^{})  die  Entwicklung: 

(7)  ^(X)  -  -  X»+  Ä^X^  -  Ä,,X  +  A^. 

2.  Die  Wurzeln  der  Hauptunterdeterminanten.   Die  Gleichung: 

(8)  z/,1  (A)  =  A«  -  (a„  +  ajg)  X  +  (aogagg  -  a\^  «  0 
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hat  zwei  reelle  Wnrzeln  (§  21,  (20): 

• ^  _^____^ ^__^_  _ 

(9)  v-^l^'-V'^^f+as,,  v'=H-+V(^f+<, 

wobei: 

(10)  Xi  £  V'- 

Wir  setzen  hierüber  noch  zur  Abkürzung: 

(  Ai  -  (Oj,  -  o,,)  fl,i  o,,  +  a,,  (a»,  -  oj,) , 


Bi»  -  ^'-"""(«li-«?.)  +  2a„a„a,. 


(11) 

und  erhalten  durch  Quadrieren  und  Addieren: 

A,»  +  B,«  =  (^^  -  -^»y  (a|,  +  aj,)«  +  a|,(a|,  +  «»,)» 
und  daraus  weiter: 

(12)  V^M^B7  -  («A  +  aÄ) ■)/(^-^*-7a|, . 

3.  Bealität  der  Wurseln  von  A{X).  Die  Entwicklung  von  ^(X) 
nach  den  Elementen  erster  Zeile  gibt: 

(13)  ^(X)  =  (a,i  -  i)^u  W  +  ««^i»a)  +  «i.^i8(^) 
Daher  wird  für  die  erste  Wurzel  (9)  der  Gleichung  (8): 

-  -  ?.-i:=L'^(a«,-aJ,)4-2a„a,,a,,-(aJ,+af,)]/(?^i^    +  ai 

oder  nach  (11)  und  (12): 

(14)  J{X,')^B,-VÄ,'  +  Bj^. 
Ebenso  wird  für  die  zweite  Wurzel  (9): 

(14')  Ahl  -  Bi + VJ^^+P^. 

Da  nun  bei  allgemeinen  Werten  der  Koeffizienten  a^,  die  hierin 
auftretende  Quadratwurzel  größer  als  der  absolute  Betrag  von  B^  sein 
muß,  so  ist  ^{X^)  negativ  und  ^(A^'')  positiv,  also  mit  Rücksicht 
auf  (7): 

(15)  ^(-cx))>0,     z^(V)<0,     z/(V')>0,     ^(+<x>)<0. 
Daher  hat  ^{X)  drei  reelle  Wurzeln  X^,  X2,  X^  zwischen  den  Grenzen: 

(16)  -  00  <  ;ii  <  A/  <  ^  <  Xi"  <  Aj  <  +  00. 

Die  kubische   Gleichung  zi(>L)  =  0   hat  stets  drei  reelle   Wurifdn 

Dies  ist  auf  anderem  Wege  bereits  §  50,  7  bewiesen  worden. 
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4.  Besiehnng  der  Wuneln  Ton  A{X)  und  von  ^(i(X).  Bei  all- 
gemeinen Werken  der  Koeffizienten  a^^  gelten  die  Ungleichungen  (15) 
auch  für  die  Wurzeln  V;  W  ^^^  ^nW  -  0  und  Jl,',  A,"  von  ^^^{1)^0, 
so  daß: 

(17)  ^a,')<0,    ^(O>0,    V-1,2,3, 
und  wie  in  (16)  folgt: 

Die  Wurzeln  A^,  ilj,  Xj  der  kubischen  Gleichung  z/(Jl)  =  0  haben 
gegen  die  Wurzdn  >L/,  X{'  der  quadratischen  Gleichung  -^«(X)  ==  0  die  Lage: 

(18)  -  oo  <  X,  <  V  <  X,  <  V  <  ^  <  +  oo,     »  «  1,  2,  3. 

Der  Verlauf  der  Kurven: 

(19)  ft-^(A);    .«  =  ^«(i), 

bezogen  auf  ein  rechtwinkliges  Koordinatensystem  SlXfi^  ist  in  Fig.  177 
schematisch  dargestellt.    Aus  dieser  gehen  die  weiteren  Ungleichungen: 

(20)  Mh)>o,   ^«(^)<o,  M^)>o 

/u'^uU)  hervor,  wobei  wie  in   (18)  i^ 
die  algebraisch  mutiere  Wurzel 
vonz/(Z)=«0,  also  Ai  <  JLg  <  ;, 
ist. 
^14^3^  Bei  besonderen  Werten  der 

^X       Koeffizienten   a^,    können    die 
Ungleichheitszeichen    in    (18) 
>.iia;   mid  (20)   teilweise  in  Gleich- 
heitszeichen übergehen. 

5.  Zweifache  Wurzeln  der  kubischen  Gleichung.    Ware  für  einen 

Wert  X  neben  J{X)  =  0  auch  ^^^{X)  =-  0,  ^„(i)  =  0,  J^^{X)  «  0,  so 
wäre  nach  (2)  /d'{)^  —  0,  also  X  eine  Doppel wurzel,  also: 

L  Für  eine  einfache  Wurzel  der  Gleichung  z/(X)  =  0  Icönnen  nie- 
mals olle  drei  Hauptunterdeterminanten  -^ii(A),  ^22 (^)>  ^t${^)  9^^ 
zeitig  verschunnden. 

Infolge  des  §  19^  (7)  abgeleiteten  Determinantensatzes  ist  nun  mit 
Rücksicht  auf  (2);  (3)  identisch  in  X  (§  50,  (25)): 

(21)  J'\X)  ^  ^1{X)  +  ^UX)  +  ^l(X) 

+  2z/|3(A)  +  2^,,{X)  +  2^],(X)  +  ^{X)^'{X), 
Bei  reellem  X  folgt  daher  aus: 

(22)  ^(^)  =  0,    ^'(^)  =  0 

H'tftts  * 

z/,i(A)  =  0,      -4„(A)-=0,       ^85(A)-0, 


Fig.  177. 


1 


(23) 
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Fig.  178. 


Da  aber  die  Gleichungen  (22)  fQr  eine  zweifache  Wurzel  X  bestehen^ 
die  als  solche  stets  reell  ist^  so  ergibt  sich: 

IL  Für  eine  zweifadie  Wurzel  der  Gleichung  ^(A)  =  0  verschwin- 
den alle  Unterdeterminanten  ^ti{X). 

Genügt  umgekehrt  eine  Größe  X  den  sechs  Gleichungen  (23),  so 
genügt  sie  nach  (2)  und  (13)  auch  den  beiden  Gleichungen  (22). 

in.   Wenn  für  eine  u*JcA) 

Größe  X  alle  ünterdeter-     f^ 
minanten     d^^  (X)      ver- 
schwinden, so  ist  sie  eine 
(mindestens)  zweifache 
Wurzel  von  /1{X)  =  0. 

Da  nach  (18)  jl^  und 
X^  durch  X^  getrennt  sind^ 
so  können  nur  mit  X^=^X^ 
oder  X^^  X^  zweifache 
Wurzeln  entstehen.  Nach  (18)  und  (20)  wird  dann  (Fig.  178)  in 
diesen  zwei  Fällen  bezüglich: 

(24)  Xj-V  =  ^,    ^«(^)>0 

oder: 

(24')  A,  =  V'  =  ^8,    ^«(^i)>0. 

6.   Dreifache   Wurzeln   der  kubischen   Qleiohung.     Wäre   für 

einen  Wert  X  neben  ^(A)  =«  0  und  z/'(>l)  =  0  auch  Oji — il  =  0, 
0^2  —  A  =»  0,  o^z'"  ^^^y  8^  "^'^xe  nach  (3)  -^"(^)  =  0,  also  X  eine 
dreifache  Wurzel. 

IV.  Für  eine  zweifache  Wurzel  der  Gleichung  J{X)  =  0  können 
niemals  alle  drei  Hauptelemente  a^  —  X,  a^s  ~  ^y  ^s»  ""  ^  gleichzeitig 
verschwinden. 

Infolge  des  §  19,  (23)  abgeleiteten  Determinantensatzes  ist  nun 
mit  Rücksicht  auf  (2),  (3)  identisch  in  A  (§  50,  (25)): 

(25)      i  ^"^x)  ^  (o,,  -  xy  +  (a,,  -  xy  +  («33  -  xy 

+  2a|3  +  2a3^  +  2al,  -  2^\X). 
Bei  reeUem  X  folgt  daher  aus: 

(26)  ^'W--0,    ^'\X)^0 
stets: 

(27)  «u  —  A  =»  0,  a„  —  A  =  0,  a^—  X^  0,  a„  =  0,  a^^  =  0,  a^,  =  0. 

Da  aber  für  eine  dreifache  Wurzel  X  neben  -^(A)  =  0  die  Gleichungen 
(26)  bestehen,  so  ergibt  sich: 
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V.  Für  eine  dreifache  Wured  der  Gleidtung  J(X)=-0  verschwinden 
aUe  Elemente  der  Determinante  J{X). 

Aus  (27)  folgen  als  notwendige  Bedingungen  einer  dreifachen  Wurzel: 

(28)  a„  -  0,8  =  a^,  0,3  -  0,  o^,  -  0,  a,^  =  0, 

die  man  nach  §  88^  (17)  als  hinreichend  erkennt. 

VI.  Die  Bedingungen  (28)  sind  für  eine  dreifache  Wurzel  der 
Gleichung  z/(>l)  ««  0  notwendig  und  hinreichend. 

Die  dreifache  Wurzel  selbst  ist  dann: 

(29)  Xj  =  A,  =  Aj  =  a^i  =  flr„  =  a^^, 

7.  Notwendige  und  hinreichende  Bedingungen  für  eine  zwei- 
fache WurseL  Die  Bedingungen  (23)  einer  zweifachen  Wurzel  sind 
nicht  unabhängig  voneinander.  Die  Auswahl  einer  hinreichenden 
Anzahl  unabhängiger  unter  ihnen  ist  aber  bei  verschiedenen  Voraus- 
setzungen verschieden. 

Für  die  Determinante  ^(A)  ist  unbedingt  und  identisch  in  X 
(I  Anm.  1,  n,  (6)): 

«81^11  W  +  «B2^H  W  +  («BS  -  ^)A,W  -  0, 
(SO)  1^^"  ""  ^^"^21 W  +  <^li^nW  +  «18^28 W  =•  0, 

«21^81  W  +  K2  -  ^)^82(^)  +  ^n^szW  =  0; 
{a,,  -  X)z/3,(A)  +  a,,J^{X)  +  a,,J,,{X)  =  0. 

Demnach  ist  unter  der  Voraussetzung  der  drei  letzten  Gleichungen  (23), 

nämlich: 

(31)  ^„W  =  0,    ^«(X)-0,    ^i,(A)-0, 

Bach  (30): 

ö»i^iiW  =  0,    o„z/i„(A)  =  0,    o,j^/m(X)  =  0, 

öt2i-^iiW=-0,    a32^„(Z)  =  0,    a„z/38(^)«0. 

Hieraus  folgen  aber,  falls  ajg+O,  «51  + 0,  a,2  +  0  ist,  die  drei  ersten 
Gleichungen  (23): 

(33)  ^u(^)  =  0,      ^22^  =  0,      ^88^  =  0. 

I.  Ist  ttjs  +  0,  agi  +  0>  «12  +  0?  *'^  ^*^^  ^'^  ^''^^  Bedingungen  (31), 
oder  wflkÄ  (1)  entwickelt  (§  66,  6): 

(34)  (j:^,  +  a^aX  =  0,     cfji  +  a^^X  =-  0,     a^,  +  a^gX  =  0, 
oder  mit  Elimination  von  X: 

(35)  aj3 :  «81 :  a^^  =  a,, :  aj^ :  a^j , 
/ttr  eine  zweifache  Wurzel  hinreichend^^). 


(32) 


§  89,  7—8.  491 

Ist  femer  o^,  =  0,  a^^  +  0,  a^^  +  0;  so  ist  nach  (1) : 

also  eine  der  notwendigen  Bedingungen  (23)  nicht  erfüllt. 

II.  Ist  einer  und  nur  einer  der  drei  Koeffieiewten  a^^,  a^^,  a^,  NuU, 
so  ist  Jceine  zweifache  Wurzd  möglich, 

Ist  weiter  a^  +  0,  a^^  —  0,  «u  «=  0,  so  folgen  aus  (31)  mittels 
(32)  nur  die  zwei  letzten  Gleichungen  (33)^  so  daß  erst  mit  Hinzu- 
nahme von  ^11(1)  =  0  alle  Gleichungen  (23)  hervorgehen.  Da  in- 
dessen die  beiden  letzten  Gleichungen  (31)  in  diesem  Falle  nach  (1) 
von  selbst  erfüllt  sind,  so  folgt: 

III.  Ist  nur  einer  der  drei  Koeffizienten  o^,,  a^^,  a^^  nicht  Null, 
etwa  0^8+  0,  Oji**  0,  a^«  0,  so  sind  die  Bedingungen: 

^,ia)-o,  ^„(x)-»o, 

oder  nach  (1)  entuncJcdt: 

(a„-  A)(a33  -  X)  -  ttg^j  =  0,    a^^-- X  ^  0, 
oder  mit  Elimination  von  k: 

(36)  (a^i  -  ajj)  («n  -  «ss)  -  «23  ^  0, 

ür  eine  zweifache  Wurzel  hinreichend, 

Ist  endlich  0^3  =  a^^  —  a^g  ^  ^9  so  sind  die  drei  letzten  Gleichungen 
(23)  erfüllt,  und  die  drei  ersten  lauten: 

(«22  -  -1)  («88  -  ^)  =  0,  (a33  —  X)  (a^  —  X)  =  0,  (a^  -  X)  (a,^  ~  A)  =  0. 

IV.  Sind  die  drei  Koeffizienten  a^^,  aj^,  a^  aZfe  iVwK,  so  ist  für 
eine  zweifache  Wurzel  hinreichend,  daß  zwei  von  den  Koeffizienten  a^^, 
^22;  ^83  gleich  sind, 

8.  VersolLwindende  Wurzeln   der   kubisohen   Gleichung.     Für 

die   drei  Wurzeln    X^y  X^,  A3   der   kubischen    Gleichung  z/(A)  =  0   ist 
nach  (7): 

^1+^  +  ^8=  -^44; 
(37)  ^2^8  +  ^^1  +  ^1^2  =^  -^44> 

^1^2  A3  =  -^44.    • 

Daher  sind  für: 

'A^^=^0:  alle  drei  Wurzeln  Jlj,  Xj,  X^ 


(38) 


von  Null  verschieden  und  ihr  Produkt  A^] 
A^=-0,    A^^  +  0:  eine  Wurzel  Null, 
'     zwei  von  Null  verschieden  und  ihr  Produkt  A^^] 
A^=  0,    A^^  =  0,    -4j|^  +  0:  zwei  Wurzeln  Null, 

eine  von  Null  verschieden  und  gleich  J.^^. 
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Soll  an  der  algebraischen  Grrößenfolge  >ti  <  ^s  ^  ^^  ^^  ^^  (^^)/ 
festgehalten  werden,  würden  im  zweiten  Fall  die  Möglichkeiten: 
ii=0<;i,<X8,  Ai<X,=  0<;i3,  Zi<A,<  Aj—O  und  im  dritten 
die  Möglichkeiten:  1^=  k^^  0  <i  X^^  ili<ilj=JL3=0  vorliegen. 

9.  Positive  und  negative  Wnrseln.  Ist  A^^O,  so  folgt  aus 
der  dritten  Gleichnng  (37),  daß  die  Vorzeichen  der  Wurzeln  X^y  Ji^,  l^ 
die  folgenden  sein  müssen: 

für  A^>0:  +  +  +  oder +, 


<39) 


für  -4^<  0 :  —  +  +  oder 


Zur   weiteren  Unterscheidung   dient   die  Regel  von  Descartes:   Wenn 
alle  Wurzeln  einer  Gleichung  z/(A)  =  0  reell  sind,  so  hat  sie  so  viel 
positive  Wurzeln,  als  Zeichenwechsel  in  ^(X),  nnd  so  viel  negative 
Wurzeln,  als  Zeichen  Wechsel  in  -^(—  A)  vorkommen  **\). 
Nun  ist  hier: 

^  (A)  ^  -  A»  +  <,A«  -ä;^i  +  a^, 

^(-  X)  -      X'+  A-,X'+  AiX  +  A^, 

Daher  sind  drei  Zeichenwechsel  von  ^(>l)^  also  drei  positive  Wurzeln 

vorhanden  für: 

(40)  ^i;>0,    Ai>0,    A^>0 

und  drei  Zeichen  Wechsel  von  -^(—  A),  also  drei  negative  Wurzeln  für: 


(40-) 


^;;<o,  Ai>o,  ^^<o. 


Beide  Bedingui^en  (40)  und  (40')  laufen  darin  zusammen,  daß  /Sr: 
(41)  Ai>0,    A^A':,>0 

(mit  Ausschluß  der  Gleichheit)  alle  drei  Wurzeln  einerlei  Zeichen  haben. 
Durch  Verbindung  von  (39)  und  (41)  aber  folgt: 
Die  Vorzeichen  der  drei  Wurzeln  der  Gleichung  z/(>L)  =  0  bestimmen 

sich  für  -4^4  4=0  ötws  folgender  Tabelle: 

(42) 


^44+0 


^„>0 


A,,<0 


^44^4'4>0,    A4'4>0 

-^44  -^44 1  -^44  nicht  beide  >  0 

Für  A^^  =  0,  A^  +  0  haben  die  beiden  nicht  yerschwindenden  Wurzeln 
die  Vorzeichen  (§  21,  (25)): 

(43)  ^;,>0,    ^;;>0:+  +  ; 

a;^>o,  ^;;<0: — ; 
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§  90.  Anzahl  und  Bestimmung  der  Hauptachsenriclitungen. 

1.  Die  SU  einer  Wurzel  der  kubischen  Gleichung  gehörige 
HauptachBcnrichtung.  Jeder  HauptaclisenkoefGzient  a/^  ist  nach  §  88^ 
(16)  eine  Wurzel  X^  der  Gleichung  J{k)  =-  0.  Die  zu  ihm  und  da- 
mit Jiu  der  Wurzel  X^  gehörige  Hauptachsenrichtung  aj^,  /J^,  y^  muß  dann 
nach  §  88,  (15)  den  Gleichungen: 

Kl-  '^*)«*+  <^l^ßk+  «18^==  0, 

(1)  <Hi^k+  («22 -  ^i^ßk  +  (hzYk -  ^y 

«81«*+  «82  A+  («83—  -^4)^*=  0, 

die  wegen,  ^{X^  =  0  miteinander  verträglich  sind,  und  der  Gleichung: 

(2)  «l  +  Ä  +  y|^i 

genügen. 

2.  Die  8U  einer  einfachen  Wurzel  gehörige  Hauptaohseiiriohtung. 
Ist  nun  Xf^  eine  einfache  Wurzel,  für  die  nach  §  89,  5,  I  niemals  alle 
ünterdeterminanten  von  ^{X)  verschwinden,  so  geben  die  Gleichungen 
(1)  für  die  Verhältnisse  der  zugehörigen  Bichtungskosinus  (I  Anm.  2, 
n,  (10))  in: 

(3)  a^:ßj^:y^^  z/^i (A^)  :  z/, j (X^)  :  z^i« (X^) 

=  z/,i(X,):z/„(X,):z^,j(A,) 

'  =-^8i(^*):^82(^*):^88(^*) 
stets  ein  und  nur  ein  bestimmtes  Wertsjstem.   Mit  diesem  ist  zuzüglich 
der  Formel  (2)  die  zugehörige  Hauptachsenrichtung  selbst,  abgesehen 
von  der  Pfeilspitze,  bestimmt  (I  §  33,  8). 

Zw  einer  einfachen  Wurssd  A^  gdwrt  stets  eine  und  nur  eine  den 
Gleichungen  (1)  und  (2)  entsprechende  Hauptachsenrichtung, 

Aus  (3)  folgt,  wenn  man  die  linke  Seite  der  Proportion  für  die 
erste  Zeile  mit  a^  multipliziert  und  einen  Proportionalitätsfaktor 
einführt  *«i): 

Pi «?  =  ^11  (^a).     9i  ^kßk  =  ^12  (^*);     9i  «*n  =  -^18  (^*)» 
und  ebenso,  wenn  man  für  die  zweite  Zeile  mit  /3^  multipliziert: 

Qi^kßk  =  ^21  (^*)?     Qißl  =  ^22(^4);     QißkYk  =  ^28  (^*)- 
Hiernach  ist  aber  wegen  ^i^{X^  =  -^21(^4)  *nch  (>i==  p2-     Somit  kann 
man  an  Steüe  von  (3)  auch  schreiben: 

(4)  !^"*  "  ^ii(^*)^       Qßl  -  ^22(^*),       Qrl  -  ^^{K)y 

l(>/3*n=-  ^23(i*)»        Qyk^k-^  -^8l(^*)>        9«*/5*=  ^12('^*)? 

wo  nunmehr  nach  (2)  und  §  89,  (2): 

(5)  Q  =  -  z/'CA,). 
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3«  Fall  von  drei  einfachen  Wnneln.  Sind  nun  alle  drei  Wurzeln 
Xj^  einfache  Wurzeln^  so  gehört  zu  jeder  von  ihnen  eine  bestimmte 
Hauptachsenrichtang  a^,  ßj^,  y^,  die  den  Oleichnngen  (1)^  (2)  entspricht 
Die  drei  Gruppen  (k  =  1,  2,  3)  von  je  vier  Größen  a/^  =  X^y  a^,  ß^,  y^ 
genügen  also  den  Gleichungen  §  88,  (15),  bezüglich  §  88,  (10)  —  (12), 
die,  weil  die  Xj^  aUe  drei  verschieden  sind,  nach  §  88,  6  für  ein  System 
von  Hauptachsenrichtungen  und  zugehörigen  Hauptachsenkoefßzienten 
hinreichend  sind. 

Sat  die  Jeubische  Gleichung  z/(A)  =  0  drei  verschiedene  Wurzeln 
Xj^  (Je »  1, 2, 3),  so  gibt  es  stets  ein  und  nur  ein  System  von  drei  zueinander 
senkrechten  Hauptachsenrichtungen  «j^,  /5^,  y^  der  Fläche  mit  den  ßu- 
gehörigen  Hauptachsenkoeffusienten  a^^  «  X^. 

Wie  die  drei  Wurzeln  X^y  so  sind  die  drei  Gruppen  a/j^,  a^,  ß^,  y^ 
nach  §  88,  4  vertauschbar  und  können  beliebig  auf  die  Koordinaten- 
achsen ^,  rj,  t  von  §  88,  1  verteilt  werden,  etwa  nach  der  algebraischen 
Größenfolge  von  A^  <  il^  <  ilj . 

4.  Die  8U  einer  Eweifaohen  Wnrsel  gehörige  Hauptaehaen« 
richtung.  .  Ist  A2  =  X^  eine  zweifache  Wurzel,  so  daß  für  sie  nach 
§  89,  5,  11;  6,  IV  alle  ünterdeterminanten  ^t,(>l),  aber  nicht  alle 
Elemente  aj^^^— X,  ötj,(fe  +  0  verschwinden,  so  wird  die  entsprechende 
Hauptachsenrichtung  (1),  mit  k=^  2  oder  3,  einfach  unbestimmt.  Die 
Gleichungen  (1)  besagen  dann,  indem  sie  alle  drei  gleichbedeutend 
werden,  nur,  daß  die  Richtung  cc^y  ß^,  y^  oder  «3,  ß^y  y^  zu  der  Richtung: 

(6)  =*  «81  •  «2J  —  ^i  •  ö» 

senkrecht  steht. 

Zu  einer  zweifachen  Wurzel  X^^  X^  gehären  00^  Saupiachsen- 
richiungen  cc^,  ß^,  y^  oder  «3,  ^j,  ^3,  die  zu  der  Richtung  (6)  senkrecht  sind. 

5.  Fall  einer  einfachen  und  einer  sweifaohen  WvameiL  Ist  nun 
Xj  eine  einfache  und  il,  =  A,  eine  zweifache  Wurzel,  so  gehört  zn  Jl, 
nach  (3)  eine  bestimmte  Hauptachsenrichtung: 

zu  A, "  Ag  aber  cxd'  zu  der  Richtung  (6)  senkrechte  Hauptachsen- 
richtungen. Wählt  man  unter  diesen  irgend  zwei  rechtwinklige  a^,  /},, 
T',  und  O},  j3,,  T'g  aus,  fügt  also  noch  die  Bedingung: 


f 

II 

Jl 


§  90,  5-7.  495 

hinzu^  80  genügen  die  drei  Größengnippen  a/i  =  Aj,  «i, /S^,  y^;  a^^X^y 

«2?  A>  y«;  ö^ss  ==  ^  "■  ^2;  «3'  A>  rs  den  Gleichungen  §  88,  (15),  bezüglich 
(10)  —  (12),  die  nach  §  88,  6  bei  Hinzunahme  von  (8)  für  ein  System 
von  drei  zueinander  senkrechten  Hauptachsenrichtungen  hinreichend 
sind. 

Die  Hauptachsenrichtung  (7)  muß  daher  auch  mit  der  Richtung 
(6),  auf  der  die  zwei  andern  Hauptachsenrichtungen  a^,  ß^^  y^  und 
^s,  /Sg,  ^s  senkrecht  stehen,  zusammenfallen,  was  wir  schon  durch  die 
gleiche  Bezeichnung  cc^,  ß^,  y^  vorweggenommen  haben.     Also: 

Ist  k^  eine  einfache  und  Aj  =»  Aj  eine  zweifache  Wurzel  von  -^(A)  ==»  0,. 
so  ist: 

f        Al  (k)  '  A2  (k)  •  As  ik)  -  ^21  (^1)  :  ^22  (^)  '  ^25  (^1)  = 

(9)  ^,,{X,)  :  ^,,{l,)  :  J^(l,) 

[  =  ttu      Ajj  :  a^j :  a^g  =»  a^^  :  ag^      ^  '  a^  =  a^^  :  a^^ :  0^3      A^. 

Hat  die  kubische  Gleichung  ^(A)  ==  0  eine  einfache  A^  w«g(  zweifache 
Wurzel  Aj«  Aj,  so  ^26^  es  cxd'  Systeme  von  Hauptachsenrichtungen  der 
Fläche,  nändich  eine  bestimmte  Hauptachsenrichtung  (7)  oder  (6)  wm^ 
-0e<?ei  beliebige  zu  ihr  und  zueinander  senkrechte  Richtungen.  Zu  jener 
gehört  der  Hauptachsenkoeffizient  A^,  zu  diesen  je  A,  =  Aj. 

6.  Fall  von  drei  gleichen  Wurzeln.  Ist  A^  «=  Ag  =-  Aj  eine  drei- 
fache  Wurzel,  so  werden  mit  Rücksicht  auf  §  89,  (27)  die  Gleichungen 
(1)  für  k  =  1,  2,  3  identisch  erfüllt.  Die  Gleichungen  §  88,  (10)  —  (12> 
sind  daher  nach  §  88,  6  erst  unter  Hinzunahme  der  drei  Bedingungen 
§  88,  (4)  hinreichend. 

Hat  die  kubiscJie  Gleichung  z/(A)  =  0  eine  dreifache  Würzet 
k^  ^i'^  ky  ^^  9^^^  ^  ^  Systeme  von  Hauptachsenrichtungen  der 
Fläche,  nämlich  irgend  drei  zueinander  senkrechte  Richtungen,  und  zu 
jeder  gehört  der  Hauptachsenkoeffizient  Aj  =  A8==  A3. 

7.  Gesamtergebnis  der  Hauptaohsentransformation.  Aus  den 
vorstehenden  Entwicklungen  geht  schließlich  hervor: 

Die  auf  ein  rechtwinkliges  Koordinatensystem  Oxyz  bezogene  Glei- 
chung einer  Fläche  zweiter  Ordnung: 

(10)  g(x,  y,  z)  =  a^^x^  +  a^^y*  +  a^;?  +  2a^^yz  -f  "ia^^zx  +  "ia^^xy 
+  2ai^a;  +  ^a^^y  +  "üa^^z  +  a^=-  0 

nimmt  durch  die  Transformation: 

x^x^-^-a^l  +  «^1? +  «35, 

(11)  y  =  yo+ftS  +  M  +  ^35:, 


] 
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auf  ein  neues  rechtwinkliges  Koordinatensystem  Sl^fitf  dessen  Achsen 
i,  rj,  ^  bei  hdifhigem  Anfangspunkt  Sl  ^  x^,  y^,  ß^  die  stets  vorhandenen 
Hauptachsenricktungen  der  Fläche  haben,  folgende  Formen  an{%  21^  13): 
(12)    K^,y,^)=-^xg^  +  W  +  ^6*  +  2a;j  +  2a;,i?  +  2a;,£  +  a;,  =  0, 

wo  i'i,  ^,  ^  die  nicht  verschwindenden  Wurzeln  der  Gleidiiing: 
^(i)  =  0  in  §  89,  (7)  {Xil,lt= -^u)  sind. 

a)   Die  Hanptachsenrichtnngen   |,  i;,  £   sind   f&r   drei   ut^leidw 
Wnrzeln  i.f{i  =  1, 2, 3)  eindeutig  bestimmt,  und  zwar  ist  nach  (3): 

(13)  «t'-^s-yt  =  Ai{^i)-^kt(^)-A»(h)> 

«.  :  A  :  y,  =  ^*i (^)  :  ^m(^)  :  ^»(i,),      Qc  =  L  2, 3). 

h)  {&T  Xi+  Xf=  If  ist  I  eindeutig  bestimmt  und  das  Paar  ij,  s 
einfach  unbestimmt  (in  der  i;g-Ebene  drehbar),  und  zwar  ist: 

(14)  «1 :  A :  yi  =  ^H  (Ai) :  ^m  (i.) :  ^m  (^i), 

I  («11  -  ^»)a,  +  «11 A  +  ««y«  =  0 , 

(15)  o«a«+(«M-'^)A+o»jy*=0, 

ffl8ia<+  «8»A+  (««8— ^y<=  0, 

(16)  «,«,  +  AA  +  y»y.  =  o, 

mit  i  =  2,  3,  und  gilt  gleichzeitig  die  Formel  (9). 

c)  für  Aj  =  A,  =  Ij   ist   das  System   |,  17,  ^  dreifadi   unhestimmt 
(um  £1  drehbar)  und  dabei: 

«j«8  +  AA+y.y»  =  o, 

(17)  a.«i  +  AA  +  y»yi  =  o, 

a,aj+ AA  +  yiys=0- 

2.  Für  A^^  =  0,  Ä;^  +  0: 

(18)    g(x,  y,  g)  =  X,n*  +  A,£'  +  2<J  +  2a,>  +  2ait  +  <,  =  0, 

WO  Xj    und    Aj    die    nicht    verschwindenden    Wurzeln    der    Gleichung 
J{X)  =  0  (AgXj  =  A'^  sind. 

a)  Die  Hauptachsenrichtungen  ij  ri^  l  sind  für  A,  +  A3  eindeutig 
bestimmt,  und  zwar  aus  (13)   mit  X^  =  Q  in  der  ersten  Zeile. 

b)  für  Aj  ==  Aj  ist  I  eindeutig  bestimmt,  und  zwar  durch  (14)  mit 
Ai  =  0,  wobei  auch  Formel  (9)  mit  A| «  0  gilt,  dagegen  ist 
das  Paar  iy,  g  einfach  unbestimmt  (in  der  lyf- Ebene  drehbar) 
und  entspricht  den  Formeln  (15)  und  (16). 


§  90,  7.     §  91,  1. 
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3.  Füi-  A^^^O,  Ai  =.  0,  ^^  +  0: 

(19)  g{x,  y,  e)  -  k,l^+  2a;j  +  2a;,i?  +  2a^t  +  <  =  0, 

wo  l^ ""  A'^^  die  einzige  nicht  yerschwindende  Wurzel  der  Gleichung 
^(A)  ist. 

Die  Hauptachsenrichtung  |  ist  eindeutig  bestimmt,  und  zwar  durch 
(14),  das  Paar  ri,  f  aber  bleibt  einfach  unbestimmt  (in  der  lyg- Ebene  dreh- 
bar), und  zwar  entspricht  es  den  Gleichungen  (15)  und  (16)  mit  1^=^  0, 

4.  Für  ^,,==0,  ^;^-o,  a;;,^o: 

(20)  g{x,  y,  z)  «  2<,|  +  2a;,i?  +  2a^e  +  a^  =  0. 

Es  sind  weder  Hauptachsenrichtungen  noch  Hauptachsenkoeffi- 
zienten mehr  Torhanden. 

Auf  die  algebraische  Größenfolge  der  Wurzeln  Xi,  l^^  i^  (§  89,  (18)) 
ist  in  dieser  Tabelle  keine  Rücksicht  genommen. 

§  91.  Invarianten  der  Fläche  zweiter  Ordnung  im  gemeinen  Koordinaten- 
system. 

I.  Übergang  von  einem  recMwinkligen.  zu  einem  sohiefwink- 
ligen  System.  Transformiert  man  die  auf  ein.  rechtmnJdiges  System 
Oxyz  bezogene  Gleichung  der  Kurve  zweiter  Ordnung! 

(1)     fipc,  y,  ßy  t)  -=  a^a;*  +  a^jy*  +  a^^z^+  2a^ye  +  2a^^zx  +  2a^^xy 

+  2a^^xt  +  2a^^yt+  2a^^zt  +  a^fi=-  0 

durch  die  Substitution  (I  §  37,  (13);  (16)): 


(2) 


(3) 


(Sx  =  \x  +  B^y  +  r^z  +  Sx^t, 
Sy^\x  +  B^y  +  r^z+Sy^'t, 
Sz^fi^x+B^y  +  r^z+Sz^'t, 

\St'^  St 


(X  =  a^x  +  a^y  +  a^z  +  xj, 

y  -  f^^x  +  M  +  ft/  +  y^i, 

z  =•  y^x  +  y^y  +  y^z  +  z^t\ 

\t  -  ^', 

auf  ein  beliebiges  sdiieficinJdiges  System  0'xyz\  so  haben  die  Koeffi- 
zienten der  neuen  Gleichung: 

(4)      f{x,  t/,  z,  t)  =  al,x'^  +  a,,y'^+  a^,/'  +  2a;,y'z  +  2a,,z'x 

+  2a;^xy'  +^2a;^xf  +  2a;,y't'  +  2a;^zt'  +  a^r^ ^  0 

die  Werte  -§  66,  (19)  — (21).  Gleichzeitig  finden  die  Beziehungen 
§  75,  (8) — (10)  statt,  so  daß  für  die  Substitutionsdeterminante  die 
doppelte  Darstellung  gilt: 


(5)     S  = 


«1  /*!  ri  0 ' 

«^3  A  ^3  0  / 
^0  Vo   ^0  ^ 


(6)     S  -  Bin  a-'j/'/  = 


«^  A  yi 
«»  ßt  7t 

«»  A  y» 


Staude,  Fülchen  a  weiter  Ordnung. 
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2»  Zwei  Determinanten  als  Invarianten.  Nach  dem  Moltipli- 
kationstheorem  der  Determinanten  (I  Anm.  1,  Y^  3)  ist  anter  Be« 
nutzung  des  Wertes  (5)  Ton  S  and  mit  Rücksicht  aaf  die  Werte 
§  66,  (11);  (14);  (8): 

ÄiKAyi)  *i(aiAyi)  *»(«iAyi)  Kd^ßtri) 
h(«ißtrt)  hi«,ß»r,)  K(«tßiy»)  *4(a»Ayi) 
*i(«.Ays)  f^(.«»ß»r»)  *»(««Ay«)  Ki«»ßtrt) 

^i(*oyo«o)    ffti^oVo^o)    Ä(a^oyoO    ffd^^oVo^o) 
xmd   abermals    nacb    demselben   Multiplikationstheorem    und    §  66, 
(19)-(20);  (9): 


8- 


<hi 

o„ 

<ht 

%« 

! 

«n 

«M 

<h» 

«»4 

_ 

% 

«»« 

«M 

Ou 

«« 

«41 

a^g 

«u 

(7) 


s». 


»11 

»12 

«18    «14 

«11 

«» 

»28    »24 

0^81 

»82 

»88    »84 

«41 

«42 

»43    »44 

»11  »12  »18  »14   . 

»21  »W  »«  »24 

»81  »32  »88  »34 

f  f  f         f 

OtM*  CLa,^  dtm  CLm. 

41  42  48       44 


Ebenso  folgt  nach   dem  Mnltiplikationstheorem  (I  Anm.  1^  Y,  2) 
unter  Benutzung  des  Wertes  (6)  von  S: 


S- 


und  weiter: 


»11  »12  »18 
»21  »22  »28 
»81    »82    »88 


h{^%ßi7i)  Kifhßiri)  Kifhßivd 
Ki^iß^rt)  Kif'tßtYt)  KifhßtVt) 
Ai(«8Än)  Kishßi?^  h{<^tßirz) 


(8) 


S'- 


"12    »18 


»11    »12    »18 


=    a,i  a^  a„ 

»31    »82    »88 


»11  »1 

»21    »22    »28 
»81    »88    »88 

Beim  Übergang  von  einem  recktrvinkligen  System  Oxye  zu  einem 
schiefwinkligen  O'x'yg  bestehen  zwischen  deti  Koeffizienten  der  beider- 
seitigen Gleichungen  (1)  und  (4)  die  Beziehungen  (7)  und  (8). 

3«  Kugel  und  Fläche  sweiter  Ordnung.  Die  Gleichung  der  um 
den  Punkt  (/=«  Xq,  y^y  Zq  beschriebenen  Kugel  vom  Radius  r: 

(9)  1c{x,  y,  z,  0  ==  (^  -  ^oO*+  (y  -  yoO'+  (^  -  ^o^y-  r'i'-  0 
lautet  in  dem  schiefwinkligen  System  Cfxyz'  nach  (2): 

(10)  Ä(:r,y,i?,0-^'M-y*  +  ^'H2ayV+'2/3/a;'  +  2ya;Y-r*^'«-0, 

wo* 

a  =«  cos  yV  =•  a^aj  +  jSj A  +^2^81 

/3  =  cos  /ä:' = «3«!  +  A/^i  +  ys^i  > 

y  ^  cos a;'y'  =  a^aj  +  ft/Sg  +  ^1^2 • 
Demnach  geht  die  Gleichung: 
(12)  f{x,  y,  z,  t)  -  kh{x,  y,  e,t)^0 


(11) 


t1 


(14)      S^'  [a^i         «21  —  ^  (hz 

I  ^Sl  ^8  ^8 
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bei  beliebigem  Werte  Ton  X  durch  (2)  über  in: 

(13)    f-kk  =  a;^x'^  +  "'  +  a;^t'^-X{x'^  +  y^  +  0^  +  2ay/  +  2ßzx 

+  2ya;Y-r»<'«)-0. 

Da  aber  auch  für  die  Fläche  zweiter  Ordnung  (12)  der  Satz  (8) 
gelten  muB^  ist  identisch  in  X: 

ö^ii"-  ^  «18— y^  »18."-/'^ 

«21  —  y^  ««  —  -^    «j8~"  «^ 

«81 -/^^    «M  — «^    «83  —  -^ 

Diese  Gleichung  enthält  schließlich  nur  mehr  die  Koeffizienten 
von  (1)  und  (4),  so  daß  sich  ergibt: 

Beim  Übergang  von  einem  rechtwinkligen  System  Oxyz  zu  einem 
schiefwinkligen  O'x'y'z  besteht  zwischen  den  Koeffizienten  der  beider- 
seitigen Gleichungen  (1)  und  (4)  identisch  in  X  die  Beziehung  (14),  wo 
S  ncuih  (6)  und  a,  ß,  y  nach  (11)  dem  System  öx'y'z'  eigentümlich  sind. 

Durch  Gleichsetzen  der  Koeffizienten  der  beiderseitigen  Potenzen 
von  X  folgen  dann  aus  (14)  neben  (8)  die  weiteren  Gleichungen: 

(15)  S«=  1  -  «»-  ß'-y'+  2aßY  (I§37,(8)), 

(  S'ia,!  +  ««  +  «88)  -  «n(l  -  «*)  +  ««(1  -  ß")  +  <a  -  /) 

(16)  +  2a;,(ßy  -  a)  +  2ai{ya -  /J)  +  2a[^{aß  -  y), 

'  ^(«11  +  «22  +  «88)  ='  «11  +  «M  +  «88  +  ^o,',«  +  2a^^ß  +  2a[^y, 
(§  89,  (5)). 

4.  Invarianten  im  gemeinen  Koordinatensystem.  Dividiert  man 
die  Gleichungen  (7),  (8)  und  (16)  durch  /S^,  so  hängt  die  linke  Seite 
jeder  Gleichung  nur  von  a^,,  die  rechte  nur  von  a/„  S,  a,  ft  y  ab. 
Geht  man  also  von  demselben  rechtwinkligen  System  Oxyz  zu  ver- 
schiedenen schiefwinkligen  O'x'y  z  über,  so  bleibt  die  rechte  Seite 
bei  wechselnden  Werten  von  a^',,  S,  a,  /3,  y  immer  der  unveränderten 
linken  Seite  gleich.  Indem  man  also  die  Gleichung  (1)  für  den  Augen- 
blick fallen  läßt  und  in  der  auf  das  schiefwinklige  System  bezogenen 
Gleichung  (4)  die  Akzente  unterdrückt,  kann  man  den  Satz  aussprechen: 

Die  Koeffizientenverbindungen  :^) 

«iia~«')  +  gii(l-/>')  +  fl88a-y')+2at8(i^y-«)  +  2a,^ (y«-/3)  +  2a,,(ttj?~  y) 

S* 

«11  +  «>t  4-  «88  +  2«,s«  +  2g,i  ß  +  2g^^y 

S* 

der  Gleichung  der  Fläche  zweiter  Ordnung: 

(18)        fix,  y,  z,  t)  =  a^a?*  +  a^y^  +  •  •  •  +  2a^zt  +  aj,^  =  0 

32* 
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haben  in  jedefu  schirf-  oder  rechtwinkligen  Koordinaiensystem  Oxyn 
denselben  Wert,  faUs  a  ^  cos  ya,  ß  »>•  cos  ex,  y  «  cos  xy  die  Kosinus 
der  jedesmaligen  Ächsentpinkd  sind  und  S^  die  Bedeutung  (15)  hat. 
Beim  rechtwinidigen  System  ist  also  w  ß  ^y  ^0,  5"-l. 

5.  Die  kubische  Gleichnng  der  Hauptaohsenkoeffizienteii  bei 
schiefwinkligen  Koordinaten.  Da  die  Gleichung  (14)  identisch  in  X 
gilt,  so  sind  auch  die  Wurzeln  A  »  A^,  A,,  X^  der  beiderseitigen  Deter- 
minanten dieselben.     Es  folgt  also  mit  Bücksicht  auf  §  88,  (17): 

Ist  eine  Fläche  zweiter  Ordnung  durch  ihre  Gleichung  (4)  in  besug 
auf  ein  schiefwifüdiges  Koordinatensystem  O'xyz'  mit  den  Achsenwinkd- 
kosinus  a,  ß,  y  gegd)en,  so  lautet  die  kuhische  Gleichung  der  Hauptachsen- 
koeffmenten  Aj,  Aj,  Aj.*®') 


(19) 


«11 

—  i. 

a»  -7^ 

«1» 

< 

-yX 

a'^-X 

«« 

< 

-ßX 

«M  -  aX 

«M 

-ßX 
— •  «JL 

—  X 


0 


^f^fi^Ts^ 


^'^v^rzysipp 


Die  Wurzeln  der  Gleichung  sind  stets  reell, 

6.  Invarianten  des  Kegels  aweiter  Ordnung.     Mit  a^^  «  o^^  == 

a^  =«  ^44 »"  0  kommt  die  auf  Oxyz  bezogene  Gleichung  (1)  auf  die 
Gleichung  eines  Kegels  zweiter  Ordnung  im  Bündel  des  Anfangspunktes 
0  zurück  (§  80,  (1)): 

(20)    h{xy  y,  z)  =  a^yX^  +  a^y^  +  a^^z^  +  2a^^yz  +  2a^^zx  +  2a^^xy  =  0, 

wobei   man   x,  y,  z   als   Koordinaten    ebensowohl   des  Punktes  P  im 

Baume   wie    des   Strahles   p  ^  OP  im 
Bändel  nehmen  kann. 

Für   den   Kegel   (20)   gelten    beim 

Übergang  zu  einem  konzentrischen  schief- 

oder  rechtwinkligen  System  O^iyJ;  (in  (2) 

^(fiißzßii    ^o=*yo=-^o  =  0  und  g,  1?,  g  für  x\  y\  z') 

y^tßi/t)  ebenfalls  die  Invariantenbeziehungen  (8) 

^'  "'•  und  (16). 

Insbesondere   sind    bei   ebenfalls    rechtwinkligem    System   0\r^X 

(Fig.  179)   die   in  §  80,  (18)   zur  Klassifikation  benutzten  Ausdrücke 

invariant  (§  50,  (42)).i««) 

7.  Der  Kugelkegel.  Beim  Übergang  von  dem  rechtxcinldigen 
System  Oxyz  zu  einem  konzentrischen  rechtwinkligen  O^ri^  bleibt  die 
Länge   des  Leitstrahls  (I  §  33,  (13))  OP  eines  Punktes  P   und  damit 


fff^zßzyzj 


f 


'f 
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auch  die  Gleichung  des  imaginären  Eugelkegels  im  Räume  oder  im 
Bündel  (§  84^  (9))  selbst  inyariant: 

(21)  x'+  y«+  xr^-  £*  +  ^'+  i^-  0. 

Man  kann  diesen  Satz  noch  etwas  anders  auffassen.  Denkt  man  sich 
nämlich  den  Strahl  OP  (Fig.  179)  als  p'  =-  ^,  iy,  g  mit  dem  Koordinaten- 
system 01,71%  starr  yerbunden  und  dreht  das  System  O^ril  bis  zum 
Zusammenfall  mit  Oxyz  (Fig.  180),  so  bleiben  die  Koordinaten  £,  iq,  % 
des  Strahles  p  während  dieser  Bewegung  immer  dieselben.  Daher 
bestehen  zwischen  der  alten  Lage  p  =^  x,y,a 
und  der  neuen  p'  ^l,7j,%  in  bezug  auf  die 
nunmehr  identischen  Systeme  Oxye  und  O^rjt 
nach  wie  vor  die  Gleichungen  (2)  (mit  den 
in  6.  angegebenen  Änderungen).    Infolge  von 

(21)  genügt  dann  jeder  Strahl,  der  in  seiner 
alten  Lage  der  Gleichung  x*+  y^+  z*=^0  ge-    i^i. 

%Mf%  j '  FicF.  180. 

nügt,  auch  in  der  neuen  Lage  der  Gleichung 

I*  +  ij*  +  f*  =  0.    Beide  Gleichungen  beziehen  sich  aber  nun  auf  das- 
selbe System  Oxye  ^O^ti^.    Daher  ergibt  sich:^*) 
Der  imaginäre  Kugdkegd: 

(22)  x*+y^+z^^O 

bleibt  bei  jeder  Drehung  des  (starren)  Baumes  um  den  Mittelpunkt  des 
StraUenbündds  fest. 

8.  Der  imaginäre  Kugelkreis.     Wie  die  Gleichung  (22)  bleiben 
auch  die  Gleichungen  des  imaginären  Kugdhreises  (§  84,  (10')): 

(23)  .  x^+y^  +  z^=0,t^Q 

in  jedem  rechtwinkligen  Koordinatensystem  dieselben.  Da  somit  die 
Ebene  j?  =  0  in  bezug  auf  ihn  als  beliebige  Ebene  des  Raumes  gelten 
kann  und  die  Gleichungen: 

(24)  ir«+y>=0,  ^  =  0,^  =  0 

nach  §  12,  (25)  die  Kreispunkte  der  o^^-Ebene  darstellen,  so  folgt: 

Jede  Ebene  des  Baumes  wird  von  dem  imaginären  Kugelkreis  in 
ihren  Kreispunkten  geschnitten.^) 

§  92.  Anwendungen  der  Invarianteneigenschatten  auf  besondere 

Flächen. 

1*  Beohtwinklige  Halbmesser  der  BUipsoide  und  Hyperboloide. 
Erhält  die  auf  ein  rechtwinkliges  System  Oxyz  bezogene  Gleichung 
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des  Ellipsoids  oder  Hyperboloids: 

wie    in  §  12,  (11)   in   einem   beliebigen  konzentrischen  System  O^r^^ 
die  Form: 

(2)  /7  -  S  +  J^  +  ~!  +  2(»i?g  +  2tfg6  +  2t|i?  -  1  -  0, 

und     ist    das    zweite    System    O^i^g    ebenfalls    rechtwinklig  (S^l, 
a^ß^y^O),  so  ist  nach  §  91,  (16): 

(3)  n +  ;?  +  ir«^  5^ +  &«+?• 

Da  aber  X,  ^,  v  nach  (2)  die  (reellen  oder  imaginären)  Langen 
der  in  die  Achsen  \,  i],  g  fallenden  Halbmesser  der  Fläche  sind,  so 
folgt  (§22,9):») 

Die  Summe  der  reziproken  Quadrate  dreier  rechtwinkliger  HaJb- 
messer  des  Ellipsoids  oder  Hyperboloids  ist  konstant. 

Bei  dem  gleickseitigen  Hyperboloid  (§  64,  (8))  ist  die  Summe  der 
Koeffizienten  der  drei  Quadrate  l\  r^,  ^  in  jedem  rechtwinkligen 
System  O^tj^  gleich  Null. 

2.  Konjugierte  Durohmesser  der  EUipsoide  und  Hyperboloide. 

Erhält   die   Gleichung  (1)   in   bezug   auf  ein   schiefwinkliges   System 
Oirji  aus  drei  konjugierten  Durchmessern  nach  §  72,  (14)  die  Form: 

(4)  g-^^  +  ^+^-i-o, 

so  folgt  aas  §  91,  (8)  und  (16): 

(5)  ^Vk-'-xW'    ^^)  ^{h+h+i)-'-^+'-^+'=/ 


t    t 


Statt  (5)  hat  mau  nach  §91,  (6)  auch: 

(8)  XV»''8in*Si?S  =  a«6V, 

und  (6)   und  (7)  kann  man  mittels  (5)  auf  die  Form  bringen  (vgl 
§  91,  (11)): 

(9)  n^v^  s'm^rji  +  vU«  sin^l  +  ^V*  sin^li?  =  6*c*  +  cV  +  a*b\ 

(10)  A*  +  |[i*  +  i;*  =  a^  +  6>  +  c\ 

Man  erhält  also   die  bereits  §  72,  (23)  abgeleiteten  Gleichungen 
als  Ausdruck  der  Invarianteneigenschaften  §  91,  (8);  (16)J*) 
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3.  Durohmeoier  and  konjugierte  Tangenten  der  Faraboloide. 
Nimmt  die  Scheitelgleichung  des  Paraboloids: 

(11)  p-?T+ -l  +  aa^-o 

I 

in  bezug  aaf  ein  schiefwinkliges  System  Sl^tii  wie  in  §73,  (8)  die 
Fonn  an: 

(12)  <7-^  +  S  +  2|=-0, 
80  folgt  aus  §  91,  (16): 

(13)  S.(^^  +  ^)-i^  +  i^/;         (14)       S«^-!,.-^., 

oder  auch: 

(15)  ftV8in»|»/g=-feV, 

(16)  /*»  sin»  in  +  v*  sin»  |g  -  6»  +  c», 
wie  §  73,  (13);  (12)  gefunden. 

4.  Hanptaohsentransfomiation  eines  einBOhallgen  Hyperboloids. 

Soll  die  in  bezug   auf  ein  schiefwinkliges   System    0^1]^  gegebene 
Fläche: 

(17)  _^_il       |l_l_0 

^     ^  mn        nl        Im 

mit  reellen  Konstanten  l,  m,  n  anf  ihre  Hauptachsen  Oxyz  transfor- 
miert werden,  so  daß  (vgl.  §  74,  (14)): 

(18)  ^2^_i^-|!L-l«  x,x'+  A,y«+  X,.?«-  1, 

80    sind    A^,  Ag,  k^    die    reellen   Wurzeln    der    kubischen    Gleichung 
§  91,  (19)  mit: 


(19)   { 


2mn'       «  2nl'       "  2;»»' 

und  ist  nach  §  91,  (16);  (8): 

mn  nl      .         Im  \  i   •    -»   «    "s/f 

~  Ii4i^  (^'  +  m^  +  w^  +  2^v^-,  {amn  +  ßnl  +  ylm) 

Danach  sind  von  den  drei  Wurzeln  yL^,  X3,  Jl,  entweder  eine  oder 
alle  negativ.  Das  letztere  ist  aber  nicht  möglich,  da  sonst  die  Fläche 
ein  imaginäres  Ellipsoid  (§55,  1)  wäre,  während. sie  doch  nach 
§  74,  5  reelle  Gerade  enthält.     Es  kann  also  etwa: 
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(^)  ^1  ==  ^«  >      ^»  ==  5«  1      ^  =  —  ^ 

genommen  werden,  womit  wie  §  74,  (14): 

(21)  -  ,^1^'JS  +  «»es  +  »U  +  Ifnn]  -  f!  +  ^.  -  ^'  -  1. 

Die  in  schiefwinkligen  Koordinaten  |,  ly,  £  gegebene  Fläche  (17)  is^ 
^6^  6m  einschaliges  Hyperboloid. 

5.  Bauminlialt  des  dnroh  drei  Erzeugende  bestimmten  Parallel* 
epipedons.  Ist  andererseits  das  einschalige  Hyperboloid  durch  seine 
HauptachsengleichuDg: 

(22)  S  +  S--?=l 

gegeben,  so  besteht  nach  §  74,  (14)  die  Gleichung  (21),  wenn  die 
Achsen  5,  17,  5  irgend  drei  gleichnamigen  Erzeugenden  fy  g^h  paraüd 
genommen  werden.  Dabei  sind  2Z,  2m,  2 71  die  Eantenlängen  des  nach 
§  74,  5  durch  /*,  p,  A  bestimmten  Parallelepipedons.  Von  den  als- 
dann geltenden  Invariantenbeziehungen  (19)  gibt  zunächst  die  dritte 
in  der  Bezeichnung  (20): 

(23)  4Z«w»««S«-a«6V 
oder: 

(24)  8lmn  sinli^g  =  4abc. 
Also  (I  §  39,  (9)): 

Der  Bauminhalt  des  von  irgend  drei  gleichnamigen  Erzeugenden 
des  einschaligen  Hyperboloids  bestimmten  Paraüdepipedons  ist  von  der 
Auswahl  dieser  Erzeugenden  unabhängig }^^) 

Die  beiden  ersten  Gleichungen  (19)  geben  in  der  Bezeichnung  (20) 
unter  Benutzung  von  (23): 

(25)  (Z*+  m»+  w«)  -  2{amn  +  ßnl  +  ylm)  =  a^+V-  c*; 
(26)4?mn{(a-^y)Z  +  (/S-H^  +  (y--a^)n}«a»6V(^  +  ^--l). 

6.  Das  gleiohseitige  Hyperboloid.  Das  Hyperboloid  (17)  ist 
nach  §  74,  7  dnrch  drei  den  Achsen  |,  9;,  £  parallele  Gerade  fj  g^h  ge- 
geben, die  ein  Parallelepipedon  mit  den  Ecken  5  =  ±  ?,  1?  =  ±  w, 
g  =  ±  n  bestimmen.  Sind  nun  die  drei  Geraden  /*,  jr,  h  je  zueinander 
senkrecht,  so  ist  auch  das  Achsensystem  0%r{%  rechtwinklig  und 
tt  »  /3  =  ;/  »  0,  5=1,  so  daß   die  Invariantengleichungen  (25)   und 

(26)  geben: 

(27)  P+^«+n»=aH6»-o«,     l.  +  i,--i==0, 
aus  denen  mit  Rücksicht  auf  §  64,  (3);  (8)  hervorgeht: 
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Eine  Gerade,  die  an  drei  zueinander  senkrechten  tvindschiefen  Ge- 
raden gleitet,  beschreibt  ein  gleichseitiges  einschaliges  Hyperboloid;  die 
Ecken  des  durch  die  drei  Geraden  bestimmten  Parallelepipedons  liegen 
auf  der  Kugelfläche  der  senkrechten  Erzeugenden, 

7.  Das  gleiohseitige  EotationshyperboloicL  Sind  die  gegebenen 
Geraden  /)  g,  h  Kanten  eines  Würfels,  also,  neben  a  =  /J  =  y  =  0,  S=l, 
l  =  m  ^n,  so  ist  für  die  Wurzeln  der  kubischen  Gleichung  §  91,  (19) 
nach  (19): 

3  1 

^1  +  ^  +  ^S  ^^  ^>       ^  ^8  +  ^  ^1  "r  ^  ^  ■"  4 14  >       ^1  ^  ^  =•  4  jfä  • 

Die  Wurzeln  sind  daher: 

^  ""  ^  ^^  2^/«  ^     ^  ^^       /i  > 
und  die  Gleichung  (21)  gibt  mit  Rücksicht  auf  (20): 

a?'  +  y*  _  ^'  _  1 

Eine  Gerade,  die  an  drei  windschiefen  Kanten  eines  Würfels 
gleitet,  beschreibt  ein  gleichseitiges  einschaiiges  BotcUionshyperboloid 
(§64,(9)  mit  o>-2P). 

8.  Invariantengleiohungen  des  hyperbolisohen  Faraboloids. 
Besteht  für  ein  hyperbolisches  Paraboloid  beim  Übergang  von  einem 
rechtwinkligen  System  Oxyz  zu  einem  schiefwinkligen  «$2^97  £;  die 
Gleichung  §  74,  (32): 

(28)  i^f_26  =  f;-4-25r, 

SO  ist  nach  §  91,  (16),  wo  jetzt  alle  a^^  au£er  a^,  =  2  :  mn  verschwinden: 


VI*  n* 


Daraus  erhält  man,  wenn  man  die  zweite  Gleichung   durch   die  erste 
vereinfacht: 

(29)  m^n^S^  =  4b^c\  (30)  mn  (a  -  j3y)  =  6*  -  c^. 

Hierbei  waren  nach  §  74,  8  die  rj-  und  f-Achse  irgend  zwei 
ungleichnamige  Erzeugende,  und  die  Gleichung  (29)  besagt,  daß  der 
EauminJialt  des  in  §  74,  ^  eingeführten  FaraUelepipedons  von  der 
Wahl  dieser  Erzeugenden  unabhängig  ist}''^) 

Sind  die  rj-  und  f-Achse  die  beiden  Scheitelerzeugenden,  nach 
§  65,  (17)  die  einzigen  zur  x- Achse  senkrediten  Erzeugenden,  so  werden 
die  Kosinus  §  91,  (11),  da  in  der  Bezeichnung  von  §  62,  (3)  «1=  1, 
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ft^-O,  yi=0;   «,=  0,  A-/5,  y«=-y;    «8  =  0»  Ä^/J»  y»=y  ist: 

(31)  a  ^  cos*  m  —  ein*  co,     /J  =  0,     y  «  0, 

and  die  Gleichung  (30)  gibt  übereinstimmend  mit  §  62,  (4);  (6): 

(32)  mn  -  6«  +  c«. 

§  93.  Arten  der  nnendlicli  fernen  Kegelschnitte  nnd  der  EegeL 

1.  Arten  der  unendlich  fernen  Kurve  der  Fl&che  sweiter  Ord- 
nung. Die  F^he  §  90,  (10)  schneidet  nach  §  66,  (23)  die  unendlich 
ferne  Ebene  ^  »  0  in  der  Kurve: 

welche  bei  der  homogen  gemachten  Darstellung  §  90,  (12)  die  Glei- 
chung erhält: 

(2)  hl^+^n'+hV-Q,  T  =  o. 

Mit  Rücksicht  auf  §  71,  (10)  ergibt  sich  dann  aus  §  89,  (42);  (43) 
nach  dem  Vorzeichen  und  dem  Verschwinden  der  Koeffizienten  ^yl^ylii 
Die  unendlich  ferne  Kurve  der  Fläche  zweiter  Ordnung  §  90,  (10) 
hat  folgende  Formen^): 

1.  A^^Ä^^^Of     -4^>0:  Imag.  eigen tl.  Kegelschnitt; 

2.  A^A'^^j  A\^  nicht  beide  >  0:  BeelL  eig.  Kegelschnitt; 


(3)  J«  +  0 


-^44-0,    ^«  +  0 


3.  Ä^  >  0:  Imag.  getrennt.'  Linienpaar; 
^         '  4.  Ä^^  <  0:  ReelL  getrennt.  Linienpaar; 


A^  =  0,  -4^^  =  0,  Ä^  +  0:  5.  Doppellinie; 

A^  —  0,  Ä^j^  =»  0,  Ä^^  —  0:  6.  Unbestimmt. 

Es  sind  die  Spezies,  die  nach  §  50,  (38)  ein  Kegelschnitt  über- 
haupt haben  kann. 

2.  Hauptaohsengleiohung  der  Kegel  zweiter  Ordnung  und 
Klasse  im  Bündel.  Die  Hauptachsentransformation  der  FUicJie  zweiter 
Ordnung  §  90, 7  erledigt  zugleich  aber  auch  (§  21, 15)  diejenige  des  Kegds 
zweiter  Ordnung  §  80,  (1).  Man  hat  nur  in  §  9«),  (10)  «u^Oji^aji 
=»a^=0  und  in  §90,  (11)  x^^  y^^  z^^O  zu  nehmen,  wodurch 
die  Koeffizienten  a\^,  a^j,  a^^j  agg,  ajj,  a^,  in  §  66,  (19)  nicht  be- 
einflußt werden,  und  dann  unter  or,  y,  z  Strahlenkoordinaten  im  Bündel 
zu  denken  (I  §  49,  6). 

Sie  erledigt  femer  auch  die  Hauptachsentransformation  des  Kegds 
zweiter  Klasse  §  80,  (!'),  da  im  Bündel  die  Transformationsformeln 
für  die  Ebenenkoordinaten  u,  v,  w  dieselben  sind  wie  für  die  Strahlen- 
koordinaten x,  y,  z  (I  %  50,  (6);  (7)).     Es  folgt  also: 


IJ 
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Die  auf  ein  rechtwinkliges  System  Oxye  im  Bündel  bezogene  Glei- 
chung des  Kegels  zweiter  Ordnung  oder  zweiter  Klasse: 

H(u,  v,  w)  =-  6iiM*  +  ftjjt?*  -f  .  .  - 


(40 


in  laufenden  Strahlen-,  bezüglich  Ebenenkoordinaten  kann  durch  Trans- 
formation auf  ein  rechtwinkliges  neues  System  Oxy'z  mittels  der 
Formeln: 


u  =  a^u  +  a^v'  +  cc^w\ 
(5')     {v  ^  ß,u' +  i'^v' +  ß,w', 
w^  y^u'  +  y^v  +  y^w 


a:  —  a^x  +  o^y  +cc^z, 

(5)     {y -- ßtx  +  ß,y' +  ß,z\ 

z^^y^x+y^y+y^z, 

stets  auf  die  Form  gebracht  werden: 

(6)  A,rc'«  +  A,y«  + V'-O.         1(6')    ftiU'«4.fi,t;'«  +  ^3«;'»  =  0. 

Dabei  sind  dann  ^u  ^y  ^  und  fi^,  i»^,  ft,  die  Wurzeln  der  Glei- 
chungen: 

(7)  A»  -  Ä'Ji?  +  AX-A^O,     I  (7')  ft«  -  B'V*  +  5>  -  ^  -  0, 

da  die  fTw^erdeterminante  A^  der  Fläche  in  §  89,  (7)  für  den  Kegel 
nach  §  80,  (9)  die  volle  Determinante  ist  und  entsprechend  ^^,  A'l^ 
beim  Kegel  nach  §  80,  (18)  mit  A\  Ä'  zu  bezeichnen  sind. 

3.  Klassifikation  der  Kegel  aweiter  Ordnung  und  Elasse  im 
BündeL  Die  BedeutuDg  der  Gleichung  (6)  ist  nun  nach  §  71,  (1);  (32) 
bekannt,  da  sie  ganz  dieselbe  bleibt,  mögen  x,  y ,  z  Strahlenkoordi- 
naten im  Bündel  oder  Punktkoordinaten  im  Räume  sein  (I  §  72,  (16); 
§71,  (8)).  Die  Bedeutung  der  Gleichung  (6')  ist  nach  §  71,  (8)  be- 
kannt« (I  §  71,  (8');  (19')),  da  diese  in  Ebenenkoordinaten  w',  v\  w  des 
Bündels  dasselbe  darstellt  wie  unter  Hinzufügung  der  Bedingung 
5'  «=  0  in  Ebenenkoordinaten  u\  t?',  w\  s'  im  Räume.  Somit  ergibt 
sich  zur  weiteren  Gliederung  der  bereits  §  80,  10  erhaltenen  Ein- 
teilung  nach  dem  Rang  folgende  Übersicht  aller  in  der  Gleichung  (4) 
enthaltenen  Kegd  zweiter  Ordnung  im  Bändel: 

1.  AA">0,  A'>0:  Imag.  eigentl.  Kegel; 

2.  AA",  A'  nicht  beide  >  0:  Elliptischer  Kegel; 

3.  A'>0:  Imag.  getrennt.  Ebenenpaar; 

4.  ^' <  0:  Reell,  getrennt.  Ebenenpaar; 

^  ==  0,  ^'  ==  0,  A"  +  0:  5.  Doppelebene. 

Für  den  Kegel  zweiter  Klasse  (4')  tritt  nur  B  an  Stelle  von  A 
und  Strahlenpaar,  DoppelsiraM  an  Stelle  von  Ebenenpaar,  Doppelebene. 


(8)        A  +  0 


^  -  0,  ^'  +  0 
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4«  Der  gleiohBeitige  KegeL  Wenn  zwischen  den  Koeffizienten 
der  Gleichung  eines  Kegels  (4)  die  Beziehung  besteht: 

(9)  Ä"^  «11  +  0»+  0^»=  0, 

so  ist  diese  nach  §  91,  (16)  gegen  eine  Drehung  des  rechtwinkligen 
Achsensystems  invariant  (a  =  jS  =  y  =  0,  iS  =  1).^**) 

Führt  man  nun  ein  neues  rechtwinkliges  System  Oz'y/  ein, 
dessen  a;'-Achse  {y'^O,  /»O)  selbst  dem  Kegel  angehört,  so  muft 
in  der  neuen  Gleichung: 

(10)  d^y'^  +  a^z^  +  2a^y/  +  2a;,/x  +  2a\^xy  =  0 

der  Koeffizient  a\^  Yon  x'^  verschwinden,   und   muß   wegen   der  In- 
Varianz  der  Bedingung  (9): 

(11)  «M  +  «U  =  0 

sein.     Die  y'/- Ebene  x'^=^0   schneidet  alsdann   den   Kegel   in   dem 
Linienpaar: 

(12)  a^^y^  +  aj,/*  +  2a^^ye  =  0, 

welches  nach  (11)  rechtwinklig  ist  (§  21,  15;  (40)). 

Unter  der  Bedingung  (9)  hat  der  Kegel  zweiter  Ordnung  (4)  die 
Eigenschaft,  daß  er  von  jeder  Bündelebene,  die  zu  einer  Erzeugenden  senk- 
recht ist,  in  zwei  untereinander  senkrechten  Erzeugenden  geschnitten  wird. 

Jede  Erzeugende  bildet  daher  mit  zwei  anderen  ein  rechtwinkliges 
Ächsensystem. 

Er  ist  ein  gleichseitiger  Kegel  (§  64,  3;  4). 

6*  Der  dual  gleichseitige  KegeL  Dieselbe  Betrachtung  kann 
auf  den  Kegel  zweiter  Klasse  (4')  angewendet  werden,  wo  bei  der 
Transformation  (5')  ebenfedls  die  Bedingung^®*): 

(13)  B"  =  6„  +  i„  +  6„  -  0 

invariant  bleibt.     Ist  dann  die  y'/- Ebene  t;'=0,  w'==0  selbst  Tan- 
gentialebene, so  wird  die  Bedingung  (13)  in  dem  neuen  System: 

(14)  ^ »;,  +  6;«  -  0, 

und  durch  die  ^'-Achse  u' »  0  geht  das  Tangentialebenenpaar: 
(15)  b',,v'  +  b',,w'  +  2b',,v'w'^0, 

welches  nach  (14)  rechtwinklig  ist  (§  21,  16  und  I  §  49,  18). 

Unter  der  Bedingung  (1;5)  hat  der  Kegel  zweiter  Klasse  (4^)  die 
Eigenschaft,  daß  durch  jeden  Bündelstrahl,  der  zu  einer  Tangential- 
ebene senkrecht  ist,  zwei  zueinander  senkrechte  Tangentialebenen  gehen. 

Jede  Tangentialebene  bildet  daher  mit  zwei  anderen  ein  recht- 
winkliges Ebenensystem, 

Der  Kegel  ist  der  dual  gleichseitige  (§71,  10). 
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IL  Kapitel. 

Zurüokführung  der  allgemeinen  Oleiohung  auf 

kanonische  Formen» 

§  94.  Einteilimg  der  Fläclieii  zweiter  Ordnimg  naoh  dem  Mittelpunkt. 

1.  Allgemeiner   Begriff  des   Mittelpunktes.     Für   die   auf  ein 

rechtwinkliges    (oder    schiefwinkliges)    Koordinatensystem    bezogene 
Fläche  zweiter  Ordnung: 

+  2a^^yz  +  2a3,  ax  +  2ai^xy  +  2a^^xt  +  2a^^yt  +  2a^^zt  =  0 

soll  im  Anschluß  an  §  68^  (6)  jeder  Pankt^  dessen  homogene  Koordi- 
naten den  drei  Gleichungen: 

/i  =  ^11  a:  +  a^^y  +  a^^z  +  a^J;  =  0, 
(2)  l/i  =  a^x  +  a^y  +  a^^z  +  a^J  =  0, 

genügen,  ein  Mittelpunkt  heißen. 

Ein  Mittelpunkt  in  diesem  (weiteren)  Sinne  ist  entweder  endlich 
(t=^l)y  und  dann  auch  ein  Mittelpunkt  in  dem  (engeren)  Sinne 
§  68,  (6),  oder  unendlich  fem  (t «  0).  In  beiden  Fällen  ist  seine  Polar- 
ebene nach  §  68,  (14)  die  unendlich  ferne  EbenCy  sofern  er  überhaupt 
eine  bestimmte  Polarebene  hat  (/*4  +  0). 

2.  Mittelpunkt  und  Doppelpunkt.  Da  die  Gleichungen  (2)  einen 
Teil  der  Gleichungen  §  67,  (32)  des  Doppelpunktes  bilden,  so  folgt 
(§  23,  2): 

I.  Jeder  endliche  oder  unendlich  ferne  Doppdpunkt  ist  zugleich  ein 
(auf  der  Fläche  selbst  liegender)  Mittdpunkl. 

Mit  Rücksicht  auf  §  66,  (6)  folgt  aus  den  vier  Gleichungen: 

/;^o,  r,==o,  f,^0',  f^o 

stets: 

f,t «  0. 

IL  Ein  endlicher  Mittdpunkt  (f^  -  0,  /", «  0,  /i  «  0,  ^  =  1),  der  auf 
der  Fläche  liegt,  ist  stets  ein  Doppelpunlct  (/*^=  0);  und  ebenfalls  aus 
§  66,  (6): 

III.  Ein  unendlich  femer  Mittelpunkt  (/;  =  0,  /;  «  0,  /;  =-  0,  ^  =  0) 
liegt  stets  auf  der  FläcJie  (f  =  0),  auch  wenn  er  kein  Doppdpunkt  ist. 
Er  liegt  eben  mit  seiner  Polarebene  vereinigt  (§  68,  9,  I). 
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3.  Die  Ansabl  der  Mittelpunkte.  Die  Gleicliimgen  (2)  stellen 
drei  Ebenen,  die  Polarebenen  der  unendlich  fernen  Punkte  der  Koordi- 
natenachsen (§  68^  (14);  I  §  47,  (^0)),  dar,  deren  gemeinsame  Punkte 
Mittelpunkte  sind.  Es  ist  daher  zu  unterscheiden,  ob  die  drei  Ebenen 
einen  Funkt  oder  eine  Gerade  gemein  haben  oder  alle  drei  eusammen- 
fallen  (I  §  51,  3).«>) 

Wenn   die   Unterdeterminanten   dritten  Orades   der  Koeffizienten 
7on  (2): 
(3)  -4^4,  A^^f  -4j4,  Ä^  nicht  alle  0 

sind,  hat  demnach  die  Fläche  einen  einzigen  bestimmten  Mittelpunkt 
mit  den  Koordinaten  (1  §  51,  (11)): 

Wenn  ferner: 

(5)  ^,4-0,     ^4=0,    Ä^^O,    A^^O, 

aber  die  Unterdeterminanten  zweiten  Grades  aus  zwei  Zeilen  (2): 

(6)  «*i;  «*2^  «^*s>  «*4;  «*5;  «*6>  ^  ^  h  ^,  3>  »icht  alle  0 

sind,  hat  die  Fläche  eine  Mittelpunktsachse  mit  den  Achsenkoordinaten 
(I  §  51,  4): 

(')  383  =  93i:2?2:5i4:3§4-384==«Ai:««:«*8:«^*4-*«*5--a*6;  *  "  1,  2  oder  3. 
Mit  (5)  ist  stets  auch  die  Determinante: 

(8)  A  =  0. 
Wenn  sodann: 

(9)  «41  =  0,  a^sj^O,  «48  =  0,  «u-O,  a^ß^O,  «46=0,  *=  1,2,3, 
jedoch  die  Koeffizienten  von  (2)  selbst: 

(10)  a^i,  a^g,  a^sf  ^kAf  *  ==  1>  2,  3,  nicht  alle  0 

sind,  hat  die  Fläche  eine  Mittelpunktsebene  mit  den  Koordinaten: 

(11)  wj  :  wj  :  uj  :  mJ  «=  a^j :  a^a :  öt^, :  a^^,  fc  =  1,  2  oder  3. 

Mit  (9)  ist  neben  (8)  stets  auch  A^  =  0,  A^  =  0,  A^^  =  0  und  damit 
(§  79,  (5)): 

(12)  ul-0,    X=0. 

Wenn  endlich  (§  79,  (7)): 

(13)  a,,  =  0,  a„  =  0,  a„  =  0,  a,,  -  0,  Ä  =  1,  2,  3 ;  .1'"  -  a^+  0, 

genügt  jeder  Punkt  des  Raumes  den  Gleichungen  (2),  und  ist  der 
Mittelpunkt  unbestimmt.  Mit  (13)  ist  stets  auch  ««  —  0,  Ä;  =  1,  2 ...  6, 
also  (§  79,  (6)): 

(14)  ^  =  0,     ^'=0,     ^"=0. 
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4«  Unterscheidung  eines  endlichen  und  unendlich  fernen  Mittel-: 
Punktes.    Der  Mittelpunkt  (4)  ist  ein  hestimmter  endlicher  Mittelpunkt^ 
wenn: 
(16)  ^,,+  0. 

Er  hat  die  gemeinen  Koordinaten: 

(16)  0^0=  ^S    »0-^,    ^o-i'-S 

-^44  ^44  -^44 

zugleich  die  Auflösungen  der  Gleichungen  §  68,  (6). 
Er  ist  dagegen  unendlich  femj  wenn: 

(17)  -4^=0,  -4i4,  J.34, -4g4  nicht  aUe  drei  0, 
und  hat  dann  nach  (4)  die  Richtungskosinus  (I  §  47,  (14)): 

(18)  «1 :  /*!  •  ^1  =-  ^14-  Ai'  Aa- 

Die   unmittelbare  Auflösung   der   mit  ^  =  0  reduzierten   Gleichungen 
(2)  ergibt  aber  auch: 

(19)  ^o'ffo'^o^^i'ßi'yi^  «*i •  ^ki '  ^k9f    *  =  1,  2  oder  3. 
Die  Bedingungen  (3)  sind  in  (15)  und  (17)  schon  mit  enthalten. 

5.  Unterscheidung  einer  endlichen  und  unendlich  fernen 
Mittelpunktsaohse.  Die  Mittelpunktsachse  (7)  ist  endlich  (I  §  49,  (3)),. 
wenn  die  Unterdeterminanten  zweiten  Grades  von  Ä^: 

(20)  a^i,  a„,  «38,  028,  ^hi?  «12  ^^^^^  «^®  0. 
Sie  hat  die  Richtungskosinus  (I  §  48,  (19)): 

(21)  «i:  ft:  yi -=«*!•  «^*2-  «*8;  ife  =  1,  2  oder  3. 
Sie  ist  dagegen  unendlich  fem^  wenn: 

(22)  1^^  ^  ^'  ""  ^  ^'  ^  =  0^  «28  =  0,  «81  =  0,  «i, «  0; 
1^*4;  «*5;  «ifc6>  Äi  =  1,  2,  3,  nicht  alle  0, 

Die  durch  sie  gehenden  Ebenen,  darunter  die  Ebenen  (2),  haben  dann 
nach  (7)  die  Stdlungskosinus  (I  §  49,  4): 

(23)  Uq:Vq:Wq=  a^^ :  a,^^ :  a^g,  Ä  ==  1,  2  oder  3. 

Die  Gleichungen  (2)  geben  aber,  mit  t  =  0  reduziert,  auch  direkt: 

(24)  UqI  VqI  Wq=  a^i :  a^^^ :  a^^j,  Ä  =  1,  2  oder  3. 

Sowohl  in  (20)  wie  in  (22)  sind  die  Bedingungen  (6)  schon  aufgenommen. 

6.  Unterscheidung  einer  endlichen  und  unendlich  fernen  Mittel- 
punktsebene. Die  Mittelpunktsebene  (11)  ist  endlich,  wenn  die  Ele- 
mente von  Ä^: 

(25)  an,  a^j,  a^g,  a^,  a^^,  a^^  nicht  alle  0. 


I 
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Sie  hat  dann  die  Stdlungskosinus: 

(26)  UqIVq'.Wq^  a^j  :  a^^ :  a^,,  t  ^  1,  2  oder  3. 
Sie  ist  dagegen  die  tmendlich  ferne  Ebene,  wenn: 

(27)  (^"^^'  «M=0.  «55=0,  a,a  =  0,  Ogi^O,  a^^^O; 
l«i4>  ^^f  ^4  nicht  alle  0. 

Sowohl  in  (25)  als  in  (27)  sind  die  Bedingungen  (10)  aufgenommen. 

7.  Umformung  der  Bedingungen  eines  unendlioh  fernen  Mittel- 
punktes.    Nach  §  79,  (8)  ist  ufUer  der  Voraussetjsung  Ä^  =  0: 

(28)  -  Äf^  -  Äa^i,     -  Ä^^  =  Äa^,     -  ^i  =  ^«5«, 
und  daher  mit  der  §  89,  (5)  eingeführten  Abkürzung^): 

(29)  A*4  +  ^,  +  ^L--  ^^ü- 

Bei   reellen   Koeffizienten  a^^  sind   daher   die   Bedingungen  (11)*  eines 
unendlich  fernen  Mittelpunktes  anch: 

(30)  ^u=0,    ää;^  +  o. 

8«  Umformung  der  Bedingungen   für   eine  MittelpunktBaohse. 

Unter  der  Voraiissetmng: 

(31)       «n'^O,       «28=0,       «83=0,       «28=0,       «81=0,       «^2=0 

oder,    was   nach  §  19,  (8)  dasselbe   ist,   da   die   dort   mit  A,  A\  A^^ 
bezeichneten  Größen  mit  den  hier  A^^,  A^,  «j^,  genannten  übereinkommen: 

(32)  ^^=0,  ^;,  =  o, 

wird  nach  §  81,  (3):  (4): 

1-^11^88  =  ~"  *^16>       -^2^11  =  ^24?       -^88^22  "^         ^85? 

(34)      ^28^8  =  ~~  ^26^86;       -^81^81  =  ""  ^S6^U?       -^12^12  =         ^U^^SS' 

Danach  ist  mit  Rücksicht  auf  §  81,  (14): 

AlQhi  +  ^k)  +  ^22  («88  +  «u)  +  A8(»ll  +  «22)  -  2(^8«28  +  AlOjl 
+  -^12  «12) («U  +  «1*5  +  «fe  +  «24  +  «I5  +  «26  +  «I4  +  «85  +  «So)' 

Da   aber   mit   (32)   nach   (29)   auch   ^,4  =  0,  A^^ «  0,  A^^  —  0  und 
daher  -4  «=  0  ist,  so  folgt  aus  §  81,  (8): 

«11  Al  +  «22^22  +  «88^83  +  2  («28^23  +  «81  ^8t  +  «12-^12)  ==  0 

und  daher  mit  der  Bezeichnung  §  79,  (5),  da  A^=^  0  ist,  und  §  89,  (5): 

<35)     «f^  +  «fj  +  ««6  +  al  +  «Ij.  +  «le  +  «1^  +  «|b  +  «Ic ^'^ü- 

Die  Bedingungen  (5);  (8)  «Jner  Mittelpunkisachse  überhaupt  sind  nun 
nach  (29)  ersetzbar  durch: 

(36)     A4-=P,    AA,,=^0',  (37)  ^  =  0. 
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Die    BedinguDgen   (20)   der    endlichen   Mittel punktsachse    sind    dann 
nach  §  19;  (9)  außerdem: 

(38)  a;,  +  0, 

und  die  (22)  der  unendlkh  fernen  Mittelpunktsachse  nach  (32)  und  (35): 

(39)  ^L-0,    A'A'^  +  0, 

9.  Umformung  der  Bedingungen  der  ICittelpunktsebene.    Uiiter 
der  Vorausseizmig : 

(40)  an=0,    a^2«0,    a^s-O,    «„«O,    031«=  0,    a^^^O 

oder,  was  nach  §  19,  (24)  dasselbe  ist: 

(41)  A^^O,    ^,>0,    ^:i  =  0 
wird  (I  Anm.  1,  III,  (4)): 

(42)  ß^4 a,^4,     «55 al^,    a^^ a^^ 

und  daher  mit  der  Bezeichnung  §  79,  (6),  da  a^^,  a^^,  a,,  verschwinden: 

(43)  al  +  al  +  al  «  -  Ä\ 

Die  Bedingungen  (9);  (12)  einer  Mütelpunktsebefie  überhaupt  sind 
nun  nach  (32)  und  (35)  ersetzbar  durch: 

(44)  A^  ^  0,  A;,  =  0,  A'A:,  =  0;  (45)         ^  =  0,     A'^0. 

Die   Bedingungen   (25)   der    endlichen    Mittelpunktsebene    sind    dann 
nach  §  19,  (25)  außerdem: 

(45)  ^;;  +  0, 

und  die  (27)  der  unendlich  fernen  Mittelpunktsebene  nach  (41)  und  (43): 

(46)  -i;4  =  0,    ^"+0. 

Die  Bedingungen  (13);  (14)  eines  unbestimmten  Mittelpunktes  sind 
nach  (41)  und  (43)  gleichbedeutend  mit: 

(47)  j^=o,  ^;,  =  o,  ^;;  =  0; 

(48)  .4  =  0,    J'=0,    Ä'=0,    ^'"=044+0. 

10.  Gesamtübersicht.     Die  Fläche  zweiter  Ordnung  (1)  ha;t  unter 
den  Bedingungen  (§  23,  8): 

(49)^^4=0:  einen  endlichen  Mittelpunkt; 

^44=0,     ^^^4*0:  einen  unendlich  fernen  Mittelpunkt; 

-4^4  =0,     A  =  Oj     A^^  =i=  0:  eine  endliche  Mittelpunktsachse; 

A^  =0,     -4  =  0,     J.4'4  =  0,     A'A'^^  +  0:  eine  unendlich  ferne 

Mittelpunktsachse ; 
^44  ^^  0,     ^  =-  0,     Al^  =  0,     A  =»  0,     -4^4  +  0:  eine  endliche 

Mittelpunktsebene ; 

Staude,  FlSchen  zweiter  Ordnung.  33 


514  §  94,  10.     §  96,  1—2. 

^^«0,     ^  =  0,    Ä^^-^O,    ul'=0,     A'^^0,    ^"+0:eme 

unendlich  ferne  Mitielpunktsebene; 
^^=  0,  ^  =  0,  A;^  =  0,  ^'«0,  ^;;  =  O,  ^"«  O,  A"'=a^^  O: 

unbestimmten  Mittelpunkt. 

§  95.  Mittelpunktsgleicliuiig  der  Flächen  zweiter  Ordnung  mit 

endlichen  Hittelpnnkten« 

1.  Begriff  der  Mittelpunktsgleiohnng.  Wird  die  Gleichung  einer 
Fläche  zweiter  Ordnung  §  66,  (1)  auf  ein  neues  rechtwinkliges  (oder 
schiefwinkliges)  Koordinatensystem  .$2 g  17  g  transformiert,  so  verschwinden 
die  Koeffizienten  §  66,  (20)  der  linearen  Glieder  der  transformierten 
Gleichimg  §  66,  (18),  wenn: 

(i)  ^S  +  ^SA  +  ^y«  =  o, 

k«5  +  ^A+(7Sy3  =  o. 

Da  aber  die  Determinante  der  neun  Richtungskosinus  der  Achsen 
I,  riy  i  nicht  verschwindet,   so  ist  fQr  das  Bestehen  der  Gleichungen 

(1)  notwendig  und  hinreichend,  daß: 

(2)  «;?  =  0,    «;J  =  0,    pS  =  0, 

also  nach  §  68,  (5)  der  neue  Anfangspunkt  £1^x^,1/^,  b^  ein  (endlicher) 
Mittelpunkt  ist. 

Die  Gleichung  der  Fläche  zweiter  Ordnung  erhält  daher  in  einem 
recht-  oder  schiefwinkligen  Koordinatensystem  Äjiyg  immer  dann  und 
nur  dann  die  Form  (§  24,  (4)): 

(3)  g{x,y,js)  «  <,!«  +  a,;./^  +  a;,t'+  2a;,rit  +  2a;,  U  +  ^<,U  +  a^, «  0, 

wenn  der  Anfangspunkt  i2,  ohne  Rücksicht  auf  die  Richtung  der  Achsen 
g,  %  g,  ein  (endlicher)  Mittelpunkt  der  Fläche  ist.  Sie  heißt  dann  die 
Mittelpunktsgleidiung  der  Fläche.^^) 

2.  Das  konstante  Glied  der  Mittelpunktsgleioliang.  Der  Wert 
§  66,  (21)  des  konstanten  Gliedes  a/^  der  Mittelpunktsgleichung  wird  mit 
Rücksicht  auf  §  66,  (9)  infolge  von  (2): 

wo  für  Xqj  y^j  Zq  der  den  Gleichungen  (2)  genügende  Mittelpunkt  (oder 
ein  solcher)  einzusetzen  ist.  Man  kann  daher,  um  a'^  zu  bestimmen, 
auch  XQ^yQfgQ  eliminieren  aus  den  vier  Gleichungen  (§  24,  (6)): 
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(5) 


«81^0  +  ^32^0  +  ^88^0  +  <*84  =^  0  , 

3«  Das  konstante  Glied  im  Falle  eines  einsigen  Mittelpunktes. 

Da  die  vier  Gleichungen  (5)  in  Xq,  y^,  z^y  1  linear  und  homogen  sind, 
so  folgt  aus  ihnen: 


»11       »12       »18       »14 
»21       »22       »28       »24 


=  0 


»81       »82 


a 


33 


a 


41 


a 


42 


a 


43 


»84 


oder  entwickelt: 

(6) 

Im  FaUe  eines  hestimnden  endlichen  Mittelpunktes  (§  94,  (15))  ist  somit :^ 

Ä 


Ai<^L  =  0. 


(7) 


»«  =  ^ 


44 


(^u+0). 


4.  Das  konstante  Glied  im  Falle  einer  Mittelpunktsachse.  Wenn 
dagegen  eine  endliche  Mittelpunktsachse  vorliegt,  sind  nach  §  94,  (49) 
die  Koeffizienten  Ä  und  Ä^  in  (6)  Null.  Jedoch  gibt  dann  die  Eb'- 
mination  von  Vq,  Zq,  1  aus  den  drei  letzten  Gleichungen  (5): 

»22       »28       »21^0+  »24  ""0. 

»82       »83       »81^0"t"»84 

»42       »48       »41  ^0  +  »44  —  »44 

Bei  der  Entwicklung  dieser  Determinante  verschwindet  nach  §  94,  (5) 
der  Koeffizient  -  A^^  von  x^  und  bleibt  nur: 

(8)         ,  ^ii-aii»i4='0. 

Läßt  man  ebenso  die  zweite  oder  dritte  Gleichung  (5)  fort,  so  folgt: 

(8)  ^g  —  «28  a;^  =  0,     ^88  —  «39  a;^  =  0 

und    durch   Addition   der   drei    Gleichungen   (8)   nach  §  79,  (5),  mit 
^^=0,  und  §  89,  (5): 

(9)  Ä'^Äia\,^0. 

Im  Falle  einer  endlichen  Mittelpunktsachse  (§  94,  (49))  ist  somit  un- 
abhängig von  der  Wahl  von  Sl  auf  der  MittdpunJctsachse: 


(10) 


a 


u 


^\i. 


(j«=o,  ^=0,  ^,:,+o). 


5.    Das    konstante    Glied   im   Falle    einer   Mittelpnnktsebene. 
Wenn   dagegen  eine    endliche  Mittelpunktsebene  vorliegt,   sind  nach 

38* 
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§  94,  (49j  die  Koeffizienten  Ä  und  A'^  in  (9)  Null.  Jedoch  gibt 
dann  die  Elimination  von  ^Tq,  1  aus  der  ersten  und  letzten  Gleichung  (5): 

^^11       «12  yo  +  «13^0  +0^14  =*  0- 

Bei  der  Entwicklung  der  Determinante  verschwinden  nach  §  94^  (9) 
die  Koeffizienten  a^  von  y^  und  —  «^  von  z^  und  bleibt  nur: 

(11)  «44—  «11«44  =  0. 

Ebenso  folgt  aus  der  zweiten  und  vierten  oder  dritten  und  vierten 
Gleichung  (o): 

und    durch  Addition    der    drei    Gleichungen  (11)  nach  §  79,  (6),  mit 
«11  -  ««2  =  «38  =  0  nach  §  94,  (9),  und  §  89,  (5): 
(12)  yr~<,a^«0. 

Im  Falle  einer  endlichen  Mitlelpunkis^ene  (§  94,  (49))  ist  somit  unab- 
hmigig  von  der  Wahl  von  Ä  auf  der  Mittelpunlitsebene: 

(13)<4-=:^;    (^44=0,    ^  =  0,     Ai^O,     Ä^O,    <4  +  0). 

Bei    unbestimmtem  Mittelpunkt    geben   die  Gleichungen   (5)  nach 
§  94,  (13): 
(14)  a;,^a,,     (/!,,=  0,     ^  =  0,     A;,^0,     ^'-0, 

§  Uf>.  Hauptachsengleichung  der  Flächen  mit  endlichem  Mittelpunkt. 

1.  Begriff  der  Hauptachsen.  Haben  die  Achsen  |,  17,  g  des  Ko- 
ordinatensystems ^irj^  die  Hauptaclisenrichtun^jen^  so  erhält  die  Glei- 
chung §  90,  (10)  der  Fläche  zweiter  Ordnung  nach  §  90,  (12)  die 
Form: 

fj{x,  y,  z)  ^X,l'+  k,rj'  +  X,i'  +  2a[,i  +  2a',,^i  +  2a,,t  +  a\,  «  0, 

unabhängig  von  der  Wahl  des  Anfangspunktes  Ä,  von  der  nur  die 
Werte  der  Koeffizienten  a',^,  a^^,  ttj^,  a^  abhängig  bleiben. 

Legt  man  andererseits  den  Anfangspunkt  ^  in  einen  (endlichen) 
Mittelpunkt  d^r  Fläche,  so  erhält  die  Gleichung  nach  §  95,  (3)  die 
Form: 

g(x,  y,  z)  =  a,,|«  +  a^^rj'  +  a^^t'  +  ^a,,rji  +  2a,,ti  +  2a[,irj  +  a\,  ==  0, 

unabhängig  von  der  Wahl  der  Achsen  rieh  tungen  g,  %  5,  von  der  nur 
die  Werte  der  Koeffizienten  a^,,  Ggj,  a^g,  a^j,  ttg,,  a\^  abhängig 
bleiben. 
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Legt  man  daher  gleichzeitig  die  Achsen  5,  r/,  g  7iach  den  Haupt- 
acfisenrichtungen  und  den  Anfangspunkt  Sl  in  einen  endlidten  Mittel- 
punktf  so  muß  die  Gleichung  der  Fläche  die  Form  erhalten: 

(1)  gi^^y.^)  -  h^'+  ^v'+  ht'+  a;,=  0. 

Die  alsdann  nach  Lage  und  Richtung  gewählten  Achsen  heißen 
die  drei  Hauptachsen  der  Fläclie  und  die  Gleichung  (1)  die  Haupt- 
achsengleichung. 

Nach  §  90,  7  und  §  95,  8 — 6  sind  jedoch  sowohl  in  betreff  der 
Werte  von  Xj,  Xg,  X^  als  auch  des  Wertes  von  a^^  weitere  Unterschei- 
dungen zu  machen. 

2.  HauptaohBengleichiuig  der  Flächen  mit  einem  Mittelpunkt. 
Die  Ungleichung: 

(2)  ^^  +  0 

ist  nach  §  90,  ( 12)  und  §  94,  (49)  die  gemeinsame  Voraussetzung  da- 
für, daB  keine  der  drei  Größen  ^i,  ^,  ^  verschwindet,  und  dafür,  daß 
ein  bestimmter  endlicher  Mittelpunkt  vorliegt  und  das  konstante  Glied 
der  Mittelpunktsgleichung  den  Wert  §  95,  (7)  hat. 

Unter  der  Voraussetzung  (2)  kann  die  Gleidiung  §  90,  (10)  der 
Fläche  auf  die  Form: 

(3)  gix,  y,  z)  =  AJ*  +  X,ij^  +  X,t'  +  ^-0 

gebracht  werden,  wobei  keiner  der  drei  Koeffizienten  X^,  vl^,  X^  ver- 
schwindet. 

Für  das  rechtwinklige  Koordinatensystem  Sl^tii,  auf  das  sich  die 
Gleichung  (3)  bezieht,  ist  £1  der  bestimmte  endliche  Mittelpunkt  §  94^  (16), 
und  sind  |,  r^,  5  die  drei  Hauptachsen  der  Fläche, 

Die  drei  Hauptachsen  sind  eindeutig  bestimmt  (§  90,  (13)),  wenn 
^17  -^2;  hy  ^^^  Wurzeln  der  kubischen  Gleichung  z/(X)  =  0  (§  88,  (17)), 
alle  drei  verschieden  sind;  sie  sind  einfach  unbestimmt  (§  90,  (14)), 
wenn,  unter  den  Bedingungen  §  89,  7,  zwei  Wurzeln  gleich,  sie  sind 
dreifach  unbestimmt  (§  90,  (17)),  wenn,  unter  den  Bedingungen  §  89,  6, 
alle  drei  Wurzeln  gleich  sind. 

3.  Hauptachsengleiohung  der  Flächen  mit  einer  Mittelpunkts- 
achse.    Die  Voraussetzung: 

(4)  ^44=0,  ^  =  0,  j;,  +  o 

hat  nach  §  90,  (18)  zur  Folge,  daß  eine  der  drei  Wurzeln  X^,  X^,  Aj, 
etwa  Aj  verschwindet,  die  beiden  andern  aber  nicht  verschwinden, 
und  hat  nach  §  94,  (49)   zur  Folge,  daß  eine  endliche  Mittelpunkts- 
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achse  rorliegt  und  das  konstante  Glied  der  Mittelpunktsgleickung  den 
Wert  §  95,  (10)  hat. 

Unter  der  Voraussetzung  (4)  Jcann  die  Gleichung  §  90,  (10)  der 
FläcJie  auf  die  Form: 

(5)     '  9{^,y,^)  =  W+  ^5*  +  #  =  0 

gebraucht  werden,  ivobei  keiner  der  beiden  Koeffizienten  JLj  und  X^  wr- 
schmndet 

Für  das  rechtwinklige  Koordinatensystem  Sl^rii,  auf  das  sich  die 
Gleichung  (5)  bezieht,  ist  Sl  einfach  unbestimmt^  ein  bdiänger  Punkt 
der  Mitteilpunktsachse  §  94,  (7),  und  sind  |,  rj,  g  die  drei  Hauptachsen 
der  Fläche. 

Die  drei  Hauptachsen  sind  für  X^  +  X^  eindeutig  bestirnfni,  für 
^s  "^  ^8  ^^^^  einfach  unbestimmt.  In  beiden  Fällen  kommt  aber  die 
Hauptactise  6,  deren  Richtungskosinus  nach  §  90,  (13)  mit  Xj^O: 

(6)  (h'ßi'ri-  ^*i(0)  :  ^«(0)  •  ^«(0)  =  «41  :  a«  •  «« 

sind  (§  89,  (1)),  nach  §  91,  (21)  in  die  Mittelpunktsachse  zu  liegen. 

4.  Hauptachsengleioliung  der  Flächen  mit  einer  Mittelpmikts- 
ebene.     Die  Voraussetzung: 

(7)  ^44==0,    ^=.0,    ^14  =  0,    ^'=0,     A'^+0 

hat  nach  §  90,  (19)  zur  Folge,  daß  zwei  Wurzeln,  etwa  >li  =  A^  ver- 
schwinden, die  dritte  A,  4"  0  ist,  und  hat  nach  §  94,  (49)  zur  Folge, 
daß  eine  endliche  Mittelpunktsebene  vorliegt  und  das  konstante  Glied 
der  Mittelpunktsgleichung  den  Wert  §  95,  (13)  hat. 

Unter  der  Voraussetzung  (7)  kann  die  Gleichung  §  90,  (10)  der 
FläcJie  auf  die  Form: 

(8)  </{x,  y, ")  -  ht*  +  f  -  0 

gebracht  werden,  wo  A3  nicht  verschwindet. 

Für  das  rechtwinklige  Achsensystem  Sl^rj^,  auf  das  sich  die  Glei- 
chimg  (8)  bezieht,  ist  Sl  zweifach  unbestimmt,  ein  beliebiger  Punkt  der 
Mittelpunktsebene  §  94,  (11),  und  sind  |,  ri,  %  die  drei  Hauptachsen  der 
Fläche. 

Die  drei  Hauptachsen  sind  einfach  unbestimmt.  Die  Hauptachsen 
5  und  rj,  deren  Richtungskosinus  nach  §  90,  (15)  mit  >lj  =  0  und 
I,  rj  für  rj,  g  den  Bedingungen: 

(9)  a*i«i  +  «A2/3i+«*8yi=^0,  «HÖf2+«*2A  +  ««yi--0,  4=1,2,3, 
genügen,  liegen  nach  §  94,  (26)  in  der  Mittelpunkts^>ene. 
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Unter  den  Voraussetzungen  §  94,  (49)  eines  unbestimmten  Mittel- 
Punktes: 

(10)  ^44=^0,  ^  =  0,  Ä,^^0,  Ä^O,  ^^  =  0,  ^"  =  0,  flu  +  0 
ist  die  Gleichung  der  Fläche  in  homogenen  Koordinaten  in  jedem 
System  Oxye  oder  ÄSiyC: 

(11)  f{x,  y,  g,  t)  =  aj,^  =  a^x*  =  0. 

6.  Bedeutnngen  der  Hauptachsenglelohongen.  In  den  nun  er- 
haltenen Gleichungen  (3),  (5)  und  (8)  können  die  Koeffizienten  X^^  X^y  A,, 
soweit  sie  yorkommen,  unter  den  bezüglichen  Voraussetzungen  nicht 
mehr  rerschwinden,  wohl  aber  das  konstante  Glied.  In  jedem  Falle 
ist  die  Bedeutung  der  Gleichung  aus  ihrer  Form  bereits  zu  ersehen. 

Die  Gleichung  (3)  stellt  für: 

(12)  ^  +  0 

(§  78,  (2))  eine  eigentliche  Mittelpunktsfläche,  und  zwar  nach  §  70,  (1) 
ein  (reeUes  oder  imaginäres)  EUipsoid  oder  (ein-  oder  zweischaliges) 
Hyperboloid  dar,  für: 

(13)  ^  =  0 

aber  nach  §  71,  (1)   einen  eigentlichen  Kegd.     In  diesem   Falle   muß 

neben  (13): 

(13')  ^'+0 

sein,  da  sonst  nach  §  79,  (11)  gegen  die  Voraussetzung  (2)  auch 
A^  =  0  wäre.  Der  Mittelpunkt  g  =  0,  t?  =  0,  S  =  0  des  Kegels  ist 
nach  §  94,  2,  U  zugleich  Doppelpunkt. 

Die  Gleichung  (5)  mit  den  Bedingungen  (4)  stellt  für: 

(14)  ^'+0 

eine  Zylinderfläche,  nach  §  53,  (29)  einen  (reellen  oder  imaginären) 
elliptischen  oder  hyperbolischen  Zylinder  dar.  Der  unendlich  ferne 
Punkt  i?  =  0,  S  =  0,  r=»0  der  Mittelpunktsachse  rj  =  0,  g  =  0  ist  zu- 
gleich der  Doppelpunkt  der  Fläche  (die  unendlich  ferne  Spitze  des 
Kegels"«)  nach  §  79,  (4)  mit  A^=  0.     Für: 

(15)  .  Ä'=0 

wird  die  Fläche  (5)  nach  §  71,  (32)  ein  (reelles  oder  imaginäres) 
Ebenenpaar.     In  diesem  Falle  muß  neben  (4)  und  (15): 

(15')  ^"+0 

sein,  da  sonst  nach  §  81,  (18)  alle  a^,  und  damit  gegen  die  Voraus- 
setzung (4)  auch  Ä^  verschwinden  müßten  (§  89,  (5)).  Die  Mittel- 
punktsachse 1^  -=  0,  S  =  0  ist  nach  §  94,  2,  II  zugleich  Doppellinie 
der  Fläche. 
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Die  Gleichung  (8)  mit  den  Bedingungen  (7)  stellt  für: 

(16)  4"+0 

ein  Ebenenpaar,  und  zwar  ein  Paar  von  (reellen  oder  imaginären) 
Paraildebenen  dar  (§81,  (28)).  Die  unendlich  ferne  Gerade  S  =*  0? 
r  »  0  der  Mittelpunktsebene  ^  ==  0  ist  zugleich  die  Doppelgerade  der 
Fläche.     Für: 

(17)  A"^0 

wird  (8)  eine  endliche  Doppelebene.    In  diesem  Falle  muß  neben  (17): 

(170  ^'"+0 

sein,  da  sonst  nach  §  81,  (25)  alle  a^^  «=  0  und  damit  gegen  die  Vor- 
aussetzung (7)  auch  Ä^^  =  0  wäre  (§  89,  (5)). 

Die  Gleichung  (11)  stellt  die  unendlich  ferne  Doppelehene  dar, 

6.  Übersicht  der  HauptaoliBengleiehiingen.  Nach  dem  Range 
(§81,  (28))  geordnet,  zerfallen  die  Flächen  mit  endli<:hen  MiUdpunkteti 
in  die  folgenden  Formen  (§  24,  9): 

^  +  0;  A^^O:X,l^+l^n^+h,i^+  f  -OiEllipsoideundHyper- 

boloide; 
[A  =  0,  ^'+  0;  A^^^  0  :  k^l^  +  X^7i^+  Xje*=  0  :  Elliptische  Kegel; 

^  =  0,  ^'+  0;  ^44=  0,  ^'  +  0  :  ^21?'+  ilBS*+  5  =  0  :  Ellipt.  und 

-^44 

hyperbol.  Zylinder; 

^  =  0,  Ä=0,  ^"+0;  ^44=0,  -4;4+0:A,i?«+A,g*=0:  Ebenen- 
paare mit  endl.  Achse; 
A  =  0,  A'=0,  ^"+0;  A^=  0,  ^;,=  0,  ^^^  +  0  :  A,g»+  ^",  =  0: 

-^44 

Parallelebenenpaare ; 

f4»0,  ^'«0,  ^"  =  0,  ^'"  +  0;  ^44  =  0,  4;^=^0,  ^'4^  +  0:A3g»  =  0: 

Endliche  Doppelebene; 
^  =  0,  A^O,  ^"-0,  ^'"+0;  ^44  =-0,  ^'44=0,  Ä^^^Qia^z^^Qi 
Unendlich  ferne  Doppelebene. 

§  97.  Flächen  mit  einem  unendlich  fernen  Mittelpunkt. 

1.  Einführung  der  Hauptachsenriohtungen.  Die  gemeinsame 
Bedingung  der  Flächen  ohne  endlichen  Mittelpunkt  ist  nach  §  94,  (41): 

(1)  A^  =  0. 

Dieselbe  Bedingung  hat  aber  nach  §  89,  (37)  das  Verschwinden 
des  einen  Hauptachsenkoeffizienten  zur  Folge.     Führt  man  daher  ein 
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Koordinatensystem  Sl^i]^  ein,  dessen  Achsen  ^,  ly,  g  bei  verfügbar 
bleibendem  Anf'migspunkt  Sl  =  x^,  y^,  Zq  die  HaupiaclisenriMunyen 
haben,  so  wird  die  Gleichung  der  Fläche  nach.§  90,  (18): 

(2)      g{x,  y,  z)  =  A,r;»+  A,£«+  2a\,l  +  2a;,ij  +  2a;,g  +  a^  =  0. 

Je  nachdem  alsdann  (§  94,  (49))  mit: 

(3)  ^«=0,  ^^;,+  o 

ein  einziger  unendlich  ferner  Mittelpunkt  oder  mit: 

(4)  -444=^0,    ^«0,    A',,^0,    A'A',,+  0 
eine  unendiidi  ferne  Mittdpmikisachse  oder  mit: 

(5)  A^^O,    ^l4==0,     ^^=0;    .4  =  0,     A'=0,     ^"+0 

eine  unendlich  ferne  Mittelpunktsebene' YOTh&nden  ist,  ist  in  (2)  be- 
züglich (§  89,  (37)): 

(6)  l^ls'^A'^^+O   oder   l^^O,   k^^A'^^^O   oder   A^-O,   ilg^O. 

3«  Beziehung  der  Hauptachsenriohtungen  zu  dem  unendlicli 
fernen  Mittelpunkt.  Die  Fläche  hat  einen  bestimmten  unendlich 
fernen  Mittelpunkt  unter  den  Bedingungen  (§  94,  (29)): 

(7)  A^=0,    Äl+Al,+  Al=-AÄ-^+0. 
Er  Uegt  in  der  Richtung  (§  94,  (18);  (19)): 

(8)  «1  :  A  :  yi  =  ^14  :  ^*  =  ^«4  =  «*i  •  «kt  ■  «*»> 

A'  =  1,  2  oder  3,  und  gehört  nach  §  94,  2,  III  der  Fläche  seihst  an. 
Die  Hauptachse  |  hat  aber  nach  §  90,  (13)  mit  iL^  =  0  die  Richtungs- 
kosinus: 

a,:ß,:y,==  z/,,(0)  :  z/,,(0)  :  zJ,,{0)  =  «,,  :  «,, :  a,,    (§  89,  (1}). 

Die  Hauptachsenrichtung  |  i5/  dieselbe  wie  die  Richtung  nadi  dem 
unendlich  fernen  Mittelpunkt. 

Wir  verfügen  über  ihre  Pfeilspitze,  indem  wir  mit  Rücksicht 
auf  (7)  in: 

(9)  T«!  =  A^^,     T/3i  =  ^s^,     ry^  =  ^3^;     r  =)/-  ^^4 
die  positive  Wurzel  nehmen. 

Die  beiden  anderen  Hauptachsen  rj  =  «g,  ß^,  y^  und  J  =  «3,  /!^g,  y^ 
bestimmen   sich   aus   §  90,  (13)   oder  (15),  je   nachdem   /j  =1=  ^g  oder 

^2  ""^  ^8  • 

3.  Verschwinden  der  linearen  Glieder.     Die  drei  Koeffizienten: 

(10)  U;4=V«2  +  ^S'A  +  ?»V8, 
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können  mangels  eines  endlichen  Mittelpunktes  nach  §  95,  1  niemals 
alle  drei  gUdcheeitig  verschuinden.  Wohl  aber  kann  über  den  Punkt 
^^^o^yof^o  ^^^^^  verfügt  werden ^  daß  0wei  dieser  Koeffizienten, 
a^^  und  a^^y  und  außerdem  a^^  verschwinden,  also: 

4.  Der  Scheitelpunkt  der  Fläche.  Den  Gleichungen  (12)  und 
(11)  zufolge  ist  Sl  ein  Punkt  der  Fläche  selbst,  dessen  Flächennormale 
(§  67,  (19))  auf  den  Hauptachsen  tj  und  ^  senkrecht  steht,  also  die 
Richtung  der  Hauptachse  |  hat  Wir  nennen  ihn  den  Scheüdpunkt 
der  Fläche  und  beweisen  im  folgenden,  daß  unter  den  Voraus- 
setzungen (7)  ein  einziger  endlicher  Scheitelpunkt  vorhanden  ist. 

Die  Gleichungen  (11)  sind  vollkommen  gleichbedeutend  mit  der 
Proportion  (I  §  37,  (12)): 

die,  mit  einem  Proportionalitätsfaktor  q  geschrieben,  lautet  (§  25,  (13)): 

(14)  gt'+QcCi-O,    g.'^+Qß.-O,    V+Pn-O- 

Der  Scheitelpunkt  ist  aiso^  unter  Elimination  von  (>,  durch  die  vier 
Gleichungen  (12)  und  (14)  bestimmt 

Aus  (14)  folgt  alsdann,  da  a^*  +  /Jj*  +  y^*  =  1  ist,  für  den  nicht 
verschwindenden  Koeffizienten  a[^  in  (10): 

(15)  a[^  «  -  9. 

5.  Die  Gleichungen  der  Hauptachse.  Die  Gleichungen  (14) 
lauten  ausführlich: 

'  (16)  a,ia?o  +  a^^y^  +  a^^z^  +<hA+Qßi^(^y 

'  «81^0  +  «88^0  +  «J8'2'0  +  0^4  +  Q?!  =  0. 

Da  nun  für  die  Determinante  Ä  infolge  von  (1)  die  Gleichungen 
gelten  (I  Anm.  1,  III,  (17)): 

^U  -^14  +  ^1  -^24  +  ^1  -^84  ~  0,       Öj2-^14  +  %2-^24  +  ^82-^84  "**  ^f 
^IS^'^14  +  ^8-^24  +  ^88^84  =^  0,       CL^^Ä^^  +  «24-^24  +  ^-^84  "^  ^y 

80  folgt  durch  Multiplikation  der  Gleichungen  (16)  mit  Ä^^,  A^^,  A^^ 

und  Addition: 

A  +  Q(a^  Ay^  +  /5i^j4  +  y^A^^  ^  0 

oder,  da  nach  (9): 

'^^''  A  +  Qt  =  0 


(17) 
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oder: 

(18) 


A 

X 


aa:. 


(19) 


Die  Produkte  qo^,  gß^,  Qy^  werden  nach  (9)  und  (18): 

^-^14    -^14  ^a    ;^14 

■^44 


9^1 


-^44 


9ßi 


'44 


Setzt  man  diese  Werte  in  (16)  ein,  so  ergibt  sich  mit  Unter- 
drückung des  Index  0;  daß  der  Scheitelpunkt  den  Gleichungen  ge- 
nügen muß: 

Xj  =  a^^x  +  a^^y  +  a^^z  +  a^^  +  .M  -  0, 


(20) 


-^44 

Xj  -  a^^x  +  a^^y  +  a^e  +  a^^  +   .V  =  0. 

-^44 


Diese  stellen  aber^  da  nach  (17)  und  (7)  identisch  (I  §  51,  (7)): 

(20')  Ä,^  X,  +  ^,  X,  +  ^„  X3  -  0, 

und  -4^4,  -4j4,  Ä^  nicht  sämtlich  verschwinden,  drei  durch  eine  Ge- 
rade gehende  Ebenen  dar. 

Diese  Gerade  hat,  da  ihre  Richtungskosinus  (I  §  48,  (19))  sich  wie 
^ki '  ^k% '  ^ifcs  ▼erhalten  (/?= 1, 2  oder  3),  nach  (8)  die  Hauptachsenrichtung  |. 

Wir  nennen  diese  in  der  Hauptachsenrichtung  |  durch  den  Scheitel- 
punkt  gehende  Gerade  die  Hauptachse  der  Fläche. 

Sie  ist  durch  die  drei  Gleichungen  (20)  dargestellt. 

6.  Lineare  Gleiohungen  für  den  Scheitelpunkt.  Da  die  Haupt- 
achse nach  2  durch  den  unendlich  fernen  Mittelpunkt  der  Fläche  geht, 
ist  der  Scheitelpunkt  ihr  anderer  Schnittpunkt  mit  der  Fläche.  Dem- 
entsprechend wird  die  Gleichung  (12)  infolge  von  (14)  linear: 

f  -  ö'i'^o  +  92%  +  9,'^o  +  ^4'  =  -  Qi^i^o  +ßiyo+  yi^o)  +  .(7/ -  0, 
wo  die  Werte  (19)  einzusetzen  sind. 

Der  Scheitelpunkt  ist  daher  aus  den  vier  linearen  Gleichungen  jsu 
bestimmen: 


(21) 


A4 


•^44 
-^44 
-^44 


von  denen  die  drei  ersten  nur  für  ewei  zählen. 
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Die   Determinante   der  Koeffizienten   von  Xqj  yQ,  sSq  in   den   drei 
letzten  Gleichungen  (21)  ist: 


«21    ««    «281 


(22)    D,  =  a^,  a 


83    «88 


l«41    «42    «48 


ä;. 


«21  «22  «28  I 
«81  «82  «88  ' 
.-^14  ^24  -^. 


=  -  ^14  -  Jir  (^4^,1  +  ^24«21  +  ^84 «8l) 


Nun  ist  aber,   da  a^^,  o^i,  cl^x  Unterdeterminanten  der  Elemente 
erster   Kolonne   von   A^j^   und   dritter   Kolonne  von  —  A^^  ^i^^;    ™i^ 
Rücksicht  auf  (1): 
(23^  I  «11^11  +  «21  «21  +  «81  «81  ^  0,    aigOii  +  a„a,i  +  «„«ji  =  0, 

1  «13  «11  +  «28«21  +  «88«81  =  ^7       «14«11  +  «24 «21  +  «84 «81  =*  —  ^«  • 

Multipliziert  man  daher  die  drei  Gleichungen  (20)  in  Rücksicht 
auf  (8)  mit  a^,  Oji,  «si  und  addiert,  so  folgt  wegen  (20'): 

(24)  -  A^^  +  -/-r  (^u«ii  +  ^24«8i  +  A4«8i)  -  0 
und  damit  aus  (22): 

(25)  A  =  -2A4- 

Läßt  man  entsprechend  in  (21)  die  zweite  oder  dritte  Zeile  fort, 
so  erhält  man  die  Determinanten  D^=^ — 2^24  ^^®^  -Dg  =  —  2-4^4. 
Da  diese  aber  nach  (7)  nicht  alle  drei  verschwinden,  so  müssen  die 
Gleichungen  (21)  stets  einen  einzigen  endlichen  Scheitelpunkt  bestimmen. 

7.  Die  Koordinaten  des  Scheitelpunktes.  Um  die  Gleichungen 
(21)  gleichmäßig  zu  benutzen,  betrachten  wir  sie  als  vier  in  den  Größen 

a?Q,  y^y  jSq,  1,    .  r  homogene  lineare  Gleichungen.    Dann  folgt  aus  ihnen: 


(26) 


•^0  •  yo  •  ^0 


:l:^  =  X:  Y.Z.S.B, 


'44 


WO  X,  r,  Z,  S,  B  die  ünterdeterminanten  vierten  Grades  der  Matrix 
(einschließlich  abwechselnder  Vorzeichen,  I  Anm.  2,  III,  (13))- 


a 


11 


a 


12 


a 


18 


a 


14 


14 


a, 


(27) 


21 


a 


28 


a 


28 


«24  A 


«81 


Ai 


^^1  -  AJ. 


44 


«82 

«42    1"^ 
-^44 


«88 

^48 

«43  ~  A' 
-^44 


a 


84 


24 


'84 


a 


44 


0 


bedeuten.     Insbesondere  ist: 


«11  «12  «13   "14 


a. 


44 


«21 

«22 

a»j 

«»* 

«81 

«82 

«8» 

«34 

Al 

.45 

,^«0 

—  A—   -TT  (^14  +  ^24  +  -4^-) 
-^44 
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und  nach  (7): 

(28)  R^2A, 

Die  Koordinaten  des  Scheitelpunktes  sind  daher  nach  (26): 

X  Y  ^ 


wo  X,  —  Yy  Z  die  Determinanten  vierten  Grades  sind,  die  aus  (27) 
durch  Streichung  der  1.,  2.,  3.  Kolonne  entstehen,  und  nach  (7)  stets 
^4;,  +  0  ist  (§25,(26)).^) 

8.  Die  Hauptaohsexi-Soheitelgleichung;.  Die  Gleichung  (2)  wird 
nun  nach  (11),  (12),  (15)  und  (18): 

(30)  g{x,  y,  z)  ^  k,ri^+  a,^«-  2^-^^^ig  =  0. 

Unter  den  Voraussäzangen  (7)  erhält  die  Gleichung  §  90,  (10)  in 
beziig  auf  ein  neues  System  Sl^rj^y  dessen  AnfangspunU  Sl  der  Scheitel 
(29)  der  Fläche  ist,  und  dessen  Achscfi  g,  rj,  g  die  Hauptaclisenrichtungen 
haben,  die  Form  (30). 

Die  Pfeilspitze  der  Hauptachse  |  ist  dabei  durch  die  Formeln 
(9)  bestimmt.  Die  Quadratwurzel  aus  —AÄ^^  ist  nach  (7)  reell,  ihr 
Vorzeichen  in  (30)  dasselbe  wie  in  (9).  Die  Koeffizienten  A,  und  k^ 
sind  die  beiden  nicht  verschwindenden  Wurzeln  der  kubischen  Glei- 
chung §  88,  (17). 

Das  System  Sl^i]^  ist  für  A^  =f  ^s  eindeutig  bestimmt,  dagegen 
für  Ag  =  Ag  um  die  J- Achse  drehbar. 

§  98.  Flächen  mit  einer  unendlich  fernen  Mittelpunktsaohse. 

1.  Unendlich  ferne  Mittelpunktsachse  und  Hauptachsenrioh- 
tungen.  Die  Fläche  zweiter  Ordnung  §  94,  (1)  hat  eine  unendlich 
ferne  Mittelpunktsachse,  wenn  nach  §  94,  (5);  (22): 

A4=-0,     A,=  0,     ^34^=0,     A^^O, 

(1)  «11=0,         «28=0,         «88=0,         «28=0,       «81=0        «12  =  0, 

«*4?     «*o7     «*6;     *  ==  1>  2,  3,  nicht  alle  0 
oder  nach  §  94,  (36);  (39): 

(2)  ^44=o>  ^-0,  ^44  =  0,  a'a;^  +  o. 

Diese  Achse  ist  durch  die  Stellung  der  durch  sie  gehenden,  ein- 
ander parallelen  Ebenen  bezeichnet,  deren  gemeinsames  Perpendikel 
nach  §  94,  (23);  (24)  die  Richtimgskosinus  hat: 
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«8  •  A  •  Yi  =  «*4  :  a. 


a 


ik6 


oder: 

(4)  «8  :  /Ja  :  }/8  =  a^i  :  a^^ :  a^,     t  =  1,  2  oder  3. 

Die  Mittelpunktsachse  gehöti  nach  §  94,  2^  Ul  der  Fläche 
selbst  an. 

Führt  man  nun  ein  Koordinatensystem  Sl^rii  ein,  dessen  Achsen^ 
bei  verfügbar  bleibendem  Anfangspunkt  Sl  =  äTq,  y^y  b^j  die  Haupiaclisen" 
richtungen  der  Fläche  haben,  so  nimmt  die  Gleichung  der  Fläche 
nach  §  90,  (19)  die  Form  an: 

(5)  9{^,  y,  ^)  =  ^t'+^ 2a;,i  +  2airi  +  2aii  +  <  ==  0, 

wo  a^y  a^;,  a;^,  a;;^  die  Werte  §  97,  (10)^  §  66,  (21)  haben.  Die  Rich- 
tungskosinus a^,  /}j,  y^  und  a^,  ß^,  y^  der  Achsen  |  und  17  genügen 
den  Gleichungen  (§  90,  (15)  mit  X^^O): 

(6)  a^^a^  +  üj^^ß^  +  aj^^y^  =  0,         (7)     a^^a^  +  a^^ft  +  a^^^y^  =  0, 

(8)  «i«2  +  Aft+yxys==0, 

die  nur  die  Stellung  diQr  Ebene  Sl^ri  bestimmen,  während  das  ^c^m- 
System  ß|iy  in  dieser  drehbar  bleibt.  Aus  (6),  (7)  und  (4)  ergibt 
sich  aber: 

Die  Ebefie  Ä|iy  der  Hauptachsenrichtungen  |  und  ly  gekt  durch 
die  unendlich  ferne  Mittelpunktsachse  (hat  die  Stellung  (4)). 

Die  dritte  Hauptachse  g  entspricht  nach  §90,  (14)  den  Gleichungen: 

Da  sie  aber  nach  §  90,  7  zu  Sl^r^  senkrecht  ist,  muß  sie  mit 
der  bereits  gleich  bezeichneten  Richtung  (4)  zusammenfallen.  In  der 
Tat  ist  im  Falle  (1)  X^-- Ä^,  ^kiih)  =  ^u<^ki' 


^f^^sfish) 


if^ßfh) 


ar-gz-gs 

Fig.  181. 


(10) 

entweder  (§67,  (19)): 

Ol) 

oder  (I  §47,  (17)): 


3.  Begriff  der  Soheitelaohse.  Wir  be- 
zeichnen als  Scheitelpunkt  einen  solchen  end- 
lichen Punkt  Xq,  yo,  z^  der  Fläche,  in  dem 
^^^fiz7z)  die  Flächennormale  zu  der  Hauptachsenrich- 
tung f  senkrecht  steht  oder,  wenn  wir  oTq,  y^^  z^ 
als  Anfangspunkt  Sl  nehmen,  in  die  Ebene 
SIIt]  fällt  (Fig.  181).  Die  Bedingungen  für 
einen  solchen  Punkt  sind  neben: 

^=0 


^l"«8  +  5sV»  +  «/sV»  =  0 


%M 
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'i 


I: 


(12)  ^i^=aai^o+a82yo+^M^o+«Ä4==(>iA  +  (>j/58, 

^8^  =-  «81^0  +  «8«yo  +  «88^0  +  «84  =  ^in  +  ^^27 

WO  (>j^  p2  zwei  Proportionalitätsfaktoren  bedeuten. 

Wir  beweisen  zunächst,  daß  die  Punkte  x^j  y^,  0^,  die  den  Glei- 
chungen (10)  und  (11)  oder  (10)  und  (12)  genfigen,  eine  bestimmte 
auf  der  Fläche  liegende  Gerade  erfüllen,  die  wir  die  Scheitdachse  der 
Fläche  nennen. 

3.  Bestimmung  der  Größen  Q^a^ -^  Q%^%j  Qißi  +  (^g/^s?  QiYi  +  ?9>^a- 
Durch  Multiplikation  der  Gleichungen  (12)  mit  a^,  ß^^  y^  oder 
a,,  /J,,  y,  und  Addition  folgt  nach  (6),  (7)  und  (8): 

/jgx  I  «u«i  +  <^iJi  +  »84^1  =*  Qu 

\  «i4«s  +  auß%  +  ^Ti  "^Qi- 
Durch  Elimination  Yon  a^,  ß^  oder  y^   bezüglich   aus  der  ersten 
(k  =  1),  zweiten  (Je  =  2)  oder  dritten  (k  =  3)  Gleichung  (6)  und  der 
ersten  Gleichung  (13)  erhält  man: 

==  a^ßi  —  «g^yi  —  an(>i  -  ü, ...... . 

«41     «4»Pl +«4871—^1    I 

oder: 

«84A  —  0^24^1  =  «11  (>l;    «16^1  -  «85«!  =  <htQu    «»6«1  ^  «w/^l  =  «BsPl 

und  durch  Addition: 

(14)  ^;;pi  =  (cfjß -  ^35)«!  +  («5^-  aie)ft  +  («,5  -  0,4)7/1, 

und  ebenso: 

(14)  A'^'^Q^  =  (0f,6  -  «js)«,  +  («84  -  «le) A  +  («15  -  «14)y«. 

Nach  (3)  ist  aber: 
und  durch  Addition: 

(15)  0  =  («j«  -  Cf85)öf8  +  («84-  ai6)A  +  («16  -  «w)  ^8- 

Durch  Multiplikation  der  drei  Gleichungen  (14), (15)  ^^^  «i?  «j7«8?/'i;  A^ 
^8  oder  ^1,  yg,  yg  und  Addition  ergibt  sich  aber  nach  §88,  (7);  (8): 

I  ^44(^1  Qi  +  ^%9%)  =  «26  -  «85; 
(16)  j   ^44(^^1 +  ^(^2)==' «84- «16; 

l  ^Üiyi9i  +  n9%)  ==  «16 -  «24- 

Die  reckten  Seiten  der  Gleichungen  (12)  sind  damit  bestimmt 

4.  Bestimmung  der  Größe  q^  +  Q^-  Infolge  der  zweiten  Zeile 
(1)  ist: 

^11  =  «24«16  -  «84 «16;     ^22  =  «84«24  "  Öti4«26;     ^88  =  ÖH4«85  -  ^^^^^4. 
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und  damit,  da  A^=  0  ist,  nach  §  79,  (5): 

(17)        -Ä'=  «uKe  -  «^ss)  +  «24(^84  -  «le)  +  <^u(^ih  ~  «w)- 

Nun  folgt  durch  Multiplikation  der  Gleichungen  (13)  mit  q^ 
und  Q2  und  Addition: 

und  hieraus  durch  Multiplikation  mit  A^  nach  (16)  und  (17): 

Die  Quadratsumme  der  Multiplikatoren  p^,  q^  hat  daher  den  Wert: 

(1«)  Pi'+p,'=-^- 

5.  Die  G-leiohungen  der  Hauptebene.  Da  die  rechten  Seiten 
von  (12)  die  Werte  (16)  haben,  so  genügt  ein  Scheitelpunkt  den  drei 
Gleichungen: 


(19) 


X,  =  rtraX  +  Oi»y  +  «18«  +  «14— -'-T='""  ^  ^ 

-^44 


OL^A  Of, 


X2  =  a^^X  +  0^2»!/  +  «28^  +  «24  —    '\  — '*  =  0, 

-^44 

Xg  =  a^^x  +  ag^j/  +  «33^  +  a^  -  ''"^"'^*  =  ^• 


Es  sind  die  Gleichungen  von  drei  Ebenen,  die  jedoch  alle  drei 
zusammenfallen,  weil  nach  (6);  (7);  (13)  und  (14)  identisch: 

«i^i+^i^2+7'i-X:8==0, 

«2X1  +  /J,Xj  +  ^2^8  =  0. 

Die  somit  einzige  Ebene  (19)  gelwrt  aber  nach  (4)  ;efu  den  durdi  die 
tmendlich  ferne  Mittelpunhtsachse  gehenden  Ebenen.  Wir  nennen  sie 
die  Hauptebene  der  Fläche. 

6.  Die  Gleichungen  der  Soheitelachse.  Die  Scheitelpunkte  der 
Fläche  sind  nunmehr  diejenigen  Punkte,  die  die  Hauptebene  (19)  außer 
der  unendlich  fernen  Mittelpunktsachse  noch  mit  der  Fläche  (10) 
gemein  hat.     Die  Gleichung  (10)  aber  wird  mittels  (12): 

=  ((>i«i  +  (>2«2)^o  +  iQißi  +  qMVo  +  (Qi^i  +  Q%y%)^o  +^5  =  0 
oder  mit  Rücksicht  auf  (16)  mit  Weglassung  des  Index  0: 

Für  die  Scheitelpunkte  gelten  daher  die  Gleichungen  (19)  und  (20) 
zweier  Ebenen.  Sie  bilden  also  eine  Scheitelaehse,  die  durch  die  Glei- 
chunge7i  (19)  und  (20)  dargestellt  ist.^) 
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7.  KachweiB  einer  bestimmten  endliolien  Soheitelaohse.  Damit 
die  Scheitelachse  endlich  und  bestimmt  sei,  dürfen  die  Ebenen  (19) 
und  (20)  nicht  parallel  oder  zusammenfallend  sein,  also  die  Unter- 
determinanten der  Koeffizienten  von  x^y^e  in  einer  Gleichung  (19) 
und  in  (20)  nicht  alle  0  sein.     Nun  ist: 

=  »14  ^4A  -  («11  «14  +  «1»  »24  +  »IS  »:J4)  » 
«84  —  «16  =  »24^11  —  Kl»14  +  »22»24  +  »mOi 
«16—  «24—  »84^11  -  (»81  »14+  »82 «24+  »88 «84)- 

Danach  wird  die  Unterdeterminante  der  Koeffizienten  von  y  und 
JET  in  der  ersten  Gleichung  (19)  und  in  (20)  mit  Rücksicht  auf  die 
zweite  Zeile  (1): 


«12  «18 


9^  aiJ»14  +  «Sl«»4  +  «««St  9^  gjS  »14  +  «M  flt4  +  <»I8  «84 


«42   «48 

and  ebenso  der  Koeffizienten  von  0  und  Xj  x  und  y\  2^24;  2034.  ^^^ 
Benutzung  der  zweiten  oder  dritten  Gleichung  (19)  würde  man  2a^^, 
2^25;  2^95  oder  2«^^,  ^«26;  ^«86  erhalten.  Es  folgt  daher  zugleich 
(I  §  48,  (19)) : 

Die  BicMungskosinus  (die  drei  ersten  Achsenkoordinaten)  der  Scheitet" 
ochse  (19),  (20)  sind: 

(21)  q^^ :  2si :  q^^  -  «^4:  0,4:  «34 -  a^j  :  «,5 :  ««5  =  «16  •  «26  •  «86 • 

Die  Scheitelcuihse  ist  daher  nach  der  dritten  Zeile  (1)  endlich  und  bestimmt. 

8.  Die  HauptaohBengleichung  der  Fläche.  Nehmen  wir  nun 
einen  beliebigen  Punkt  x^^yQ,  e^  der  Scheitelachse  als  Anfangspunkt 
Ä,  so  wird  in  (5)  nach  (10),  (11)  und  (12): 

«14  =  ^«1  +  ^^ßi  +  f^Yi  -  Qu 

«24  ==  ^«2  +  9lßi  +  ^3^2  ==  Q%y 

<  =  i/?«8  +  5^2 A  +  ^8^8  =  0;         a\,  =  ff  ^  0. 
In  hezfAg  auf  ein  Koordinatensystem  Sll^rj^,   dessen  Anfangspunkt 
ß  ein  heutiger  (endlicher)  Punkt  der  Scheitelachse  ist  und  dessen  Achsen 
die  Hauptachsenrichtungen  der  Fläche  haben,  hat  deren  Gleichung  die  Form: 

(22)  A,£«+29j  +  2p,,,  =  0, 
wo  nach  (18)  und  §  97,  (6): 

(23)  k,=  Al,    gl  +  ^l  =  --f„. 

Staude,  Flftchen  swciter  Ordnung.  34 
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Von  den  beiden  Achsen  |  und  rj  ist  dabei  nur  die  Ebene  Ä|i?,   die 
Hauptebene  der  Fläche,  bestimmt 

9.  Einföhrung  der  Soheitelachse.  Da  nun  in  der  Haupiebene 
die  Scheitelaclise  liegt^  kann  man  diese  als  | -Achse  nehmen,  so  daß 
«i :  /?!  :  y^  die  Werte  (21)  erhalten.    Es  ist  aber  (s.  nachher  bei  (29)): 

(24)  «14«!*+  a24«2*+  «84 «8*==  0,      t  =  4,  5,  6, 

und  damit  nach  (13): 

(25)  9,  =  0 

und  hiermit  wieder  nach  (16): 


««6  —  «i6  O     _«84^«16  ,.  «IS""«*; 


Nimmt  man  daher  nach  (18)  den  Wert: 


t4 


(27)  «., 


y=^ 
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der  nach  §  94,  (35)  reell  ist,  so  ist  durch  die  Wahl  des  positiven 
Wertes  der  Wurzel  in  (27)  auch  über  die  Pfeilspitze  der  Achse 
a^j  ß^^  y^  in  (26)  Terfügt,  wo  jene  dasselbe  Vorzeichen  haben  muß 
W  +  ft*  +  yj*  =  1  nach  §  94,  (35);  §  81,  (10)).  Hiernach  ergibt 
sich  (§  97,  (30)) : 

In  bezug  auf  ein  System  Sli^ril,  dessen  Anfangspunkt  Sl  ein  be- 
liebiger Punkt  der  Scheitelachse ,  dessen  i- Achse  die  Scheiteilachse  selbst 
und  dessen  ^ri-Ebene  die  Hauptebene  der  Fläche  ist,  laufet  deren  Gleichung: 

(28)  A'^t'  +  2y-^^^v  =  0. 

Die  Pfeüspifjse  der  iy -Achse  ist  dabei  durch  die  Formeln  (26),  (27) 
mit  bestimmt. 

10.  Doppelpunkt  der  Fläche.  Die  Fläche  hat,  da  nach  (2)  ^  =  0 
und  ^'+0  ist,  nach  §  79,  (12)  einen  Doppelpunkt.  Da  nun  wegen  des 
Verschwindens  von  A^^,  A^^,  A^^  die  Determinantenentwicklungen 
(I  Anm.  1,  II,  (6)): 

'%1«1*+  ^12«2i+  «18«8*-  0, 
«21  «1*+  «22«2*+  «28«SA=  0, 

»81«!*+  ^i^ik+^SS^k"^  0, 
.0^41«!*+  «42«2*+  Öt48«8it=-  ^ 

für  Ä:  =  4,  5,  6  gelten,  so  genügt  der  unendlich  ferne  Punkt  der  Scheitel- 
achse X  :  y  ijg  :  t  =  cc^j^:  a^j,:  a^^:  0  in  (21)  den  Gleichungen  des  Doppel- 
punktes (§  67,  (32))'^«). 


(29) 
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Der  unendlich  ferne  Punkt  der  Scheitdachse  ist  der  Doppelpunkt 
der  Fläche. 

11*  Fläohen  mit  unendlioli  ferner  Mittelpunktsebene.  Hat  die 
Fläche  eine  unendlich  ferne  Mittelpunktsebene^  so  kommt  ihre  Glei- 
chung nach  §  94,  (27)  auf: 

(30)  f{x,  y,  ^,  t)  -  {2a,^x  +  2a,,y  +  2a^^^  +  aj)t  -  0 
zurück,  wo  nach  §  94,  (43): 

(31)  a»,  +  ai  +  a«, --^"4-0. 

Die  Fläche  besteht  dann  aus  einer  efidlichen  Ebene  und  der  unendlich 
fernen  Ebene.  Wählt  man  die  erstere  als  ^i^- Ebene  des  übrigens 
beliebigen  Systems  äS^S>  s^^^t  man  also  (I  §  37,  (17)): 

SO  geht  die  Gleichung  der  Fläche  über  in  (§  25,  (31)): 
(33)  g(x,  y,  z)  -  2>^  J."  g  ^  0. 

§  99.  Unterscheidung  nach  den  Vorzeichen  der  Koeffizienten. 

1.  Kanonische  Gleichungen.  Das  Gesamtergebnis  der  vorstehen- 
den Entwicklungen  ist  dies,  daß  die  auf  ein  rechtwinkliges  Koordinaten-- 
System  Oxyz  bezogene  Gleichung  der  Fläche  zweiter  Ordnung: 

(1)  9{^j  Vf  ^)  =  «11^*  +  «222/*  +  »88^*  +  2aj32^^  +  2a^^zx  +  2aiiXy 

+  2a^4^x  +  2024^  +  2a^^e  +  a^=0 

durch  Einführung  eines  neuen  rechtwinkligen  Systems  SH^rj^  auf  eine 
kanonische  Form  gebracht  werden  kann.  Indem  nämlich  einerseits 
die  neuen  Achsen  g,  iy,  g  die  stets  (eindeutig  oder  mehrdeutig)  vor- 
handenen drei  HaiiptachsenriciUungen  erhalten,  verschwinden  jedesmal 
die  Produkte  T^g,  gg,  5^;  aus  der  Gleichung  der  Fläche,  bisweilen  auch 
noch  ein  Teil  der  Quadrate  S*,  rj^y  5*;  indem  andererseits  der  neue 
Anfangspunkt  Sl  in  einen  (endlichen)  Mittelpunkt  oder,  falls  solcher 
fehlt,  in  einen  Scheitelpunkt  verlegt  wird,  verschwinden  die  drei  linearen 
Glieder  oder  ein  Teil  von  ihnen  mit  dem  konstanten  Gliede. 

Nach  ihrem  eignen  Bange  (§81,  (28))  und  dem  Bange  ihrer  un- 
endlich fernen  Kurve  (§  93,  (3))  gehört  jede  Fläche  (1)  in  ein  Feld  der 
folgenden  Tabelle  und  hat  dann  die  dort  angegebene  kanonische  Glei- 
chungsform §  96,  6;  §  97,  (30);  §  98,  (28);  (33).  Die  Tabelle  muß 
also  alle  Flächen  zweiter  Ordnung  enthalten  (§  26,  (2)).  Die  bei  §  97,  (30) 
und  §  98,  (28)    erledigten  Vorzeichen    der   Quadratwurzeln    kommen 

hierbei  nicht  weiter  in  Betracht. 

34* 
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2.  Die  Arten  der  Mittelpunktsflächen.     Die   in   der  Gleichung 
des  Feldes  I,  1: 

(3)  .h'e+hri^+hi'+4  -^y    ^  +  0,    ^u+0, 

44 

zusammengefaßten  Flächen  sind  die  MittdpunJctsflächen  jmeiter  Ordnung 
(§  96,  (3)).    Ihre  Gleichung,  nimmt  mit: 

^^)  "-li^'  ^''^'  ^"Ä^», 

die  Form  an: 

(5)  !r'  +  7+y  +  i  =  o. 

Dabei  ist  nach  §  89,  (37): 

Für  die  Vorzeichen  von  ccyß,y  ergibt  sich  nun  einerseits  aus  (4'): 

wenn  ^  >  0:  +  +  +  oder \- , 

wenn  -4  <  0: f-  +  oder . 

Andererseits  aber  sind  die  Koeffizienten  a^ß^y,  ebenso  wie  >li;  A^,  A, 
nach  §  89,  (41)  alle  von  einerlei  Vorzeichen,  wenn  Ä^A'^  und  A'^^^ 
beide  positiv  sind.  Die  Verbindung  beider  Angaben  gibt  für  a,  /9,  y 
die  Vorzeichen: 

(6)  I        A>0  A<0 


Ä,,A'^>Q,AU>0  +  +  + 


-^44 ^44  ^d  A^  nicht  beide  >0  h  —  +  + 

Mit  Bestimmung  der  Vorzeichen  von  cc,  ß,y  ist  aber  die  Bedeutung 
der  Gleichung  (5)  aus  §  70,  1  bekannt: 

Die  GaUung  der  Mittelpunktsflächen  umfaßt  vier  Arten ,  das 
imaginäre  und  reelle  Ellipsoid,  das  ein-  und  eweisclialige  Hyperboloid, 

Nach  §  79,  (9)  ist  unbedingt: 

(7)  ÄA^  =  AI  +  A4,  +  AI  +  AI  +  AA^ 

und  folgt  daher,  daß  unter  der  Voraussetzung  -ä.  >  0,  A^  >  0  stets  A' 
und  A^y  also  auch  A'A'^  und  A^A^',  gleiches  Vorzeichen  hahen. 

Man  kann  daher  die  Kolonne  ^  >  0  der  Tabelle  (6)  in  folgender 
Weise  in  2wei  Kolonnen  auflösen,  wobei  wir  zugleich  die  Größen  a, 
/},  y  je  nach  ihrem  Vorzeichen  als  positive  oder  negative  Quadrate 
bezeichnen : 
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(8) 

;               ^>o 

ui<ö      ! 

^ 

nicht  beide  >  0 

■ 

1 

-l«*+o 

1*      B*      t' 

-1-  '  4-    4-1=0 

1 

0 

nioht  beide  ]>0 

0 

«• '  /?•    y' 

r     ^J*    f     1    0 

«•    ^'   r* 

Hier   bleiben   die   beiden  Felder  0  frei,    weil  Kolonnen-   und  Zeilen- 
bedingungen sich  widersprechen. 

Die  Bedingungen:  A^Ä'^{A'A^),  A'^  nidU  beide  >0  erfordern, 
daß  uenigstens  eine  der  beiden  Größen  <  0  oder  ==  0  ist. 

3.  Die  Arten  der  Paraboloide.     Die  Gleichung   des  Feldes  I,  2 
der  TabeUe  (2):  

(9)    A,iy^+A3S«-2l/-A|  =  o,     ^  +  0,     ^^=0, 


A 


^M  +  0, 


in  der  nach  §  89,  (38): 

(10)  hh-^^U^ 

kann  mit  den  Abkürzungen: 


(11) 

in  der  Form: 
(12) 

geschrieben  werden. 

(13) 


ß=-\y-4r, 


'44 


t« 


=  _«  11/-  Ji 


-].  +  ^-  +  2|  =  0 
Dann  ist  nach  (10): 


Nun  haben  ß  und  y  nach  (11)  gleiche  oder  verschiedene  Vor- 
zeichen, je  nachdem  ^  und  X^  gleiche  oder  verschiedene  haben.  Man 
kann  daher  sowohl  nach  (10)  als  nach  (13)  über  die  Vorzeichen  von 
ß  und  y  entscheiden.  Sie  sind  gleich  oder  verschieden,  je  nachdem 
-^44  ^  ^  ^^  '^  ^  ^^^  auch,  je  nachdem  A  <C0  oder  A>  0.  Die 
doppelte  Form  der  Bedingung  erklart  sich  daraus,  daß  nach  §  97,  (7) 
Ä^^  und  A  verschiedenes  Vorzeidimi  haben. 

Indem  wir  die  Art  der  Fläche  (12)  aus  §  70,  (24)  entnehmen 
und  wie  in  2  /3  und  y  als  Quadrate  bezeichnen,  können  wir  im  An- 
sdilAJiß  an  die  Kolonnenüberschriften  von  (8)  die  folgende  Tabelle  auf- 
stellen: 
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(14) 


J<0 


^44-0 


a:.>o 


^i4<0 


0 


A*  A"       A' 

nicht  beide  >  0 


0 


s-f.+«-» 


In  den  Feldern  0  widersprechen  sich  Kolonnen-  und  Zeilenbedinguugen 
teils  unmittelbar;  teils  weil  nach  §  97,  (7)  Äu  >  0  mit  A>0  und 
Au  <  0  mit  A<CO  nicht  verträglich  ist. 

4.  Die  Arten  der  Kegel.  In  der  Gleichung  des  Feldes  11^  1  der 
Tabelle  (2): 

(15)         ^ti'+W+ht'-O-,    ^  =  0,    ^'  +  0,    ^44  +  0, 

sind  nach  §  89,  (41)  die  drei  Koeffizienten  k^,  X^,  JL,  von  einerlei  Vor- 
zeichen oder  nicht,  je  nachdem  A'^  und  -444J.44  beide  positiv  sind 
oder  nicht.  Die  Fläche  ist  dementsprechend  nach  §  71,  (1)  ein  ima- 
ginärer oder  elliptischer  Kegd, 

Aus  (7)  ergibt  sich  nun  für  ^  -  0,  ^'+  0,  ^44+  0,  daß  A'  und 
A^y  also  auch  A'Ä'^  und  A^Ä^^  gleiches  Vorzeichen  haben.  Daher 
können  wir,  unter  Anwendung  einer  doppelten  Form  der  Bedingungen 
die  Tabelle  aufstellen: 


(16) 


4  =  0,  A'-If  0 


A'A'ii  >  0,  ui;^  >  0       AlÄ'li^A'ti  nicht  beide  >  0; 


A4  +  O: 


-*i4>0 
-^44-^441   ^44 

nicht  beide  >*0 


I'        7J*        f* 

4-  -L  4.  >_  =B  0 

"'     /»•     r* 


0 


«*     /?'     y' 


In  den  Feldern  0  widersprechen  sich  Kolonnen-  und  Zeilenbedingungen. 

5.  Die  Arten  der  Zylinder.    Die  Gleichung  des  Feldes  11,  2  der 
TabeUe  (2): 

(17)  w+x,f«+5-  =  o,  ^  =  0,  ^'+0;  ^44=0,  ^:4+o. 


Ä 


in  der  nach  §  89,  (37): 

(18) 

ist,  kann  mit: 


Aj  -f~  ^8  *™  -^44 }       ^2  '^s 


A, 


44 


1 


536 

(19) 

in  der  Form: 

(20) 
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^- 


Ä 


^S-^M 


A 


r 


> 


r 


geschrieben  werden  (§  53,  (29);  (80)).     Dann  ist  nach  (18): 


(21) 


^  +  y- 


(22) 


^y 


^u  ÜJ ' 


Nach  (22)  sind  ß  und  y  Yon  gleichen  Vorzeichen  für  A\^  >  0,  von 
angleichen  für  A'^  <  0.  Im  ersteren  Falle  aber  sind  nach  (21)  beide 
positiy  für  Ä'A'^  >  0  und  beide  negartiT  für  A'  Ä^^  <  0.  Die  Koeffi- 
zienten ß  und  y   haben  daher,    von   der  Reihenfolge  abgesehen,    die 

Vorzeichen: 

jför^;^>0,     ^'<,>0:  +  +, 

(23)  für  Ä^  >  0,    A'Äl^  <  0  : , 

lfür^;^<0  .      :  +  —. 

Die  Bedingungen  der  zweiten  Zeile  (23)  sind  aber  durch: 

-4^>0,    A\^  und  A' Ä'^^  nicht  beide  >0 

ersetzbar.  Denn  diese  lassen  nur  zu,  daß  A'Ä^^  <  0  oder  »  0.  Das 
letztere  ist  nicht  möglich,  da  -4'+  0  nach  (17),  und  Ä^^  nach  §  19,  (23), 
wo  A'l^  und  Ä^  mit  Ä'  und  A'  bezeichnet  sind,  bei  A\^  >  0  nicht 
verschwinden  kann. 

Wir  können  danach  im  Anschluß  an  (16)  die  folgende  Tabelle 
aufstellen,  der  wir  gleichzeitig  noch  den  parabolischen  Zylinder  aus 
Feld  II,  3  der  TabeUe  (2)  mit  ÄA^^  <  0: 

'A 


(24)  X^i^+2 


V- 


I" 

U4 


^«0;  ^=0,  ^'+0;  A^^O,  J'^-0,  ^^+0;  k^^A 


ff 

44 


anreihen  (§  53,  (34)): 
(25) 


A' A':t>  0,  Ä'tt>  0 


^«  =  0.  ^«  +  0 


^u>0 


Ä'u<0 


-A.  '^44 1   -A* 


44 


nicht  beide  ]>0 


-| 


^44  =  0,  -4;.  =  o 


0 


V 


-,  +  2i] 
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6.  Die  Arten  der  Bbenenpaare.    Die  Gleichung  des  Feldes  111,  2 
der  Tabelle  (2): 

(26)  W+Ajg^-O,    ^  =  0,    A'^0,    Ä"+0',    Ä^^O,    A'^+0, 
in  der,  wie  in  (18): 

(27)  ^h-^u, 

stellt  ein  imaginäres  oder  reelles  Ebenenpaar  dar,  je  nachdem  Ä^  >  0 
oder  Ä'^  <  0. 

Da   aber  beim  Verschwinden  aller  A^^   die   Gleichungen   gelten 
(I  Anm.  1,  111,  (22)): 


(28) 


«2«aS»=-^ls»       «38«ll==«^ 


==   /v» 


31  ?       ^11  ^M  "~  ^12 »       ^1 1  **U  ""  ^14> 


—  «« 


«,,«^««1^,       «88  «44  =-«147 


;       ^bb^M  =*=  « 


56^ 


also  alle  cC|^^^  soweit  sie  nicht  verschwinden,  dasselbe  Vorzeichen  haben, 
so  haben  auch  A'^  und  Ä'  (s.  unten  (32);  (33)),  die  für  (26)  nicht 
verschwinden,  heide  da^sselbe  Vorzeichen,   Das  Ebenenpaar  (26)  ist  daher 
auch  imaginär  oder  reell,  je  nachdem  Ä'  >  0  oder  Ä'  <  0. 
Die  Gleichung  des  Feldes  111,  3  der  Tabelle  (2): 


(29) 


hi^+f'-'-O    oder    g»+  "^ 


'44 


^'ü 


0, 


^  =  0,   Ä^O,    ^"+0;    ^44=0,    ^14=0,    Ä'+O, 


stellt  ein  Paar  von  Farallelelmien  dar,  die  imaginär  oder  reell  sind, 
je  nachdem  A"  >  0  oder  Ä'  <  0. 

Für  die  Gleichung  des  Feldes  111,  4  ist  nach  §  94,  (43):  A'<Q. 

Danach  erhalten  wir  folgende  Tabelle: 


(30) 

^  =  0,  4'  = 

=  0,     ^"  +  0 

ul">0 

^"<0 

^44-0.^44+0 

^;4>o 

"*  1  f'     0 

0 

^*     f'     0 

P«            y« 

7* 

^«<o 

1 

0 
-^  +  1-0 

-^44        0,   ^44 

=  0,  ^^  +  0 

-^44  "=  0,    ^44 

-0,^2-4  =  0 

^T  =  0 

Ö36 
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7«  Geflamtübersiolit  der  Arten  der  Tlftolieii  zweiter  Ordnung. 
Die  Tabellen  (8)  und  (14)  lassen  sich  wegen  der  übereinstimmenden 
Kolonnenüberschriften  unmittelbar  in  die  erste  Kolonne  der  Tabelle  (2) 
einreihen,  (16)  und  (25)  ebenso  in  die  zweite,  (30)  in  die  dritte 
Kolonne  der  Tabelle  (2).     So  ergibt  sich*^): 

Die  auf  ein  rechtwinkliges  System  Oxye  bezogene  Gleichung  (1) 
sfclÜ  unter  den  folgenden  Bedingungen  die  folgende  Art  van  Flächen 
zweiter  Ordnung  dar  (vgl.  §  26,  (19)): 


(31) 


^44  +  0: 

Eigentl. 

Kegelsohn. 


^44  +  0: 

Eigentl. 

Linienpaat 


1.  Imag. 
Eegelschn. 


nicht  beide 

>0: 

2.  Reell. 

Eegelschn. 

8.  Imag. 
Linienpaar 


Eigentliche  Flächen. 


^>0 


A<0: 


^;4>0,  Ä'A'^>0: 
I.  Imag.  Flächen 


A'       A' A" 
-^441   -^  ^U 

nicht  beide  ]i>0: 
IL  GeradUnige  Fl. 


m.  Nichtgeradl.  FL 


.1  • 


Imag.  Ellipsoid 


^;4<0: 

4.  Reell. 

Linienpaar 


^44  =  0i^i4  =  0,  ^ii  +  O: 
6.  Doppellinie 


^44=0,  ^;4==o,  ^;'4  =  0: 

6.  ÜDbestimmt 


!• 


t» 


a*      P'      1* 


V 


V 


Ellipsoid 


a*     /j«     r'  l 


Einscbal.  Hyperb.  |Zweiscbal.  Hjperb.  | 


Ellipt.  Paraboloid 


Hyp.  Paraboloid 
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Hier  ist  A  die  Determinanie  §  66,  (15)  der  Fläche  (1),  und  be- 
deuten Äj^j  und  aj^^  deren  Unterdeterminanten  dritten  und  zweiten 
Grades  §  66,  6.     Ferner  ist: 

(32)  Ä ^ A^^  +  A^^  +  A^-]r Ä^  ^"  =  «11 +a2«  +  %  +  ai4+«66  +  ß^w^ 

(33)  Ä^^  =  ofu  +  a„  +  «38,    ^^4  =  ttii  +  a„  +  o^g. 


Kegel 

Ebenenpaare. 

^"  «  0, 
VilLDpp.-Eb. 

lY.  Imag.  Kegel 

A'        A'  A" 
-^441  -^  -^44 

nichtbeide^O: 
y.  Reelle  Kegel 

^">0: 
VI.  Im.  Ebenenp. 

^"<0: 
VILReeU.Eb.-P. 

Imag.  eil.  Kegel 

» 

a*      /5*      y« 
EUipt.  Kegel 

Imag.  eU.  Zylind. 

EUipt  Zylind. 

"•      f'       1-0 
Hyperb.  Zylind. 

Imag.  Ebenenp. 

Reell.  Ebenenp. 

1 

1 

;i  +  2i3  =  0 
Parab.  Zylind. 

Im.  Paralleleb.-P. 

^,-1-0 
R.  Paralleleb.-P. 

j  Endl.Dpp.-Eb. 

1 

1 

1 

SW  -  0 

Endl,  +  u.  f.  Eb. 

(0  =  0 

u.  f.  Dopp.-Eb. 

1 
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8,  Invarianteii  und  Bedingungen  der  Art  im  rechtwinlEligen 
System.  Die  Bedingungen  des  Banges:  J.  +  0;  J.  ==  0,  -4'+  0;  -4  =  0, 
^'=0,  ^"+0;  ^==0,  Ä'^0,  A"=^0,  Ä"'  +  0  in  der  obersten 
Zeile  der  Tabelle  (31),  die  auch  in  der  Form  §  81,  (27)  gescbrieben 
werden  können,  sind,  wie  dort  bemerkt,  in  jedem  recht-  und  schief- 
winkligen System  dieselben. 

Die  übrigen  in  der  Tabelle  (31)  vorkommenden  Ausdrücke: 

(34)  Ä,  Ä^,  A',„  A'i 

sind  nach  §  91,  (17)  sämtlich  Invarianten  der  Fläche  im  rechtwink- 
ligen System.  Das  gleiche  gilt  von  Ä  und  A"  im  allgemeinen  nicht^ 
jedoch  sind  die  Vorzeichen  dieser  Größen,  soweit  sie  in  die  Tabelle 
eingehen,  nach  den  vorstehenden  Entwicklungen  ebenfalls  invariant. 
In  der  Tat  hat  z.  B.  Ä'  nach  6  im  Falle  (26)  immei"  das  Vorzeichen 
der  Invariante  Ä^, 

(35)  Über  den  Kolonnen  I,  II  kann  nach  2  für  A'Ä^^  auch  A^Ä^^. 
über  IV,  V  nach  4  bei  den  Zeilen  1,  2  für  A!A'^^  auch  A^^A'l^  und 
über  VI,  VII  nach  6  bei  den  Zeilen  3,  4  für  A"  ^  0  auch  A[^  ^  0 
stehen  (§26,  (19)). 

§  100.  Unterarten  der  Flächen  zweiter  Ordnung. 

!•  Schnittpunkte  der  Sl&che  mit  dem  Kugelkreis.  Die  unend- 
lich ferne  Kurve  der  Fläche  zweiter  Ordnung: 

(1)  f{x,  y,  0,  t)  =  aji  x^  +  a^x^  +  a^^^e^  ^ h  2a^^zt  +  flr^<*  =  0 

hat  nach  §  93,  (2)  in  bezug  auf  ein  System  Sl%ri^  der  Hauptachsen- 
richtungen unabhängig  von  Sl  die  Gleichungen: 

(2)  Ail*+ W+^8g'-=0,     ir  =  0. 

Sie  hat  daher  mit  dem  imaginären  Kugelkreis  §  91,  (23): 

(3)  g»+i?«+6«=0,    x^O 
vier  getrennte  Punkte  S^,  Sj,  5^,  S^  gemein,  nämlich: 

(4)  V:v''t'=^-h'h-h-^i-^>     ^-0, 

wenn  die  drei  Wurzeln  ^i,  ^,  ^  {%  90,  7)  alle  verschieden  sind;  da- 
gegen zweimal  zwei  zusammenfallende  S^,  S^,  nämlich: 

(5)  V+v'-o,    g«=0,    t  =  0, 

oder  was  dasselbe  sagt,  eine  doppelte  Berührung,  wenn  zwei  gleiche 
Wurzeln  X^  =  k^  und  eine  verschiedene  A,  vorliegen;  sie  enthält  end- 
lich alle  Punhe  des  Kugelkreises,  wenn  X^  =  Xj  «  >Lj . 

3.  Dreiachsige,  Rotations-*  und  Kugelfläohen.  Diesen  drei 
Fällen  entsprechend  hat  die  Fläche  nach  §  90,  3,  5,  (i  drei  bestimmte 
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Hauptachsenrichtangen  oder  nur  eine  oder  Jceine  bestiinmte,  so  daß  sie 
bezüglich  als  dreictdmg,  einachsig,  ufibestimmt-achsig  bezeichnet  werden 
kann. 

Die  Schnittkurve  der  Fläche  mit  einer  Ebene  des  Raumes  ent- 
hält nach  §  91,  8  die  imaginären  Kreispunkte  der  Ebene,  ist  also 
nach  §  26;  6  ein  Ejreis,  im  ersten  obigen  Falle,  wenn  sie  durch  zwei 
von  den  vier  Punkten  S^,  8^,  Sj,  S^  geht;  im  zweiten,  wenn  sie  durch 
die  beiden  Punkte  S^,  S^  geht;  im  dritten  stets.  Es  folgt  daher 
(Tgl.  §  117,  10): 

I.  Die  dreiachsigen  Flächen  haben  sechs  Systeme  jyardUeler  Kreis- 
schnitiebenen,  die  je  durch  eine  der  sechs  Seiten  des  vollständigen  Vier- 
ecks  der  vier  SchniUpunlte  der  unendlich  fernen  Kurve  der  Fläche 
mit  dem  imaginären  Kugelkreis  gehen,^^^) 

II.  Die  einOfChsigen  Flächen  haben  ein  System  paralleler  Kreisschniü- 
ebenen,  das  durch  die  Sehne  der  beiden  Berührungspunkte  de^  unencRidi 
fernen  Kurve  der  Fläche  mit  dem  imaginären  Kugelkrcis  geht  (§117,  14). 
Es  sind  die  Botationsflächcn  im  allgemeinen  Sinne  des  Wortes.*^') 

III.  Die  unbestimmt-achsigen  Flächen  liaben  nur  Kreissdmitte.  Es 
sind  die  Kugelflächen  im  allgemeinen  Sinne  des  Wortes  (§  69,  10). 

Daß  es  nur  diese  drei  Möglichkeiten  gibt,  beruht  wesentlich  auf 
§  50,  16—17. 

3.  Bedingungen  der  Botations-  und  Eugelfläohen.  Da  die 
Unterscheidung  der  drei  Fälle  nur  von  der  Gleichheit  oder  Ungleich- 
heit der  Wurzeln  der  kubischen  Gleichung  des  Hauptachsenproblems 
abhängt,  so  folgt  sofort  aus  §  89,  7"''): 

Die  Fläche  (1)  iM  eine  Botatiotisfläche,  wenn  entweder  keiner  der 
drei  Koeffizienten  Ogj,  aj^,  a^^  verschtvindet  und  dann: 
(b)     ^81^12      ötnOjj :  a^^a^^  —  ^2x^31  •  ^n^zt      ^ss^ia  ^^  ^23  •  ^»i  •  ^12? 
oder  zwei,  etwa  a^^  und  a^^,  verschwinden  und  dann: 

C^)  («11  -  «22)(«ii  -  O  -  »Is  =  0; 

oder  alle  drei  verschwinden  und  dann  zwei  von  den  Koeffizienten  a^^, 

«229  «83  ^^^  ^^^• 

Sie  ist  eine  Kugel,  wenn: 

(8)  a^i  =  «28  =  ajs;     a^  =  a^^  =  a^j  =  0. 

4.  Der  Berührongskegel  der  Kugel.  Für  den  Berührungskegel 
der  Kugel  §  69,  (17)  ist: 

«11  =  (yo-*)'+  (^0-^)^- *•*.   «28^ —  (yo-^)K- c); 

(9)  ja„=(iro-c)«  +  (iro-«)'-^;    «81  =  -  (^0  ~<^)(^o-4 
%3  =  (iCo-«)H(yo-^)*-^'>     «i2  =  --(^o~«)(yo-^)> 
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und  daher: 

l  «jjaji  —  a^a^^ kix^,  y^,  i^o)«!«  • 

Der  Berührnngskegel  ist  also  nach  (6)  ein  Botationskegd. 

5,  Bedingungen  der  gleiohseitigen  und  dual  gleichseitigen 
Flächen.  Mit  Bücksicht  auf  §  71^  10  bezeichnen  wir  allgemein  die 
Fläche  (1)  aJ^  gleichseitig,  wenn  zwischen  den  Wurzeln  ^^9  ^^  ^  ^^^ 
kubischen  Gleichung  des  Hauptachsenproblems  (§  90,  (12))  die  Be- 
ziehung besteht: 

(11)  .  h  +  ^+h-^^ 

und  als  dual  gleichseitig ,  wenn  im  Falle  l^l^^^'^^' 

(12)  Ji  +  Ji  +  i-^O     oder     X^X^  +  X^X^  +  k^X^  ^  0 . 

A,  Aj  Aj 

Danach  folgt  aus  §  89,  (37): 

Die  Fläche  (1)  ist  gleichseitig  oder  dual  gleichseitig,  wenn  hezüglich: 

(13)  ^;>0  oder        (14)         A\,  =  0    (^44  +  0). 

Die  Bedingung  (13)  ist  nur  mit  der  zweiten  und,  da  für  X^^O  neben 
A^=0,  Ä^^^X^-^  X^=^0  nicht  Ä^^^X^X^>0  sein  kann,  mit  der 
vierten  und  sechsten  Zeile  der  Tabelle  §  99,  (31);  die  Bedingung  (14) 
nur  mit  der  zweiten  Zeile  verträglich.^^) 

Gleichseitig  können  daher  die  beiden  Hyperboloide,  der  elliptische 
Kegel,  das  hyperbolische  Paraboloid,  der  hyperbolische  Zylinder  und  das 
reelle  Ebenenpaar,  dual  gleicJiseitig  die  beiden  Hyperboloide  und  der 
elliptische  Kegel  sein. 

6.  Gleichseitige  und  dual  gleichseitige  BerübrungskegeL     Für 

den  Berührungskegel  §  70,  (12)  des  EUipsoids  oder  Hyperboloids: 

(15)  g(^a:,y,z)^^,  +  t-  +  i^-^1^0 


a*    '    b 


ist: 


(16)    ^  a..-^c^+5;-i),  «.,-'-^"^.&/^^^^ 

so  daß  die  Bedingungen  (13)  und  (14)  werden'*): 

(18)  V+yo'+V==«'+6*+^'- 
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Der  Ort  der  Spitzen  x^^y^y  0q  aller  gleichseitigen  Berührungskegel 
des  Ellipsoids  oder  Hyperboloids  (15)  ist  das  Ellipsoid  oder  Hyperboloid 
(17),  aUer  dual  gleicJiseitigen  die  Kugel  (18). 

Für  den  Berührungskegel  §  70,  (34)  des  Paraboloids: 


(19) 
ist: 


<7(«,  y.  «)=|i  +  S  +  2« 


0 


(20) 


„ 1  „   _    g(j^o.  yo.  "t)  o„ 

««-iC^+24   a^^-^^J^^, 


SO  daß  die  Bedingungen  (13)  und  (14)  werden**): 

(21)  6v(yo*+0  +  2(f.  +  ^)^o=l, 

(22)  2a:o-6'-c«-0. 

Der  Ort  der  Spitzen  Xq,  y^j  z^  aüer  gleUhseitigen  Berührungskegel 
des  Paraboloids  (19)  ist  das  Botationsparaboloid  (21),  aller  dual  gleich- 
seitigen die  Ebene  (22). 

7.  Bedingungen  der  orthogonalen  und  dual  orthogonalen 
Flächen.  Haben  zwei  von  den  vier  Punkten  (4),  etwa  S^  und  S^,  die 
Koordinaten: 

'  '       i  • 


(23) 


1=     A-A,,     v-Vh-h,     S  =  A 


I — i/V-4  '»=^^8-^1,  e-i/Äi-A,, 

80  ist  die  Gleichung  der  Seite  SiS^  des  vollständigen  Vierecks  SiS^S^S^ 
in  laufenden  Punktkoordinaten  |,  rj,  g  der  unendlich  fernen  Ebene: 

(24)  yXi-A,.,?-KV^i-5-0. 

Sie  ist  in  bezug  auf  den  Kugelkreis  (3)  die  Polare  p  des  Punktes 

(§  84,  (16)):  _ 

(25)        i,=o,  vo=yh-^,  to — y^»-K, 

der  umgekehrt  der  Pol  P  der   Geraden  (24)   ist.     Er  liegt  nun  auf 
der  Kurve  (2),  wenn: 

oder: 

(26)  (A,-A,)(A,-A,-X,)  =  0. 

Sind  also  A^,  Ag,  A3  verschieden,  so  ist  mit  Hinzufügung  der  ent- 
sprechenden Faktoren: 

(27).  (^+  A3-  AJ(^+  X,  -  A,)(A,  +  A3-  A3)  -  0 


]: 


i 
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die  Bedingung,  daß  der  Pol  P  einer  Seite  p  des  vollständigen  Vierecks 

S^S^S^S^  in  (4)  auf  der  Kurve  (2)  liegt.     AUe  durch  den  Punkt  P 

gehenden  Geraden,  darunter  £wei  Erzeugende  der  Flache  (1)  sind  also 

(§  84,  6,  V)  zu  allen  durch  p  gehenden  Ebenen,  also  nach  2  £u  einem       ]  -^ 

System  von  Kreisschnittebenen  der  Fläche   (1)   senkrecht.     Die   Flache 

heifit  dann  (§  64,  5)  orthogonal. 

Sie  heißt  entsprechend  dual  orthogonal  (§  82,  (56)),  wenn  mit  Jt^A^A,  4=  0: 

(28)     {k,X,  +  X,l,-  X,k,)(X,X^+  X,X, -  X^X,)(X^X,  +  X,X, -  X^X^)  =  0. 

Die  linken  Seiten  der  Gleichungen  (27);  (28)  drücken  sich  aber 
als  symmetrische  Funktionen  der  Wurzeln  der  kubischen  Gleichung 
z/(A)  =  0  nach  §  89,  (37)  rational  in  deren  Koeffizienten  aus.  Auf 
diese  Weise  ergibt  sich: 

Die  Fläche  (1)  ist  orthogonal,  wenn: 

(29)  a;i'-4a;,ä::  +  sa,,~o, 

und  dual  orthogonal,  wenn: 

(30)  Ai'  -  4A,,AiA;:  +  8  J^  =  0  (A,,  +  0) . 

8.  Das  orthogonale  Hyperboloid  als  Erseugnis  kongruenter 
Sbenenbüscliel.  Die  Gleichung  eines  Ebenenbüschels,  das  die  /-Achse 
eines  rechtwinkligen  Systems  (Jfxyz   als  Achse  hat,  lautet: 

(31)  a;'tg9-y  =  0, 

wo   ^>   der  Winkel    der    laufenden   Ebene    des   Büschels    gegen    die 
/x'-Ebene  ist  (I  §  2,  (13)). 

Seien  nun  g  und  g  zwei  beliebige  windschiefe  Gerade  und  AÄ  =  ie 
ihr  kürzester  Abstand  (I  §  44,  7).  Man  'mlhle  dann  ÄA  als  o:? -Achse 
nnd  den  Mittelpunkt  von  AI  A  als  Anfangspunkt  0  eines  rechtwinkligen 
Systems  Oxyz  (Fig.  158  in  §  64  mit  e  für  a).  In  der  zu  den  beiden 
Geraden  g  und  g'  parallelen  y^er-Ebene  lege  man  die  y-  und  jer-Achse 
in  die  Halbierungslinien  der  senkrechten  Projektionen  von  g  und  g 
auf  die  jy^er-Ebene.    Die  beiden  Geraden  erhalten  dann  die  Gleichungen: 

/o2)  (^)     x-e:y:z==0:ß:y, 

(?')     X  +  e  :y  :  z  =^0:  ß  :  —  y, 
wobei: 

(33)  |3H  y'  =  1 
sein  soll.     Durch  die  Substitution: 

(34)  x==x  —  e,    y^yy-ße,    z' ^  ßy  +  yz 

geht   man   zu    einem    rechtwinkligen    System   Ax  y  z    über,    dessen 
.a;'- Achse   in  die  a:- Achse  und   dessen  jßr'- Achse   in  die  Gerade  g  fällt. 
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Das  anf  dieses  System  bezogene  Büschel  (31)  erhält  daher  im  Sjstem 
Oxyz  die  Gleichung: 

(35)  (X  -  e)tgq>  -  (yy  -  ßz)  -  0. 

Ebenso  ergibt  sich  als  Gleichung  eines  Ebenenbüschels  mit  der 
Achse  g': 

(36)  (x  +  e)tgq>'+  (yy  +  ßz)  -  0, 

wo  q>'  die  entsprechende  Bedeutung  hat  wie  9.     Mit  der  Annahme: 

(37)  y'=a  +  £qp, 

wo  a  ein  konstanter  Winkel  und  £  =^  ±  1  ist,  werden  die  beiden 
Büschel  (35)  und  (36)  projektiv  kongruent  aufeinander  bezogen 
(§  38,  8). 

Die  Gleichungen  (35)  und  (36 )  stellen  dann  zwei  beliebig  im  Rawne 
gelegene  kongruente  Ebenenbüsckd  dar. 

Man  kann  sie  auch  in  der  Form  schreiben: 

(38)  (x  —  e)  sin  <p  —  (yy  —  ßz)  cos  qp  =  0, 

(39)  f  { (a;  +  ^)  cos  a  —  (yy  +  ßz)  sin  a )  sin  <p 

+  {{x  4-  e)Biiicc  +  (yy  +  ßz)fto8a]coa(p  =  0. 

Durch  Elimination  von  (p  erhält  man  als  Ort  der  Schnittlinien 
entsprechender  Ebenen  beider  Büschel  die  Flache  zweiter  Ordnung: 

(x  —  e)[(x  +  e)  sin  a  +  (yy  +  ßz)  cos  a  ] 

+  £[(x  +  e)eoBa  —  (yy  +  ßz)  sin  «  )  (yy  —  ßz)  —  0 
oder: 

(40)  { x*  -  e«  -  6(y*y*  -  ß'z^) }  sin  a 

+  { (1  +  £)yxy  +  (1  —  €)ßzx  —  (1  —  £)^yy  —  (1  +  s)eßz }  cos  a  =  0. 

Je  nachdem  s  =  l  oder  —  1  ist,  erhält  diese  Gleichung  die  beiden 
Formen: 

^*~  yV+  /3V+  2ctga(yxy  -  eßz)  -  e*=  0, 

x^  +  y'y*  —  /5';ß?*  +  2  ctg  a(/3;gfa:  --  eyy)  —  e«  =.  0. 

Da  sich  diese  nur  durch  Vertauschung  von  ßz  imd  yy  unter- 
scheiden, so  genügt  es,  die  erste  beizubehalten,  für  die  wir  ctg a=  C 
setzen: 

(41)  x^-  yY+ß^z^+  2C(yxy  -  eßz)  -  e*=  0. 
Für  diese  Fläche  ist  mit  Rücksicht  auf  (33): 

j    A  =  e^ß^y\l  +  Cy,     ^u  -=  -  /»V"(l  +  C^), 

(42)  Ai  =  -  /5 V  +ß'-y\l  +  C')  -ß'-  y'(l  +  C*), 

StA  ad  6}  Fläoben  swoiter  Ordnung.  35 
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Da  hiermit  ((29);  §99,  (35)): 

ist  die  Flache  ein  orthogonales  einschaliges  Hyperboloid.     In  der  Tat 
wird  die  kubische  Gleichnng  des  Hauptachsenproblems: 

(43)  ^(A)  =  {ß*-  i)(A--  ß*X  -  yM  +  C*))  =  0, 

"^'^^  X,+  l,^ß\    X,k,=  -  y\l  +  C%    A.=  ^: 

(44)  A,+  A8-A,  =  0. 

Zwei  prqjekHv  kongruente  Ebenenbüsckd  erzeugen  als  Ort  der  Schnitt- 
linien  entsprechender  Ebenen  ein  orthogonales  einsckaliges  H^perMoid 
(vgl.  §38,  8;  9).'») 

9.  Das  orthogonale  Hyperboloid  als  Ort  eines  Punktes  mit 
konstantem  Abstandsverhältnis  von  zwei  Geraden.  Die  Bedingung 
dafür,  daß  ein  Punkt  Xy  y,  z  von  den  beiden  Geraden  (32)  Abstände 
habe,  die  in  dem  konstanten  Verhältnis  jli  stehen,  lautet  (I  §  43,  (20)): 

oder: 

(45)  (l-ft^){a:«  +  yY  +  /3V  +  e*}-2(l  +  /i*)|^yy;2r  +  ex}  =  0. 

Der  Ort  des  Punktes  ist  also  eine  Fläche  zweiter  Ordnung^  für 
welche  die  a;- Achse  eine  Hauptachse  und  (§95,  (3)),  falls  ft^+  1- 

(46)  x^=  [^,e,  t/o=  0,  ^0=0 

der  Mittelpunkt  ist.     Die  Eoefüzienten  der  Gleichung  (45)  sind: 

(47)  0^1=1-^*,  a«=(l-,t*)/,  a,3=(l  -ft»)^*,  «,,=  -(1  +  ^*)^^ 

«si  =  «i«  =  0,  «14 {l+it*)e,  aj^  =  a,4=0,  a«  =  (l-ft*)c». 

Demnach  wird  mit  Bücksicht  auf  (33): 

(48)  a,, 4/3VV»,     a«  =  (l-^»)X     «s,  =  (1  -  ^*)V*, 

(49)      ^;: = 2  (1  -  ^» ),  a:,  =  -  4/sv v* + (i  -  m*)s 

A,^  =  -  4/3VV*(l  -  f**)  (8-  a«ch  (55)), 

(50)  A  =  16e*/J«yV*- 
Hiernach  ist  für  /i*=|=  1: 

(51)  ^  >  0,  A,,A:,  <  0,  ^;;»  -  AAi A^  +  8^,,  =  0 
und  für  /i»-  1  ((13);  §99,  (31)): 

(52)  A>o,  ^4,  =  o,  Ai<o,  ^;;  =  o. 
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Der  Ort  eines  PunlcteSy  für  den  das  Verhältnis  der  Abstände  von 
zwei  festen  windsdiiefeti  Geraden  Jconstant  =,tt  bleibt,  ist  ein  orthogo- 
nales einsdialiges  Hyperboloid  für  ft  +  1  und  ein  gleichseitiges  hyper- 
bolisches Paraboloid  für  fi  =  1.***) 

10.  Die  festen  Gieraden  als  reziproke  Polaren.  Zwischen  zwei 
harmonischen  Polen  x\  y,  z  und  x\  y\  z"  der  Fläche  (45)  besteht 
nach  §  68,  (8)  die  Beziehung: 

(53)  (1  -  /i«)(xa:"+  y'yy"  +  /3«//'  +  6«) 

-  (1  +  ^'KßY^^''  +  ^'//')  +  e{af+  x'))  ==  0. 
Sie  ist  identisch  in  5'  und  s"  erfüllt  für: 

(54)  x=e,    y^^ßs,    z^ys'^    x  ^-e,    y  =ßs  ,    z  -=  —  ys  , 

also  (I  §  43,  (2))  für  zwei  beliebige  Punkte  der  Geraden  (32).  Jeder 
Punkt  der  einen  Geraden  ist  also  harmonischer  Pol  jedes  Punktes  der 
andern  oder  (§  68,  15,  III): 

Die  beiden  festen  Geraden  (32)  sind  reziproJce  Polaren  der 
Fläche  (45). 

11.  Die  festen  Geraden  als  Fokalaohsen.  Die  Unterdeterminanten 
dritten  Grades  der  Elemente  (47)  sind: 

A,,  =  A,,^0,  A,, 4c/}W(l+M*),  A,^^A^  =  0, 

>4«  =  -4^VV«(l-^«). 

Daher  lautet  die  Gleichung  der  Fläche  (45)  in  Ebenenkoordinaten 

(§  78,  (11-.): 

(56)         (l-^«)(«H^  +  ;4*tM  +2(l+,^')j^  +  |)  =  0. 

Für  zwei  harmonische  Polarebenen  «',  v,  w',  s  und  w",  v",  «'",  s" 
ist  (§  78,  (19)): 

Wendet  man  diese  Beziehung  auf  zwei  Ebenen: 
(58)  u==tg(p,     v=  —  y,     w'=^ß,     s'==  — etg9?; 

«^"  =^g9u  v" ^-y,  tv"  =  ß,  s'  =  -  e tg qpi 


(55) 
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des  durch  die  Gerade  (32)  gehenden  BQschels  (35)  an,  so  kommt  sie 

auf  (§  8,  (30)): 

(59)  l+tg9tg<)Pi==0 

zurück,  und  ebenso  für  zwei  Ebenen  q>  und  tp^  des  Büschels  (36). 
Die  Involution  harmonischer  Polarebenen,  welche  die  Fläche  (45) 
an  einer  der  beiden  Geraden  (32)  bestimmt,  ist  eine  Involution  recht- 
winkliger Ebenen \  die  beiden  Geraden  sind  FoJcalacJisen^'^^)  der  Fläche 
(vgl.  §  122,  10). 


•  »» 


Druckfehler. 

S.  47,  Z.  1  V.  u.  lies  (9)  statt  (8). 

S.  68,  Fig.  68  sind  die  Berührungspunkte  der  punktierten  Tangenten  etwas  nach 

rechts  in  die  Vertikale  durch  den  Brennpunkt  zu  schieben. 
S.  81,  Fig.  76  lies  u,  v   statt  u,  v. 
S.  83,  Fig.  79  lies  zweimal  8  statt  ir, 
S.  226,  Formel  (6)   gehört   das  Vorzeichen  —    hinter   das   erste  =  statt   hinter 

das  zweite. 
S.  447,  Zeile  16  v.  u.  lies  am  Ende  der  Zeile  c(l  +  i')  statt  «(1  +  X"). 
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